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V publikaci se vysvětlují rozdíly výpočetních postupů vhodných
k řešení lineárních a nelineárních úloh. Na jednoduchých ilustrativních
příkladech se ukazují nedostatky lineární teorie pružnosti a určují se
hranice její použitelnosti.

Geometricky nelineární ohyb tenkých pružných prutó lze někdy řešit

poměrně jednoduše numericky. Zvolíme-li vhodný matematický model, vysta
číme často jen s programovatelnými kalkulačkami. Podobně lze řešit i po
kritické deformace ětihlých elastických prutó a jejich soustav.

Probírají se různé způsoby popisu pohybu kontinua a definuji se
tenzorové veličiny, potřebné k řeěení obecně nelineárních úloh z mecha
niky poddajných těles s velkými poměrnými deformacemi. V takovém případě

se mění i způsob rozkladu elastickoplastické deformace na elastickou
a plastickou část. Ukazuje se, jak lze tenzorové rovnice přepsat do ma
ticového tvaru, vhodnéhó k programování výpočtů.

Je připojen přehled vybraných numerických metod k řešení soustav
nelineárních algebraických rovnic.
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Kdo nevěří ve vrcholnou jistotu

matematiky, tápe ve zmatku a nikdy
neumlčí rozpory sofistických věd,

které člověka učí věčnému křiku.

Leonardo da Vinci (1452 - 1519)

P~EDMLUVA

K úspěšnému řešení praktich.JŤch úloh zpravidla vystačíme se zna
lostmi mechaniky v rozsahu, v jakém se přednášejí na vysokých školách.
Problém je spíše v tom, aby je inženýr dovedl správně použit, aby roz
poznal dóležité vlivy od nedůležitých a správně utvořil idealizovaný fy
zikální a matematický model. K posouzení pevnosti a deformací mu zpra
vidla stačí lineární teorie pružnosti a lomové mechaniky, korigovaná
nanejvýš o vliv plastických deformaci, zasahujících nepatrné oblasti
v okolí míst s největší,koncentrací napětí. Výjimkou jsou jen úlohy

o creepu kovových součástí za vysokých teplot, nebot ten se v celém roz
sahu řídí nelineárním konstitutivním zákonem.

Jsou však i jiné oblasti mechaniky pevné fáze, které vyžadují znalost
řešení nelineárních rovnic. Pomineme-li nelineární mechaniku soustav tuhých
těles, kam patří např. odpružení těles pružinami s nelineární deformační

charakteristikou nebo počítačové řešení pohybu mechanismů, zůstanou ještě

úlohy z nelineární mechaniky deformovatelných těles. Jde o případy těles

s nelineární deformační charakteristi.kou a o případy s velkými deformace
mi, při nichž se podstatně mění geometrická konfigurace a tvar tělesa ne
bo soustavy těles. Takovými jsou např. úlohy o tělesech z materiálů podob
ných pryži, o elastickoplastických tělesech, o pružných tělesech namáha
ných nad mezí e~astické stability (pokritické stavy konstrukcí), dále
velké deformace elastických prutů, při nichž se elementy prutů značně po
souvají a otáčejí atd. Právě těmito úlohami se budeme v tomto semináři

zabývat.

K tomu je zapotřebí mít a ovládat potřebný matematický nástroj, tj.
umět řešit soustavy nelineárních diferenciálních nebo algebraických rovnic.

Dnešní úroven výpočetní techniky umožňuje úspěšně řešit i úlohy, jež byly
ještě nedávno prakticky neřešitelné. Je však k tomu třeba mnohem větší

zkušenosti a intuice než k řešení lineárních úloh. Úspěch řešení často
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závisí na tom, jakou volíme výpočtovou strategii. Co se osvědči II úlohy
jednoho typu, může v jiném případě selhat. ~8tímco k řeěení lineárních
úloh nám matematika poskytuje věty o existenci řešení, o počítání s ne
úplnými čísly, o konvergenci a stabilitě a dovoluje nám tak předem po
soudit ~eěitelnost úlohy, jednozn~čnost a praktickou dosažitelnost správ
ného řešení. u nelineárních úloh máme k dispozici jen omezené prostředky

tohoto druhu; často jsme odkázáni na numerické experimentování.

Vnucuje se otázka, má-li se řadový inženýr nelineárními úlohami
vóbec zabývat, může-li se mu vynaložená intelektuální námaha v praxi
rentovat. Ukážeme, že není správné zastávat příliš utilitární postoj.
Každý pokrok začíná pochybnostmi a přemýšlením o tom, co je za oblasti

našich současných znalostí a zkušenosti. Bude-li inženýr přemýšlet

o způsobech, jak formulovat a řešit nelineární úlohy, objeví pojednou
slabiny lineární teorie, kterou ovládá, uvědomí si hranice její použi
telnosti. pochopí hlubší smysl různých pojmů, jež až dosud bral za sa
moz~ejmé 8 jednoduché, a tím se snad vyvaruje možných chyb při nesprávné
aplikaci metod lineární mechaniky a při interpretaci získaných výsledků.

Takové poznáni obohatí osobni zkušenost a rozhled i těch pracovníků,

kteří se nestanou specialisty na řešeni nelineárních úloh. Tento cil
budeme v dalším výkladu sledovat předevšim.

Prof. Ing. Cyril Hoschl,
~stav termomechaniky ČSAV, Praha
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V červnu roku 1691 uveřejnil

Eruditorum výzvu k řešení úlohy o
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II
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A =A I- 1

'l'/-

Obr. 1

la dobudována systematická

Jakub Bernoulli v časopise Acta
ohybu přímé svislé pružné tyče ABl ,

jež je na spodním konci vetknutá B na
horním zatížená zavěšeným bf'emenem Cl
(obr. 1). Řešení zakódoval do anagramu
a slíbil, že klič k této hádance

a důkaz správnosti řešení zveřejní

při podzimním veletrhu. Řešení však

uveřejnil spolu s omluvou za zdrženi
teprve po třech létech. Byl to návod

ke konstrukci ohybové čáry (obr. 2),
který vycházel z předpokladu, že ohy

bový moment závisí na deformaci a že
pracovní diagram materiálu (11nea

tensionum) je nelineární. Stalo se tak
o necelých devadesát let dříve, než by-

lineární teorie nosník~ 8 malými průhyby.

......

n-----~----

....,.
,

.......... ~\'

'-.

.,'

_---I-+~~----_r-..:...::-,:_ __ -mtOr ~ "_",-'1" l -.'t.::::.:::... ····--··r-+Ť---i~~~~f,---·>.l/.--JI------+-;,;

Obr. 2
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(1.1)

V pozůstalosti Jakuba Bernoulliho
(zemřel roku 1705) byla nalezena úloha

o nosníku AB tak zakřiveném, že se účin

kem svisle působícího břemene Cl narovná

(obr. J}. ~eěeni bylo uvedeno ve tvaru

Obr. 3

kde Q., je konstanta, A značí délku

oblouku SP = BIPl , přičemž P je řez,

v němž má střednice nezatíženého prutu

poloměr křivosti r . Vydavatelem po
zůstalosti byl Jakubův synovec Mikuláš

Bernoulli. Přiznal, že není schopen správnost řešení dokázat. Důkaz

podalo mnoho let později Leonard Euler; rozpoznal, že hledanou křivkou

je klotoida.

Je zajímavé, že se staří mistři nevyhýbali řešeni nelineárních tíloh.

Naopak, řešili je s obdivuhodnou erudicí až do praktických důsledků,

přičemž k numerickým výpočtům neměli lepší prostředky než tužku a papír.

V úlohách, o nichž jsme dosud hovořili, se předpokládalo, že změna

křivosti střednice prutu je známou funkci ohybového momentu v daném
místě deformovaného prutu. Lineární teorie ohýbaných nosníků předpoklá

dá, že závislost křivosti na ohybovém momentu je lineární a že ohybový

moment v řezu deformovaného prutu lze počítat bez zřetele k deformaci,

jako by se prut vůbec nedeformoval. Výjimka se připouští pouze II prutů

namáhaných na vzpěr, u nichž se však velikost deformaci na hranici elas
tické stability omezuje tak, aby diferenciálni rovnice, popisující vzpěr,

zůstaly lineární.

V první části semináře překročíme tuto hranici a budeme se zabývat

případy, kdy poměrné deformace zůstanou sice malé, ale posuvy a rotace
budou velké (geometrická nelinearita).

V druhé části probereme různé způsoby popisu velkých poměrných de

formaci poddajných těles B jim odpovídající definice deformačních a na
pětových tenzorů. Tyto pojmy jsou důležité při řešeni úloh s materiálo

vými nelinearitami.

V posledni části se budeme zabývat některými metodami řešení sou

stav nelineárnich algebraických rovnic ve vztahu k metodě konečných

prvkt\.
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•
2. GEOMETRICKY NELINEÁRNí'OHYB TENK'1CH PRUŽN'1CH PRUTU

Některé z těchto úloh lze řešit elementárními metodami. Je-li
např. síla tíže, kterou působí břemeno Cl na nosník znázorněný na

obr. 3, rovna F , je ohybový moment v řezu Pl

Příslušná změna křivosti tedy je

1 1---c-=\" r~ r

(2.1)

(2.2)

Poloměr křivosti v bodě Pl je r1 _ 00 a E:J je ohybová tuhost.

Označme

o..'L '= EJ
T = konst. (2.3)

Dosadíme-li (2.1) a (2.2) do (2.3), dostaneme

(2.4)

což je rovnice klotoidy /4/.

Jinou takovou úlohou je čistý ohyb elastického prutu AB, vetknuté
ho v bodě A (obr. 4). Za předpokiadu platnosti přímé úměry mezi kři-

B

Obr. 4
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vostí r-1 a ohybovým momentem M ,kterou napišeme v bezrozměrových

veličinách

Ml
EJ

(2.5)

se bude prut deformovat do tvaru kruhového oblouku.*) Z podmínky

t = ~Er usoudíme, že velikost ohybového momentu MG ) při kterém
se prut zdeformuje do úplné kružnice, je

(2.6)

Tento ohybový moment byl rozdělen na šestiny a pro Mi = H6 lG,
M'L = '1 M. / b = M~ /3 až M, byly zakresleny příslušné ohybové čáry

nosníku. Z podmínky, že délka každého oblouku zůstává nezávislá na ohy
bovém momentu a rovná se ť ,snadno vypočteme vodorovný posuv U i

svislý posuv ~ konce prutu B. Vztáhneme-li tyto posuvy k délce pru
tu t , vyjde

Pr~ poměr lIr p~itom platí (2.5). Vztahy (2.7) a (2.8) jsou graficky
znázorněny na obr. 5.

Elementární lineární teorie nosniků dává proti tomu

Ml,
----..
'lEJ

(2. 9)

a ohybová čára je parabola. Tyto paraboly jsou na obr. 4 čárkovaně za
kresleny pro první dva stupně zatížení. Skutečné ohybové čáry jsou oblou

ky oskulačních kružnic těchto parabol s bodem dotyku A. Deformačni cha
rakteristika (2.9) je na obr. 5 vyznačena rovněž čárkovaně. Až tam, kam
čárkovaná přímka sleduje prl~běh plně vytaže"né křivky, označené 1.tr / ol »

lze lineární teorii (2.9) použít. Je to asi pro W I ft ~ 0,2. Při většicll

prllhybech ztrácí lineární teorie platnost.

*) Ohybový moment je ve všech průřezech stejný, tedy i křivost je stejná.
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1o

6
--- 211 --

Ml 5 w u-- l
EJ 4

3

2

Obr. 5

Z obr. 4 je zřejmé, že se střednice prutu, určená posuvy (2.9)
podle lineární teorie prodlužuje, ačkoli to teorie nepředpokládá.

Oblouk AB{ je totiž zřetelně delší než oblouk ABl = AB = t a podobné
tvrzení platí i pro oblouk AB;. Zajímavé je, že toto prodlužování nestá
vá nezávisle na smyslu p\isobícího momentu, tedy i při průhybu prutu smě

rem nahoru (není nB obr. 4 zakreslen, byl by při stejné absolutní hod
notě ohybového momentu symetrický k ose AB nezatíženého prutu).

~ešení úlohy, znázorněné na obr. 4, bylo snadné, nebot ohybový
moment byl v celém prutu konstantní, nezávislý na deformaci. Kdyby však
byl prut zatížen na konci svislou silou F (nezávislou na deformaci),
měnil by se ohybový moment nějakého průřezu podle toho, jaký by byl tvar

deformovaného prutu. ~ekněme, že ohybová čára bude mít rovnici ~ =~(x)

(obr. 6) a že souřadnice koncového bodu budou Xo , ~o • Ohybový mo
ment v řezu určeném souřadnicí ol(. pak bude M 'l: - f' (Xo - )() a dife
renciální rovnice ohybové čáry bude

(2.10)

Souřadnici Xo předem neznáme. Dostaneme ji z podmínky, že se délka

střednice prutu nemění

(2.11)
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x

x

F
y

Obr. 6

Prodlouženi střednice účinkem tahové sily zanedbáváme, budeme přihližet

pouze k deforrnacim vzniklým ohybem. To je, jak známo, přípustné, pokud
je nosnik ětihlý. Soustavu rovnic (2.10) a (2.11) m~žeme linearizovat

jen za předpokladu, že (~I)~ zanedbáme proti jedné. 'rehdy vyjde

~o = i.t a dále

~II
F
EJ

(e- )() ( 2 .12 )

Rovnici (2.12) řešíme s okrajovými podmínkami

\f (O) '" ~I(O) == D

a dostaneme

(2 .13 )

(2.14)

V nelineární oblbsti namáháni plati věak soustava rovnic (2.10), (2.11)

místo (2.12) a řešeni je matematicky poměrně náročné /1/.

~lohu však můžeme řešit velnli snadno nunlericky. Nosník s i rozdělíme

na několik částí. Pro jeonoduchost zvolíme stejnou délku h těchto

části, takže bude h = tl tr\; , kde IYlI je počet částí. Tyto části budeme
považovat za absolutně tuhé; jejich pružnost nahradíme pružností kloub~,

které tyto části spojují. Rozdíl bude v tom, že skutečná pružnost je

- 12 -



v prizmatickém prutu rovnóměrně rozdělena, kdežto v náhradním modelu bu
de soustředěna do oddělených bodů. Rozdíl mezi těmito případy zná zor-
•nuje oer. 7.

Na obr. 7 nahoře je část prutu
o délce h zatížena konstantním ohybo

vým momentem Mo • Tečny v koncových bo

dech svírají spolu úhel l.f" Mh I EJ
V dolní části obr. 7 je náhradní model
složený ze dvou částí prutu o délkách

h /'1. , spojených pružným kloubem s tu-
hostí k . Má-li být úhel mezi těmito

částmi rovněž lf ,musí být klf" M .
Odtud vyjde

M

EJ

h (2.15)

Obr. 7 Model náhradního nosníku je zřejmý

z obr. 8; platí pro m., = 3. Zanedbáme-li

x

F

částí prutu stejná ( h =konst.).
(bod O), neboi k tomuto kloubu
zakreslených v dolní polovině

Obr. 8

roztažení střednice, znstane délk8 věech

Tuhost kloubu v místě vetknutí bude 2.. k
přísluěí pouze jedna z obou polovin části

obr. 7.
- 13 -



Úhly lf1 ' lf'l-- ' · 0,0, lfhV zvo1irile za zobecněné souřadnice. Vztah
mezi kartézskými souř'adnicemi 'Xi J ~~ kloubLl a zobecněnými souřadni-

cemi ~~ vyjadřuji rovnice

(2.16)

Rozepíšeme-li tyto rovnice pro NV = 3 (obr. 8), budeme mit

Je-li konstanta tuhosti ď -tého kloubu "'i' dá princip virtuálnich
prací

J = 1, 2, •.•. , h\I) (2.17)

Na levé straně je virtuální práce v j -térn kloubu, v němž se úhel zrně

ni o Ó~i (v ostatnich kloubech se nezrněni), na pravé straně je

virtuální práce vnější sily F (při téže virtuálni deformaci).

- 14 -



Protože

r1
0

pro

1 pro

j>!
(2.18)

bude (pro libovolné bLfi

MI l

-li lfa' .. F h L, cm L lft .. Ji
.ť.=J 1:.:1

Máme k o = 1~, -kl = kz. = ••• = km" = k = EJih = II EJ / ,e
píšeme-li rovnici (2.19) v maticovém tvaru, bude pro ()'I, = 3

(2.19)

• Za-

2EJ
t

Zkráceně

2

o

o

o

1

o

o

o

1

LO:H-ť1 + COJ Llfl +lf~) t L.oo (Lf, +lft- + lf1")

UlJ (lf1+lfl-) t Ul3 (\fl + lf1. + li'3)

to::J l tf, + '.fl. + lf3 ')

(2.20)

Na levé straně máme diagonální matici tuhosti, na pravé straně vektor
zobecněných sil, který je nelineární funkcí zobecněných posuvó. Rovnice
(2.20) je diskrétní mutematický model, odpovídající spojitému modelu
(2.10) a (2.11). Název "diskrétní" naznačuje, že jde o model s nespoji
tou tuhostí (diskrétní = oddělený; tuhost je soustředěna do oddělených

kloubů) •

Protože matice tuhosti je pozitivně definitní (a navíc konstantní
a diagonální), můžeme ji invertovat a vypočítat

W:1 lfl t- cm ltr, +lft-J +to:! (lft t \ft + If~)I
2. [ ~ llft + lf\.') +W;) (lfl +If~ t lf3)J
l'2.~ llf1 +\.(\, + ~:l ')

(2.21)

Kdyby byly průhyby velmi malé, rovnaly by se kosiny na pravé straně

(2.21) jednotkám a vyšlo by

- 15 -



'1'1 3

Ftt
lf,.. ~- 4 (2.22)

1eEJ

Lf:1 2

Podle (2.16) by tomu odpovídaly próhyby Xi = ~'2. = X~ = 0,

Cl FL~ 30 Fť'1 51 ~.e,3

~1O= Ilji "IZ "á3 -=
16'LE.J 1~2. E J 1b'l. E.J

Z přesného řešeni (2.14) podle lineární teorie by vyšlo

'O F.e~ 18 F~3 51t Fe?
~1 ~ 16'1.. E:J

~t-:: 162 EJ ~3: 1f>1. E'J

Chyba ve výpočtu největšího průhybu, způsobená diskretizaci v mezich
lineární teorie, je tedy asi 5,5 % (chyba metody). To je velmi malá chy
ba, uvážime-li, jak hrubý model jsme použili ( ~ = 3).

Nelineární soustavu rovnic (2.21) můžeme řešit prostými iteracemi.
Napíšeme ji symbolicky shodně s označením zavedeným v rovnici (2.20)

takto

(2.23)

(~.24 )

a pro každou iteraci zavedeme index .. t6 II (starý vektor) a index tl (}t"

(nový, opravený vektor). Zvolíme nultou iteraci l~ \0 [mOže to nap~.

být nulový vektor nebo pravá strana (2.22~ a vypočteme

tlfJ~ =1\<T1 fHlf)o)

Výraz t ~(l.f)o) znamená, že jsme do vektoru i f (lf)l dosadili hodnoty

z vektoru llf)o. Vektor ~ If.},ó ještě neni řešením dané úlohy, pro-

tože jSTIle jej vypočetli z nesprávné (nepřesné) pravé strany F::.ovnice
(2.20). Dosadíme-li hodnotu (2.24) do (2.20), nebude tato rovnice splně

na, ale dá zbytkovou zobecněnou sílu

Té odpovídá dodatečná deformace
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(2.26)

a nový, zpřesněný vektor

(2.27)

Helaxační koeficient C1. by se měl rovnat jedné; pak by se však mohlo
stát, že oprava tl\lfJ, která vyjde z rovnice (2.26) rovněž jen
přibližně, vybočí z oblasti konvergence a ře§ení znemožní. Proto je
radno nepřipočítávat opravu L~~1 celou, 81e jen její část (zvolit
např. o( = 0,2 až 0,5, menší d.. pro větší hodnoty zatížení b při

jemnějším dělení nosníku). "Starý" vektor pak nahradíme "novJ'm" vekto
rem t LP) ,což vyzn3číme zápisem

1 ln.

(2.28)

To dosadíme do

vektorli II 1.. II
kritéria).

(2.25) a řešení opakujeme tak dlouho, az JSou normy

,popř. II blf tl zanedb&telné (podle předem zvoleného

bo-
prutu na obr. 4, ke
v ní klade posuv ,u

= au I d.x = O).

Výsledky řešení jsou za~resleny na obr. 9. Plně vytažená čára odpo
vídá analytickému řešení podle Bisshoppa a Druckera, čárkovaná přímka

odpovídá lineární teorii. Kroužky označují numerické řešení pro ~ = 3.
Zvolíme-li ~ = 10, jsou výsledky numerického a analytického řešení

prakticky zcela shodné (křížky na obr. 9).

Vratme se ještě k paradoxnímu prodlužování
kterému vede lineární teorie ohybu, přestože se

dů na střednici rovnající se nule (a tedy tx~

Obecně bude mít element prutu počáteční délku o{So • Uvažujeme
deformace v rovině X , ~ • Z Pythagorovy věty dostaneme (obr. 10)

cLso'l. = d.x"+ d..~'1..

Po deformaci se délka d.~o změní na ds ,přičemž

(2. JO)

Posuvy -U , V jsou funkcemi souřadnic )(
I V , takže

'Ut( 'OU 'OV- 'Dv
du; :: ~ c(x. t 1)~ d'á dv ~ -cJ,.x + - c{,~ (2.31)

!()(. '0'1
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o o o

x x x

n = 3
n = 10

10

8

6

4

2 o --.-.---
O

O 0,2 0,4 0,6 0,8 1 Xn (ln)
l

Obr. 9

x

y

Obr. 10

V 1ineárni teorii pružnosti se považuji derivace posuv~ za malé veliči

ny ve srovnáni s jedničkou, takže lze brát

c<.s'l.. =. ax.'L + o{y'l. + 2 c(u,o(,J( t 2. c{v-ot~ '"

_ a&; + 1cúvet\( T ~ctv c(y

- 18 -
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a po odmocnění *)

(2.33)

Všimneme-li si s použitím obr. 10, že platí vztahy

dostaneme z rovnic (2.31) a (2.33)

(2.34)

Zde

(2.]5)

jsou složky tenzoru infinitezimálních deformaci. §) Vymizí-li tyto slož

ky, je d;.. = d.6o (střednice prutu se neroztahuje). V našem případě byl

prut položen do osy X , takže . lf' = ° 8, c(s - eX So :>- f)l.l( df,o • Stačí

tedy splnit podle (2.34) a (2.35) podmínku

(2.]6)

aby se střednice neroztahovela. Ačkoli lineární teorie tuto podmínku
spl~uje, střednice se přece jen při větších pr6hybech roztahuje. Jak
je to možné?

Zřejmě je pfi větších pr6hybech zjednodušení rovnice (2.30) na
tvar (2.32) nepřijatelné. Abychom se vyhnuli odmocňování, vypočteme ra

ději poloviční rozdíl čtverců

(2.37)

*) S využitím pravidla V~+ S ,;. 1+ -t- S pro \ Sl « 1

§) Všimněme si, že t,lť\i, je právě polovinou "inženýrského" zkosu
1«. '}'\1" tf

ď''':''á':: 'O'(f 10 'i)( .
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Tato rovnice platí - na rozdíl od (2.33) - přesně. Výrazy (2.31) dosa
díme na pravou stranu (2.37) a dostaneme kvadratickou formu, kterou
zapíšeme ve tvaru

(2.38)

Srovnáním koeficientů dostaneme

(2.39)

Jsou to složky Greenova deformačního tenzoru. Vymizí-li tyto složky,
vymizí jakákoli deformace, a to přesně. Proti tomu vymizení tenzoru
(2.35) infinitezimálních deformací nulové deformace nezaručuje. Greenův

deformační tenzor (2.39) přejde v tenzor infinitezimálních deformací
(2.35), zanedbáme-li v něm kvadratické členy. Oba tyto tenzory tedy
splynou při nekonečně malých poměrných deformacích. *)

V případě nosníku znazorněného na obr. 4 bylo ct~ = 0, takže
podle (2.38)

Lineární teorie kladla .(.t, = 0, tedy také = 0, takže

(2.40)

(2.41)

Nyní je již zřejmé, proč vychází
je splněna podmínka (2.36), a to
na znaménku derivace '0'\1 Ira'/..

(i{s'l. - cf. '0'1. > O navzdory tomu, že

nezávisle na smyslu průhybu (nezávisle
) .

Model podle obr. 7, popř. 8, lze použít i k řešení úloh o rovinném
ohybu křivých prutů. Vypočtěme např. deformaci elastického prutu ve

*) Proto byla do vztahu (2.38) vzata na levé straně jedna polovina.
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tvaru čtvrtkružnice, který je nó jednom konci vetknutý a na druhém za
tižený radiální silou F směřující od středu křivosti (obr. ll). Síla
si během deforlllace zachovává smě!'.

y
/

o

Obr. II

F

Uvedeme nejprve řešení podle lineární teorie. Radiální posuv ozna
číme {L , obvodový V • Dostaneme soustavu dvou simultánních diferen
ciálních rovnic, jejíž podrobné odvození lze nalézt v liter&tufe /~/

+ (2 • 42 )

d-v

rdl(
(2.4])

Okrajové podmínky jsou

~I(~)=O (2.44)

Čárkou označujeme derivaci podle úhlu ~ • Integrace dává

- 21 -
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Tyto posuvy určují tvar ohybové čáry. Na obr. 12 jsou zakresleny dvě

y

./
,/ F

Obr. 12

,/
,/

,/
,/

,/

takové čáry, a to pro Fr'Ll EJ :::t. 0,5. Na střednici byly zvoleny uzlo-
vé body s úhlovou roztečí 30 o. Jejich trajektorie jsou přímkové, jak
je vyznačeno na obr. 12 a jak je zřejmé z rovnic (2.45) a (2.46). Mezi
posuvy a působící silou platí totiž podle těchto rovnic přímó úměrnost.

Můžeme se přesvědčit, že se délka Qblouků mezi uzlovými body zvětšuje,

a to nezávisle na smyslu působící síly. Je to v rozporu s linearizovanou
podmínkou neroztažitelnosti střednice (2.43). V této rovnici byl totiž
potlačen další, a to kvadratický člen. Situace je obdobná jako u přímého

prutu.

K numerickému řešení nelineární úlohy rozdělíme prut na ~ absolutně

tuhých oblouků spojených klouby. Tětivy mezi uzlovými body budou mít dél
ku

(2.47)

Konstantu tuhosti kloubů 1, 2, ••• , mv vypočteme z podmínky rovnosti

úhlových deformaci na jedné rozteči při rovnoměrném ohybu

- 22 -



Odtud

(2.48)

Konstanta tuhosti kloubu O v místě vetknutí bude 1~ • rthlová deforma
ce se nyní nebude měřit od nuly, ale od počátečních úhlů, které spolu
svírají tětivy oblouků v uzlových bodecl)

1C
• •• I tfMO -= 'lm"

(2.49)

Zobecněné síly vypočteme obdobně jako dříve z principu virtuálních pra

cí. Změní-li se úhel lflL o &lflt., vykoná zobecněná síla ft. práci

.ft Olf~' kdežto sila F vykoná práci

F x rameno sily ke ~ -tému uzlovému bodu X (- 6lfl:.)

Obě práce musi být stejné, takže t~ je záporný moment sily F
k uzlu ~ ,počítaný v deformované poloze. Tak dostaneme

2.k. O ·..... O \.f I -ll'10 11
O k • • $ ••• O 'f'\, - lfw h
· · · (2.50)· · · -:=.· · ·· · ·· · ·· · ·· · ·
O O ·..... k ~% ~ 'f/)\o 11W

Je-li fYV = 3, vyjde konkrétně po snadné úpravě

Lf1
Jr

.óVvu lf1 t f.M.vlLf1 tli'!.) t ~Vr1., (\fl +\f" tLf;])1i'

Lft- :=: lL" FJv
0. tJ.1ivvllf1Wl-) +j,~L tf1 +1ft,+lf3)](; tlL

(2.51)
lf:'J 'll;"

11 AVvv (tf1 +lft- -I-l.f~)-
G

Podle (2.47) a (2.48) vypočteme pro I\'V = 3

= 0,135 517 33

- 23 -
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a rovnici (2.51) řešíme i,teracemi. Zpočátku dosadíme Lf1 = Jr /12,
lit-= lf~ = TC/6 a pak vždy to, co vyjde na levé straně (2.51), dosa

díme do pravé strany. To opakujeme tak dlouho, az se výsledky znatelně

nemění. *) Asi po osmi iteracích dostaneme (v obloukové míř'e)

Fr~ Fr3-- = 0,5 -- = -0,5
E:J , E.:J

Lf1 0,1634 0,4175

lf1- 0,3488 0,7800

Lf3 0,4152 0,6538

Výsledky jsou zakresleny na obr. 13. Je zřejmé, že dráhy uzlových bodů

y

F=EJ
r.'.../--. 2 r2

x

F

Obr. 13

jsou - na rozdíl od řešení podle lineární teorie, znázorněného na
obr. 12 - křivočaré a že jsou směrem ke středu křivosti delší než

v opačném směru (při téže absolutní velikosti zatěžující síly). Posuvy

jsou tedy nelineární fu~cí zatěžující síly, nesymetrickou k počátku.

Podle příkladu znázorněného na obr. 8 a 9 můžeme soudit, že výsled
ky uvedené na obr. 13 jsou zatíženy malou chybou, která by se prakticky
ztratila, kdybychom zvolili rrv = 10. Protože však nám jde o ukázku me
tody řešení a nikoli o přesný výsledek, nebudeme řešení dále zpřesňovat.

H) Zvolili jsme tedy Ol = 1, což si v tomto případě můžeme dovolit (dě

lení je hrubé a průhyby nejsou příliš velké).
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Ukázali jsme, že některé úlohy o velkých deformacích elHstických
prut~ lze řešit elementárními výpočtovými prostředky, bud analyticky
nebo - neni-li to možné - numericky, přičemž k pohodlnému numerickému
výpočtu stačí programovatelná kapesní kalkulačka•

•
3. POKRITICK~ DEFORMACE ELA8TICK1CH PRUTU

Elastická vzpěra s kloubově uloženými konci je zatížena osovou tla

kovou silou o velikosti F (obr. 14). Dosáhne-li, jak známo, tato síla

o

F

B

Obr. 14

kritické velikosti FE (Eulerova síla), nastane rozdvojení rovnováhy

(bifurkace). Kromě přímého tvaru prutu bude v rovnováze při nezměněné

osové síle i prut nepatrně zakřivený s ohybovou čárou W = W(~)

Za počáteční konfiguraci budeme považovat přímý stlačený prut
o délce t . Při jeho dodatečném průhybu W(K) se oba klouby k sobě

přiblí ží o posuv ~ ~ ti. LO) • Snadno nahlédneme, že

t
~ = t- ~ ~1_(WI)'L C{X -

o

. i-

- 25 -

(J .1)



kde
tedy

w' _ c;(.w I di.. • Petenciální energie vnější síly r;: FE je

(J.2 )

Vlivem prllhybu W (x.j vzroste deformační energie o hodnotu

(J. J)

Protože i prohnutý prut je v rovnováze, musí variace součtu obou těchto

energií vymizet. Musí tedy být

oU +- úV ~ O (J.4)

Variace 5U , resp. oV , se vypočte tak, že se funkce W Lx.) změní

o variaci 8w Lx.) , s kterou se počítá jako s malou veličinou, a určí

se změna hodnoty funkcionálu U ,resp. V • Např.

t
-=. \ ~ EJ L (W")'l. + 2.w ll OWIl_ lw\\)'l.] cb: :::

o

:::

Tak dostaneme

Okrajové podmínky jsou

(J .5)

w(o) '" wlt) '" O willa) ;: W'I(ť) ,. O (j. 6)

Variaci OW ('l) zvolíme tak, aby v koncových bodech vymizela (předepsa

né hodnoty nelze variovat). Integrace per partes (s použitím okrajových
podmínek) dávají

- 26 -



:= l EJ WIlÓW I J: - )\ tJ \AJU)I Dw'vtl( ==
o

e
= - [lE] WH)' oW 1: + ~ (EJW K)'l bw d.x '"

o

~1 ltJ WIl
)\\ DW d..y..

o

Dosadime-li tyto výsledky do (3.5) vyjde

Parciální integrováni, které jsme právě ukázali, má ve variačním počtu

zásadní důležitost. Umožňuje v našem případě přepsat rovnici (3.5) do

tvaru (3.7) a tak odvodit tzv. Eulerovu diferenciální rovnici (3.8) va
riační úlohy (3.4). Rovnice (3.4) znamená, že součet U + V nabývá
za rovnováhy stacionární hodnoty. Podrobnější výklad jsme podali dřive

(viz lit. /5/).

Protože funkce DW(X) je libovolná (až na nepodstatná omezení),

musí být na celém intervalu O < X < t splněna rovnice

(3.8)

Dvoji integrací s přihlédnutím k podmínkám (3.6) dostaneme

(3.9)

To je známá diferenciální rovnice, jej1ž řešení vede za předpokladu

EJ = konst. k Eulerovu vzorci

(3.10)

a k tvaru ohybové čáry určenénMrovnicí

(J.ll)

s libovolnou (avšak malou!) amplitudou CL •
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To je dobře známo z elementární teorie vzpěru. Pokusíme se řešit

tento problém numericky. Místo funkce W(;>() ,která je obecně popsá-
H) .

na nekonečně mnoha parametry I zvolíme pouze ~ parametrů (zobecně-

ných souřadnic) q1 , 'h ' ... , ~m, a sestavíme je do vektoru {q,l .
Zároveň zvolíme matici lineárně nezávislých bázových funkcí [A (x) J
takovou, aby součin

(J .12)

aproximoval skutečný tvar ohybové čáry IV (~) • Matice [A] je typu
(l, on) ,takže {W(><)} je typu (1, 1) (skalár). Označíme-li

derivace

ot
etx: [B ()( )] = t c()( )] (J.l3)

dostaneme z podmínky (3.4) rovnici

kde

t k"o J ";: ~ťEJ LC(x.)]T[C('l()l ctl(
o

t kG J ~~ T
'" Fo [ \)()(,) 1 t ~(X) J dj.

o

~
F~

, -
1="0

Je totiž podle (3.2)

(J.l4)

\

a příslušná variace je

H) Např. Fourierovou řadou s nekonečně mnoha koeficienty.

- 28 -
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Obdobně vypočteme SU a dosadíme do (3.4). Z rovnice

(3.17)

pak plyne (3.14), nebot t 5q. 1 je libovolné.

rvlatice 11<0 ] podle (J .15) je matice tuhosti, vypočtená pro při

mý elastický prut, která nezávisí na tlakové síle. Matice [kG] je tzv o

geometrická matice; název objasnime později. Parametr ~ je bezroz~

měrový. Je to poměr působicí kritické síly FE k libovolné konstantní

síle Fo) o. Ólohu o vzpěru, tj. diferenciální rovnici (309) s okra~

jovými podmínkami (3.6), jsme převedli na obecnou úlohu (3.14) o vlast-
ních hodnotách ÁJ s maticelni [1<01, I. ~G J. Jejím řešením dostaneme

jednak přibližnou hodnotu Eulerovy vzpěrné síly Fe. ~ A.mt'n t:o ,jednak
příslušný vlastní vektor {qE 1 , popisující prostřednictvím rovnice
(3.12) tvar ohybové čáry na hranici elastické stability ( F = Fe )~

Obě tyto metody, analytická i numerická, řeší problém rovnováhy

na mezi elastické stability, ale neumožňuji určit, co se děje potom,
když sila F překročí hodnotu sily FE • O tuto možnost jsme se při .....
pravili v okamžiku, kdy jSlne se spokojili s ljnearizovanými výrazy (3.2),

resp. (3.3), pro potenciálni energii V ,resp. U
Protože ~

výrazem

značí délku oblouku (viz obr. 14), je křivost dána

takže místo rovnice (3.3) by mělo být

i
... ~ ~ EJ t l WII )1. -\ lw~t LlAl I) 'I. + (w II )'1. ( WI)lf -t '" 1 ci 'li.

o
(3.18)

8 misto (3.2) bychom měli dosadit

(3.19)
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Řady na pravých stranách (J.18), (J.19) konvergují, je-li Iw'\ < 1.

Místo rovnice (3.14) bychom popsaným způsobem dostali

( 3.20)

V této rovniCi JSou na obou stranách v oblé závorce součty matic,
z nichž druhá a další jsou funkcemi vektoru t~1 . Např. prvky matic

ť

[kG1 1 = tFa j [B]TtBl{q~{q,)TtBJTLB]ctx (3.21)

obsahují kvadratické polynomy zobecněných posuv~. TYto matice i další,

zde nerozepsané, jsou v okolí rovnovážné polohy, kdy II q. 11« l, za
nedbatelné. Rovnice (3.20) pak přejde do tvaru (3.14). Při větších prů

hybech však tyto matice získávají význam a nelze je zanedbat.

Rovnice (3.20) je už schopna popsat i pokritické stavy vzpěry, ale
výpočet je nepraktický a zdlouhavý. Místo toho lze opět aplikovat model
prutu podle obr. 7 a 8 s tím rozdílem, že model na obr. 8 bude znázorňo

vat pouze polovinu vzpěry o délce t/2 (vzhledem k symetrii to stačí)

a že síla F bude působit rovnoběžně a osou ~ • Do výpočtu můžeme

dokonce zavést i počáteční deformaci prutu (odc~ylku od přímého tvaru
nezatíženého prutu), a to tak, že zavedeme počáteční hodnoty t lfo 1
Dostaneme rovnici

(3.23)

kde

2

1

2n EJ

~

1
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T
Lf'lo ... lf MO 1

(].24)

Vektor zobecněných sil bude mít prvky

ť rrv it
ft: ; F ---'1 L Mtvv L 10·

frlJ ~ ~L i"w 1 -, J

Bude-li flfo 1 '" tO) a úhly { tf 1 budou velmi malé (tj. bude-li

norma \\ lf II « 1), přejde rovnice (3.2]) na problém vlastních hodnot

Síly ft podle (J. 24) tati Ž vy jdou pro malá \ LP i I ve zjednodušeném

tvaru. Porovnáme je pak s pravou stranou rovnice (3.25). Bude

(3.26)

Zde ~(; .. představuje prvky geometrické matice. Např. pro ()t, = 3 bude
~a

mít rovnice (3.25) po rozepsání tvar

2 O O LPi 3 2 1 \{Ji
~EJ t

t
O 1 O '1'1, :: FG" 2 2 1 Lť1. (3.27)

O O 1 \f3 1 1 1 lf~

a vlastni hodnota fL ~~bEJ/Ft~ vyjde z charakteristické rovnice

2

1

2

2 -t
1

1

1

1 -f

= O (].28)

V tomto p~ípadě je výhodnějši zavést parametr ft na levé straně rovnice

(misto abychom zavedli"\' na pravé straně), protože mati'ce tuhosti na
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levé 8tran~ rovnice je diagonálni. Největší kořen rovnice (].28)

II ~ 3,732 051 dá kritickou Eulerovu silu1- max .

(].29)

asi o 2,3 % menši než je přesná hodnota (3.10). Rovnice (].23) poskytne
řešení i pro sílu převyšující kritické Eulerovo břemeno. Na obr. 15 je

1

o

'/
;I'

./

"...""
//

/
;I'

I
I

I
I
I
I
I

Obr. 15

0,5

znázorněn takto získaný maxi má lni průhyb W původně přímé vzpěrymax
tLfo 1 .. lO) ) v závislosti na tlakové sile F vztažené k Eulerově

vzpěrné sile FE • Je zřejmé, že pro F < FE je rovnovážný pouze

přímý prut. Při F = FE nastÁvá rozdvo jení rovnováhy e Pro F > FE
je přimý tvar prutu sice také rovnovážný, ale nestabilní@ Stabilní větev

je vyznačena tlustou plnou čárou, její zlom je bodem bifurkace.

Má-li vzpěra nějakou počáteční deformaci l~o1 , je jeji defor

mační charakteristika hladká v celém rozsahu působíci síly. Jeden případ

je na obr. 15 zakreslen čárkovaně.

Zbývá vysvětlit, proč se matice IkG] v rovnici (3.14), popř.
(3.25), nazývá geometrická. Jak známo, znamená levá strana rovnice (3.25)

vektor zobecněných vratných sil, takže přírůstek derormační energie při

diferenciální změně vektoru zobecněných posuvó je

(].]O)
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Po integraci

(3.)1)

Pravá strana rovnice (3.25) představuje zobecněné vnější síly

Vektor tf } představuje zobecněné "membránové" síly v malém okolí

rovnovážné geometrické konfigurace na mezi elastické stability, které

vykonají na posuvech tc<.q.) práci

Geometrická konfigurace se přitom zrněni, avšak tak málo, že membránové
sily zůstanou konstantni. Zobecněné membránové síly tS) tedy předsta-

vuji "membránovou" vzpě rnou silu F J rozpočítanou na všechny stupně

volnosti podle kritéria stejně virtuálni práce. Za membránové považujeme
síly (popře napěti), které v ideálni nedeformovan~ konstrukci působí

pouze tah či tlak 8 nikoli ohyb nebo krute

Zvolme ~ = Fe ,takže na mezi elastické stability bude para-

metr A, = 10 Pak bude

Máme-li tedy konstrukci zatíženou na mezi elastické stability membráno~

vými silami 8 změnime-li její geometrickou konfiguraci tak málo) aby se
membránové síly nezměnily, transformuje ~ometrická matice vektor geo

metrických parametrů (zobecněných posuvó) na vektor zobecněných membráno
vých silo Proto se tato matice nazývá geometrická.

Obdobná tvrzeni se vzLahuji i na rovnici (].14), kde jsou zobecněné

posuvy jen jinak z~Qlemy.

Protože transformace (3.34) je lineární, nemůže rovnice l3.l4) ani

(3025) popsat chování konstrukce nad mezí elastické stability, které je

svou povahou nelineární (membránové síly nez6stávají konstantní)e K tornu
slouží obecnější rovnice, např. (3.20) J popř. (J.2J). Rovnice (3.14)

a (3.25) však postačí k určeni bodu, v němž nastává bifurkace.
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4. MATICOVÉ OPERACE S TENZOROVÝMI VELIČINAMI

V této kapi tole zopuku.jeme některé poznatky o tenzorových velič i

nách a ukážeme, jak lze transformace tenzorových veličin pfepsat do mn

tíc'ového tvaru, kte-rý se lépe hodí k programování výpočtů. Čtenář si

jistě klade otázku, proč tedy nez~staneme rovnou jen u maticové algebry?

Je to proto, že tenzorová symbolika ulehčuje pochopení fyzikálních zákonů

a lnaximálně usnadňuje \lejich matematický popis. Abychom však čtenáře zby

tečně nezatěžovali, omezíme se v dalším výkladu na kartézské souřadnice,

v nichž kovariantní a kontravariantní tenzorové složky splývají, takže

není třeba rozlišovat' je polohou indexó. Obecnější výklad jsme podali

dříve (viz lit. /3/).

Tenzorové veličiny se vyznačuji přesně definovanou zákonitosti změ

ny svých složek při přechodu z jedné soustavy souřadnic ~i do jiné ~.

( t t j = 1, 2, 3). Jsou-li obě soustavy souřadnic kartézské, platí me

zi souřadnicemi lineární transformační vztahy

Podle indexó, které se v daném členu opakují dvakrát, se sčítá (Einsteino
vo pravidlo). Zřejmě

(4.])

Protože 'OXt / 'O)(k

musí být

je bud jednička (pro i = l ) nebo nula (pro -{ ~!Iv ),

i()~ ~~. 'OJ(. {
1 (t = ~")

= _=.L = a·i čia~ = b~~ = (4.4)
~Xk. 'O'Xi tOXt. (~~ ~)O

Zde bift značí Kroneckerovo delta. 3f)
Obdobně Q,3'- a~t' = b·.3i!

)fl Připomeňme, že "delta" ve významu řeckého písmene je rodu středního,

ve významu rozvětveného lístí řeky do moře \je rodu ženskél1o.
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Sestavíme-li činitele ct';i ,resp. Ci, jl<. ,do čtvercové matice

tAJ ,resp. U\ 1 typu D, 3) a ostatní veličiny do vektoró, např.

~ do vektoru t x} typu (J, i), můžeme rovnici (4.4) přepsat do

tvaru

[AJI;;;] ;: tll (jednotková matice)

. Rovnice (4.1), popř. (4.2) budou

(4.6)

Zřejmě

Tyto vztahy dostaneme, vyloučíme-li z rovnic (4.6), (4.7) vektor [x}

popř. tX}

Mají-li obě souřadnicová soustavy společný počátek, jsou vektory po

sunuti (4.8) nulové. Protože obě soustavy jsou pravoúhlé a přímočaré,

lze jednu převés t do druhé pouhou rotací. Má-li nějaký vektor v jedné

soustavě složky X( a v druhé Xi ,musí se délka vektoru v obou

soustavách zachovat

Musí tedy být

(4.10)

Matice tA. 1 je maticí rotace. Zřejmě

a odtud

[ t\. JT '" [f1]-1
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Matice t~] je tedy ort~goná1ní. Vztah (4.11) znamená, že

(4 .12 )

takže podle (4.4)

(4.13)

Obdobně Ctfl.i o.{t -= D~' •
Pro tenzorovou veličinu T p1ati transformačni zákony, které se

liší podle toho, zda jde o veličinu nultého řádu (skalár), prvního řádu

(vektor), druhého řádu, třetího řádu atd. Řád se shoduje s počtem indexů

II složek tenzoru. TYto transformační zákony jsou

Skalár: T.,T T=T

Vektor: TL '" Q1~ T~ Ti " o.p~ Tr

\~j =a~\O (lat T}llf
(4014)

Druhý řád: T~· ... a~ C1'i1 T~tJ.

Třeti řád: fial =Ctiť aj4 (1t-ť Tp')-\" T~ k. "" Cl~ Ctq.j GtTk Tpq.r

Analogicky lze napsat transformačni rovnice i pro tenzory čtvrtého nebo

i vyššího řádu • Přitom (t~"'" 'O~{ roxa' podle (4. J) •

Je dán ně jaký vektor ~~ -= gt ( XiI )(11 X2) e Ptáme se J jaké budou jeho

složky €{, 'O ~, L~ I )(2 I ~ ) v druhé souřadnicově soustavě? Podle (4 q 14)
dostaneme

Utvořme derivace

(4.16)

Jde-li o kartézské souřadnice, je atp = konsts a druhý člen na pravé
straně (4.16) odpadne. S použitím (4.3) a (4.12) pak zbude
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Porovnáme-li (4.17) s třetím řádkem (4.14), vidíme, že parciální deri

vace vektoru ~t kterou zapíšeme ve tvaru

je tenzorem druhého řádu. To však platí jen pro kartézské souřadnice;

v jiném případě je nutno připojit ještě druhý člen z pravé strany rovni

ce (4.16), to znamená nahradit parciální derivaci kovariantní derivací
(viz /3/).

Transformaci mezi dvěma vektory v téže kartézské soustavě zprostřed-

kuje tenzor druhého řádu. Např. vektor ,.{Lp (X 1t ~'l.1 ~3) přejde ve

vektor t (1(11 X,!-( ~J) lineární transformací

Tento vztah zapíšeme maticově. Bude

( ~,? = 1 I 2 I 3) (4.18 )

Je-li {tJ., l vektor posuvů v daném bodě a t t ~

v témže bodě, je I\( J matice tuhosti.
vektor zatěžujících sil

Není-li vztah mezi {u} a tfl lineární, tj. jsou-li

fl -= ~1 ( Ul I (,t"1 43)

h ." t'l.- ( (,tl I «'l- I -U..:J)

f~ '" tJ (-Ul I {.j,~ I .(.tJ)

nelineární funkce, bude lineární vztah už jen mezi diferenciály, takže

Zde

(4.20)

(4.21)

jsou prvky tzv. tečné matice, popisující tuhost v daném bodě konstrukce
v nekonečně malém okolí okamžité (deformované) konfigurace.
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I tehdy lze mezi oběm? vektory nalézt transformaci (4.19); mati

ce tkJ však bude v takovém případě značit sečnou matici. Tečná

i sečná matice závisejí obecně.na;velikosti deformace. Pouze v lineár
ním případě splynou a stanou se nezávislými na deformaci. Názvy těchto

matic objasňuje obr. 16, kreslený pro jednorozměrný případ.

f

B

o

5

Obr. 16

u

Ukážeme ještě, že jsou-li f~ ,popř. -Up v rovnici (4.18) složky
vektor~, jsou k~p složky tenzoru druhého řádu. ~) Po transformaci
je totiž

Obě strany vynásobíme Qrt: a použijeme (4.13). Bude

Cl1'" ~ .. fr:; Ctr~ Qqi t ~i ,uf} '" r r~ -Uq.

Srovnáním obou posledních výrazů dostaneme, že

(4.23)

(4.24)
{" rq. :; ar~ Ct-qJ" i""i

To je však transformační zákon pro tenzory druhé"ho řádu podle (4.14) •

Vztah (4.18), popř. (4.19) můžeme zobecnit na rrv -rozměrné prosto
ry, takže .(" p = 1,2, ••• , fh,. To lze, pokud i tehdy platí (4.14).

Typickými tenzory druhého řádu jsou tenzory napjatosti a deformace
známé z lineární teorie elasticity

~) Toto tvrzení je v souladu s tzv. kvocientovým pravidlem tenzorového
počtu.
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Na pravé straně těchto rovnic je uvedeno tzv. inženýrské označení tenzo-
~rových složek. Povšimněme si zejména, že např. et'1.. ~ ~ -a'lI.'t je

poloviční "inženýrský" zkos. Transformaci mezi tenzory (4.25) a (4.26)
zprostředkuje u lineárně pružných těles Hookeóv zákon, který zapíšeme
ve tvaru

Podle kvocientového pravidla je
hustotu deformační energie tt

E~~~ tenzorem čtvrtého řádu. Pro
platí, že

Po integraci !of)

Výraz na pravé straně (4.27) představuje devět sčítancó, na pravé straně

(4.29) už 81 sčítancó. TYto vztahy bychom rádi zapsali maticově, ale bez
další úpravy to zřejmě nepójde.

Úprava spočívá v tom, že využijeme souměrnosti tenzoró (4.25) a (4.26)
a utvoříme z nich zobecněné vektory v šestirozměrném prostoru

!of) S přihlédnutim k tomu, že E-t:jH -:: E-ltl,~i • Práci, energll, popř.

výkon vztažený k jednotce objemu budeme značit psacimi písmeny. Celko
vá deformační energie bude U;;: .~ tlcW .

v
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tG') =: I (011 G'1t. ~!3 G"1'l.. G' 2.3 G; 31 ] T =

t G'~ G'~ G'i, "[')(~ 'L~t
í

'" 'tl "/...] ..

::: L(;1 G''l. G';) G'lf G', G"~ J

To znamená, že jsme každé dvojici indexó přiřadili index jediný, např.

II - 1, 12, popř. 21- 4 atd. Stejně uspořádáme i deformační tenzor,

avšak tak, aby platilo, že

To znamená, že bude

Tenzor elastických modulO má 81 složek E{i~~ I Z nich je však jen

36 nezávislých, jde-li o obecnou anizotropii. U izotropního materiálu
jsou tyto nezávislé elastick.é konstanty jen dvě. Skupinu indexů -c ,i I

resp. ~ , ~ , nahradíme indexem jediným, a to podle stejného pravidla,
jaké jsme zvolili u tenzoru napjatosti (4.30). Dostaneme tak 36 složek

se dvěma indexy, které uspořádáme do čtvercové matice [E] šestého řá

du. Hookeův zákon (4.27) pak zapíšeme maticově ve tvaru

tG"} =lEJie}

Pro deformační energii (4.29) dostaneme

Je totiž
G

11 = t I.. t~G'~
.(={
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a tomu odpovídá

Popsaným obratem jsme složky symetrických tenzorO druhého fádu

zobrazili jako vektory v šestirozměrném prostoru a k tenzoru čtvrtého

řádu o 36 nezávislých složkách jsme přiřadili matici šestého řádu. To
nám umožnilo použít maticový zápis i pro transformaci \4.27), a to ve

tvaru (4.33). Zato platime ztrátou jiné výhody; veličiny 1O~ , t-.;
E(~ s redukovaným počtem indexO již nepodléhají transformačním záko

nOm (4.14) při změně souřadnic.Dvé soustavy, nejsou to tedy složky tenzor6.

Závěrem ještě pfipomeňme, že součiny nejsou v maticové algebře obec

ně komutativní, zatímco v tenzorovém zápisu na pořadí činitel~ nezáleží.
Tak např. zápisOm

tBllliJ = ID]

odpovídají výrazy ( podle opakovaných indexů se sčítá)

a~· {rjk. '= C<:l .(y0 (A,ák- .". vL,:k.

4 iR. ac~' Ctl O-ik. -<r.ti = d'(l

Při tom obecně Cik, =f cl. tL • Podobně bude pro

platit, že

Naproti tomu napf. pro

dostaneme

tedy totéž, co jsme už měli pro matici [E] (indexy J ' k- mMeme za

měnit) •
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Pokud matice tf\] až I F] nejsou maticemi tenzorů, bylo by

třeba sčítáni podle opakovaných indexů vyznačovat symbolem L
Einsteinovo pravidlo se totiž vztahuje pouze na tenzoryo Např~ by se mě

lo psát

pro součin [t] matic tli J , lB] , ~ -tého řádu.

5. VELKÉ POMĚRNÉ DEFORlv1ACE

Deformace v kontinuu budou úplně popsány, budeme-li ke každému bo-

du P o souřadnicích Cl1 , Qt. J Q..3 nedeformovaného tělesa ·znát jeho

polohu p' po deformaci. Bod p' bude mít souřadnice Xi) X'2,. J xJ

To znamená, že pro každé ať ( t = I, 2, 3) a čas t budeme znát

Hodnoty ~1 , a~ ) ClJ ne záviseji na čase. Protože přiřazení bodů P, P

musí být vzájemně jednoznačné, musí existovat také inverzní vztah

Rozdíl souřadnic nějakého bodu po deformaci a před ní je posuv

Vyšetřime vzájemnou polohu dvou nekonečně blízkých bodů P, Q. Bod Q

má před deformací souřadnice a.. + c(a,1 , at +dQ~ , a3 + cla, . Po deforma

ci bude tento bod v místě Q' a jeho souřadnice budou Xt + ot~1 ,X,,+ ct~2.

X3 1- c{~3 • Zřejmě podle (5. J)
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ento zápis móžeme zjednodušit s použitím Kroneckerova symbolu 6~.

Snadno nahlédneme, že plati

Délka elementární líaečky d~o = PQ se vypočte pomoci Pythagorovy věty;

podle ní musi být

Úsečka BQ přejde po deformaci v úsečku P'Q' =ds , pro kterou budeme

mít vztah

Kroneckerovu symbolu 64 se říká také substituční symbol, nebot

např.

b.·"- - /l •.(.,3 ~a - ~\.

Roznásobením (5.7) s využitím (5.8) dostaneme

Po vzoru (2.38) definujeme Greem'\v deformační tenzor o složkách fGit.
tak, aby

(5.10)

Na levou stranu (5 .10) dO~3adíme vyrozy (5. ó) ti (:>. '3). l)rotože da.a"'
~A jsou libovolné, musí být
V\V\l

shodně s výrazem (2.39). Jsou-li derivace posuv{) malé, jsou malé i poměr

né deformace; poslední člen v branaté záv()rce (5.11) je pak Iaalou veli

činou druhého tádu, kterou lze zanedbat. Dostaneme tenzor infinitezimál-
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nich deformací o složkách'

1uť. )+ -
'OCl'a

( 5 .12 )

Infinitesimální tenzor deformací definoval A. L. Cauchy roku 1823, avšak ve tvaru

Cjk = 1/2 (aUj/~Xk + aUk/aXj); tenzor nese jeho jméno.

Až dosud jsme vycházeli z Lagrengeova popisu (5.1), při němž jsou
a~, t nezávisle proměnné veličiny. Mohli jsme však použít Eulerl~v

popis (5.2), v němž jsou nezávislé )tl' ,t . Misto (5,,4) a (5.5)
bychom dostali

(5.13)

a dále by bylo

(5.14)

Tento postup by vedl k definici Almansiho deformačního tenzoru o slož

kách tAi~' Obdobně k rovnici (5.10) by bylo

(5.15)

Po dosazení z rovnic (5.14) by vyšlo porovnáním koeficientů na obou
stranách rovnice (5.15)

(5.16)

Také tento tenzor splyne s Cauchyho tenzorem (5.12), budou-li posuvy
.a jejich první derivace velmi malé (přísně vzato nekonečně malé). Tehdy
bude Xi ~ a,: •

Význam zavedených definic pochopíme lépe na příkladu jednorozměrné

deformace, pro kterou ~\ .. 'll. , .ul t;. -tl.. -Ut-;:: -U;l ;:: O. Bude-li

tato deformace rovnoměrná v délce t zkušební tyče, která měla původ

ní délku ~o ,bude
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'Oú, du, .e - .(.0
= -- -=

'Oa f ' dal 10

f()uI dUl .e -1.0

'" -;

ro Itl c( Xl t

a z rovnic (5.11), (5.12) a (5.16) vyjde

(5.17)

(5.18)

4 ( e-(o )1-
+- -i. ,.,

(5.19)

Protože t je funkcí času, lze vypočítat diferenciální přírůstky, popř.

časové derivace těchto veličin

ci cG11
ť dl

tG-I' =:

f- t
~ J.o'l- ' 7; jo

d. E11

cu, . t (5.20)=
l:11

::
10 to

d.e-
AH

.ť()'1.d.t . 42. .ť
=: cAl1 '" --

,ť'!> l'" t

V teorii tváření byla zavedena ještě tzv. logaritmická deformace

(5.21)
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pro kterou

d. e ::I d.t
vLH T

.
ť

L (5.22)

Zde se diferenciální přírůstek délky olt vztahuje k délce.t tyče

v témže okamžiku, což se zdá přirozené. Tomu však nevyhovuje ani jedna
z de:finic (5.20). K otázce časových derivací se ještě vrátíme.

Různé definice jednorozměrných poměrných deformací podle (5.17),
(5.18), (5.19) a (5.21) jsou znázorněny na obr. 17. Je zřejmé, že se
tyto hodnoty pro větší poměry i/io značně liší, avšak všechny
splývají pro .t /10 - o.

4

3

2

1

~~::::-_------- E. A 11

3 II lo1
o--!'!~---'-----;I----'---"""'---

2

Obr. 17

Vzájemná jednoznačnost zobrazení (5.1) a (5.2) je důsledkem axiomu
o nezničitelnosti a neprostupnosti hmoty. Protože nepřipouštíme ani roz
tržení, ani zlomy, musí být tyto funkce třídy Cl (spojité v nultých
a prvních derivacích) a jakobián těchto deformací nesmí vymizet. Prvky
jakobiánu jsou

(5.2])
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Jakobián J je definován jako determinant

Veličiny Iii jsou složkami tenzoru druhého řádu (podle kap. 4). M~

žeme je uspořádat do matice třetího řádu

1-11 hl. h~

[r] = h.1 f'l.'l. f'lJ
&31 f 32. ln

která není obecně symetrická, ale je regulární vzhledem k (5.24). Mati
ce tF" 1 se často označuje jako matice deformačních gradientů. *)

Inverzní matice tF 1-1 má složky

složky 'Olť!1)a, I 'OLfI 'Daz.
funkce lf vektorovou funkci

f t:j" = 1J 'l- t ' rooi = b(J' t'O u"-' na q'

= roQt:I'h:i = Dii-ro-u,nxi

Snadno se můžeme přesvědčit, že plati §)

t eGJ = t ([ F" Jr t F J - [ I J)

nebo ve složkách

*) Gradient funkce tf ((;\,,1 ú'tl Ú3) má
7>lf f 'VOJ • Zde máme místo skalární

X~ (a11 Q l I o.. 3 )

§) Z rovnice (5.5) vypočteme

r -1me do (5.29). Obdobně !1'3'

do (5.30).

( 5.26)

(5.27)

(5.28)

( 5.29)

8 d08adí
dosadíme
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<5.30)

V jednorozměrném připadě máme

(5.31)

Deformační gradienty ~~i obsahují dostatečnou informaci o vel
kých deformacích kontinua, nebot jednoznačně určují Greenův i Almansiho

deformačni tenzor. Opačné tvrzení neplatí, nebo{ matice ((R.l t F J)
resp. ltF]IR.J) , kde [Rl je libovolná ortogonální matice, dává
stejný Greenův, resp. A1mansiho deformační tenzor jako pouhá matice [tJ.

Z rovnic (5.27) a (5.28) snadno odvodíme vztahy

-T -1
I E~ 1 "[F ] [E.G1t. F ] ( 5.32 )

Jejich rozepsáním do tenzorových složek dostaneme

t f r t (-~ f..-f (5.33 )
• Gtj"= ~ť JLa' SAlt. Aii ., 1t~ li t, G!:ť.,

Deformační gradienty tedy umožňují přepočítat složky Almansiho deformač

ního tenzoru na složky Greenova deformačního tenzoru a naopak.

Uvedeme příklad. Zvolíme deformaci čtverce ABCD, znázorněného na
obr. 18, který přejde ve čtyřúhelník A'B'C'D'. Snadno se můžeme přesvědčit,

2

1

Obr. 18
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že tomu vyhovují vztahy

respektive

li + SQl +al, + a1 tA 1.) }

li + CLl + qQ,1. t Ct, Q" ')

(5.34)

kde

= - t (11 - x1 -t 1. X'Z. ) + t 2J }

"" - ~ (11 ~}l1 - '1 X'L-) +- ~ 2

(5.35)

Rovnice (5.35) jsou reciproké k rovnicím (5.34). Z rovnic (5.34) vyplý
vá, že např. počátek O (Oj O) se posune do bodu O' (0,25; 0,125).

Matice deformačních gradientů má prvky podle (5.23). *) Vyjde

tF] = (5.37)

Podobně podle (5.26) dostaneme

kde

(5.38)

(5.39)

Hodnota C1J je dána vztahem (5.36).

H) Jde o rovinnou úlohu, takže i ď :; 1, 2.
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Jak jsme již uvedli,' materiálový bod, který byl v nezatiženém sta
vu v počátku souřadnic, má souřadnice

Q'l. = 0, resp. Xt. = 0,125

Pro tento bod dostaneme

tF] >= i. [10 21
~ 1 9 J

-2 ]

10
.(5.40)

s použitím (5.27), popř. (5.28), vypočteme Greenův, resp. A1mansiho
tenzor. Jde o týž materiálový bod, který má před deformaci polohu 0,
po deformaci polohu O~. Vyjde

[

0,289

0,227

0,227 ]

0,164
(5.41)

rO,161

t St,] =LO,116
0,116 ]

0,070
(5.42)

Je zřejmé, že se oba tenzory značně Uši. Proto neni lhostejné, který
z obou tenzorů vstoupi do konstitutivniho zákona.

Poznámka

Protože součet tenzorů stejného řádu je opět tenzorem téhož řádu,

můžeme B použitim (5.27), resp. (5.28), definovat také tenzory

(5.43)

Tenzor I c1 , resp. r.? J , se nazývá pravý ,resp. levý, Cauchyho-Greenův
deformačni tenzor.

6. TENZORY NAPJATOSTI

Vedeme-li v zatiženém tělese myšlený řez, jehož e1ementárni plošku
c:U\ znázornime vektorem ar kolmým k této plošce o složkách otA1 ,
dR'}.., cU\:ll takovým, že euklidovská norma
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UctA \I ( 6.1)

se rovná jeho délce, bude se v této plošce ptenášet z jedné strany tě--- - -lesa na druhou vnittní síla cH = t otA ,kde t. představuje část

vektoru sily T připadající na jednotku plochy, tedy jakousi. "husto--tu" 8 ilového toku. Vektor t nazveme napětový vektor (vektor napěti);

má rozměr N.m-2 (Pa). -Zavedeme-li ve směru vektoru ~A

bude

- -dA = m dA

a tedy také

--vektor jednotkové normály I1V

( 6.2 )

(6.3.)

\
Vytkněme plošku dA v okoli počátku kartézských souřadnic tak, že

bude se souřadnicovými rovinami tvořit čtyřstěn OABC (obr. 19). Vzniklý
čtyřstěn ptedstavuje hmotný bod, neboi jeho rozměry jsou nekonečně malé.

n

()11

c

Obr. 19
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stěna OBC má velikost d.~ , nebot je to průmět plochy otA do
roviny ~ , .)(1 • Pllsobi v ní tahové napětí G"11 a smyková napětí

~~ , ~13 • První index znamená směr normály k plošce OBC, druhý index
směr smykového napětí. Obdobná napětí budou pllsobit i v ploškách DCA,
popř. OAS; na obr. 19 už nejsou nakreslena, aby se obrázek nestal ne
přehledným.

Napíšeme rovnice rovnováhy. Pro síly ve směru osy Xi např. platí,
že

(6.4)

Odtud dostaneme

(6.5)

Cyklickou záměnou indexů dostaneme dalši dvě rovnice. Všechny je mližeme
shrnout do tenzorového zápisu

olT:, ::: ~.. otA i• 3'\. ij
( 6.6)

Složky ~~ tvoři Cauchyho napětový tenzor (tenzor napjatosti). Je
symetrický, nebot podle pravidls o sdružených smykových napětich

G'~j .,. G'j": ,Mohli bychom jej nazvat též Eulerllv napětový tenzor, nebol
odpovidá Eulerovu popisu pohybu kontinua (za nezávisle proměnné se berou
soufadnice bodu přetvofeného tělesa 8 čas).

Cauchyho tenzor napjatosti se neshoduje s tzv. inženýrským tenzorem
napjatosti, nejde-li o zélnedbatelně malé posuvy (o lineární teorii pruž
nosti). Rozdíl je v tom, že ploška ~A , v níž n~pětový vektor působí,

není totožná s ploškou ~Ao nedeformovaného tělesa. V lineární teorii
pružnosti se rozdíl mezi ctA a CU10 poněkud paradoxně zunedbáváj bere-se síla ctT ,která existuje pouze v deformovaném tělese, a vztahuje

se k plošce dAo nedeformovaného tělesa.

-..
Protože Cauchyho napětový tenzor se počítá tak, že se síla ctT

vztahuje k plošce dA deformovaného tělesa, mají jeho složky skutečný

fyzikální význam, nejsou to tedy žádná "konvenční" napětí. Přidružíme

je proto k Almansiho deformačnímu tenzoru, nebot ten také - jak je
patrno z rovnice (5.19) - vztahuje absolutní deformaci k ro-změrům defor
movaného tělesa.
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Chceme-li obdobně pNdružit nějaký napě{ový tenzor
formačnímu tenzoru podle (5.17), máme možnost - ne však-ještě uvidime - vztáhnout sílu .ctr k elementu d~Q

tělesa a psát

ke Greenovu de
jedinou, jak
nedeformovaného

(6.7)

misto (6.6). Složky TťJ tvoři Lagrangeův (nebo též 1. Piolův) napěťo

vý tenzor. Je nesymetrický, nebot pravidlo sdružených smykových nepětí j
a tedy symetrie tenzoru napjatosti, se odvozuje z momentové podmínky
rovnováhy psané pro elementárni kvádr o stranách cL~ , dJt."l- , dJl.::. , vy-

ňatý z deformovaného tělesa. Proto je G" tj "" ~.L' , avšak t;(j l' t'i".

Pokusime se najit souvislost mezi oběma těmito tenzory. 07načm~

úsečky OA::: d.~ , OB = D.X2-' oe = d)(~ • Pak budeme moci objem čtyř

stěnu na obr. 19 vyjádřit zápisem

ctV

Je totiž

Pro nedeformovaný čtyřstěn budeme moci obdobně napsat t že

otVo ( 6.9)

Z axiomu o zachováni hmotnosti plyne, že

Dosazením (6.8) a (6.9) do (6.10) dostaneme

(6.10)

(6.11)

Protože
musi být

můžeme volit libovolně, např. d~l I 0,
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Vypočteme-li odtud d.Ai ) dosadíme do první z rovnic (6.6) a pak
porovnáme s prvni' z rovnic (6.7), dostaneme vztah *)

( 6.13)

a odtud už

(6.14)

Nesymetrie tenzoru Ljt je odtud zřejmá na první pohled. Vymizí jedině

při in:finitezimálních posuvech, kdy Xi ~ Cl.; , takže i()ai 17JX.k = Dik.
V tom případě bude t'j~ '= (!?o I~ )Gi ~ \Oj" • Hustota se totiž změní nezna

telně, takže ~o ~ ~ • Pak oba tenzory splývají.

Nesymetrie Lagrangeova napěťového tenzoru o složkách L-iď předsta

vuje určitou komplikaci. Lze ji odstranit, nebudeme-li k plošce ~Ao

nepřetvořeného tělesa vztahovat sílu dlr , ale nějakou jinou, z ~řed

chozí síly vhodně přepočtenou sílu ~. Nabízí se transformace

(6.15)

která je analogická rovnici

(6.16)

Vztah (6.16) platí mezi elementy cJ.D.l' c{l(ť ("';,i = 1,2,3). Zdá se
být zcela přirozené, že síf.u o složkách dT/,o přepočítáváme na sílu
o složkách cJ.TOt ,stejně jako se přepočítávají diferenciály ~~(

z přetvořeného tělesa na dít{:: cL )(0'; v nepřetvořeném tělese.
---..

Mezi silou dTo podle definice (6.15) a ploškou dA o znázorně-
--""

nou normálovým vektorem d. Ao o složkách of. 11 00 budeme mít vztah

kterým nahradíme první z rovnic (6.7). Přitom

Kirchhoffova (2. Piolova) napětového tenzoru.

(6.17)

jsou složky

~) Označení němých (slepých) indexů, podle nichž se sčítá, můžeme - nebo
dokonce při dosazování často musíme - změnit, avěak vždy tak, aby se
v žádném členu nevyskytl žádný index vice než dvakrát.
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DosaJme do rovnice (6.17) z rovnic (S.15) a (S.13). Dostaneme

Proto že je cl AOP libovolné, musí být

( S .18)

(6.19)

Zaměníme-li indexy ~ , i i ~ , ~ , shledáme, že důsledkem syme trie
Cauchyho tenzoru je i symetrie Kirchhoffova tenzoru. Proto je Kirchhoffův

(2. Piolův) napětový tenzor vhodný k praktickým výpočtům s aplikací
Lagrangeova popisu, často vhodnější než Lagrangeův nesymetrický tenzor.

Vztah (6.19) zapíšeme maticově. Použijeme přitom matici deformačních

gradientů. Bude

Podobně můžeme napsat i vztah (S.14)

(6.20)

I'tl (6.21)

Je tedy

-T"= t'Cl[ FJ

Pro názornost zvolme jednorozměrnou napjatost

složky Cauchyho napětového tenzoru nulové. Bude-li

a izotropický, bude ~ = ~ a dále

(6.22)

G"II "* C, ostatní
materiál nestlačitelný

R
f ~1 = O-

rO f~i = O pro {, *~ ( 6.2))

Z rovnic (6.21) a (6.22) pak dostaneme, že

(6.24)

Ostatní složky těchto tenzorů budou nulové.
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Uvedeme ještě jeden p~íklad. V nějakém rovinném pravoúhlém elemen

tu o rozměrech C<0'1)(, c(c..2- vyvoláme velmi malou deformaci napja

tost t CO] ~ I S] • Oba tenzory; jsou skoro stejné, nebot předpokládá

me, že posuvy jsou velmi malé, takže Xi ~ a.~ ( t = 1, 2). Matice de

formačních gradientó je pak velmi přibližně jednotková. Nyní otočíme

souřadnicové osy :x'1, ,x '2. do polohy :i[\ , ::.l1. o úhel tf • Bude platit

transformační rovnice

Ve zkráceném zápisu

(6.26)

; imochodem, pro matici t ť'I] bychom t ké mohli použít zápis

(6.27)

t. A]T -_ t 1\ ]-1 .Je to ortogonální matice, takže ~

V otočeném elementu o ozměrech dX; lL dx;. bude mít Cauchyho

napětový te zor podle (4.14) složky

(6.28)

čili

(6.29 )

Najděme k tomuto tenzoru přidružený Kirchhoffův (2. Píolův) tenzor

o složkách Š.li . Podle (6.19) bude
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Avšak ~ = <po , nebot jsme element pouze otočili, takže se jeho objem

nezměnil. Dále Qi
'V

X~ takže=

S-la"
IIx..; CO X"

QrM
~X~ rz>Xj roi'p §

G',I.~ '":: -- ~ ..
COXp roxq, f4xp 'O ~'} tOX,A OXt.

(6.31)

Kirchhoff~v (2. Piolóv) tenzor napjatosti se tedy rotací elementu nezmé--nil. Je to přirozené, nebot síla dT i ploška příslušné stěny elementu,
--;

daná vektorem dR , se přepočítávají k póvodnímu ne deformovanému tvaru

elementu otočením o dhel ~ zpět.

Poznamenejme ještě, že maticový tvar rovnice (6.30) je dán výrazem
(6.20). Je-li lL~ ~ o,L" , je také [F'J ~ I PI J , takže dosadíme-li (6.29)

do (6.20), dostaneme I ř;] -;:, I G'j shodně s rovnici (6.31). Matice de

formačních gradientů se v tomto případě velmi přibližně shoduje s maticí

rotace.

Vztah (6.31) však pozorného čtenáře přece jen překvapí. Jak to, že

S:t:á '" ~ti? Což pro Kirchhoffův tenzor neplati transformační vztahy
(4.14)? Ovšemže platí, ale je třeba připomenout, že oba tyto tenzory
(s pruhem i bez pruhu nad znakem S ) se vztahují k stále stejné pOvodni

geometrické konfiguraci, tedy k elementu o rozměrech ctQ! x C(Q"j.. ,

kterým jsme neotáčeli!

7. POHYB KONTINUA A JEHO POPIS

Uvedli jsme
způsobu zavádíme

rové souřadnice

nicí

dva způsoby popisu pohybu kontinua. Podle Lagrangeova

materiálové souř"adnice ať bodu a určujeme jeho prosto:"

!l~ pro každý čas t . Pohyb kontinua je pak popsán rov-

Podle Eulerova zpOsobu hledáme naopak výchozí polohu Qť bodu, který

v čase i zaujímá polohu danou nezávislými prostorovými souřadnicemi ~ť
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a"" = x( (t = O),Je-li těleso v čase * = O nedeformované, je
X~ = a,( + -Uf ( t > O).

Lagrangeovým souřadnicím a~ se říká materiálové, nebot jsou
spjaty s materiálem, kdežto Eulerovy souřadnice Xť jsou prostorové.

Rychlost bodu o souřadnicích ~t vypočteme parciální derivací
(7.1) podle času. Pou~ijeme-li totiž Lagrangeův popis, nezávisejí mate

riálové souřadnice ať na čase. Bude

Přírůstek posuvu Glu.~ dostaneme, vynásobíme-li tuto rychlost přírůstkem

času di: . Tento přírůstek bude nekonečně malý, takže přetvárná rych
lost V~i ' tj. rychlost změny poměrných deformací, bude dána časovou

derivací Cauchyho deformačního tenzoru (5.12) s tím rozdílem, že se bude
vztahovat k aktuální (okamžité) geometrické konfiguraci; bude tedy

Použijeme-li Eulerův popis, budou nezávislé souřadnice Xť , t
Např. teplota 8 může být dána vztahem

Rovnice (7.5) udává celé teplotní pole a jeho časový průběh. Teplota se
mění s časem i s místem. Změnu teploty určitého materiálového bodu de
dostaneme diferencováním (7.5)

První člen na pravé straně značí změnu způsobenou tím, že se daný bod

Dosunul do sousední polohy o dXt = '\\.: cle (konvektivní změna), druhý
člen je dán tím, že se za čas ab teplotní pole v daném místě změnilo

(lokální změna). Rychlost teplotní změny dané materiálové částice (rych-
lost substancíální změny) označíme 1) G/bt . S použitím (7.6) vyjde
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DG
Dt

'V8 18
-= V'~ 'O ~t + 1t

Rozdi1 me zi materiálovou deri vad 1) (3 / Dt a obyčejnou deri vad

dG
cH

je, že v prvním případě klademe dX L = ~\ctt

by mohlo být dXi v rovnici (7.6) nezávislé
libovolné. Předpis pro materiálovou derivaci

D
Dt

Bude-li rychlostní pole dáno vztahem

, kdežto v druhém případě

na pohybu částice, a tedy
tedy je

bude zrychlení materiálového bodu o souř'adnicích ~t v čase t dáno
vztahem

(7.10)

První člen na pravé straně představuje konvektivní, druhý člen lokální
část zrychleni. Celková zrněna rychlosti je substanciálni.

Vratme se nyní k Eulerovu popisu (7.2). Materiálové souřadnice jsou
pevně svázány s materiálovou částici, takže jejich materiálová derivace
je nulová. Bude tedy

Da..;
Dt

'= D

Cdtud bychom mohli vypočítat rychlost 1)', onoho bodu v okamžiku t ,
který v nedeformovaném tělese měl souřadnice aL

pěti

dána

Další z pojmů, který nás
l:O~i závislá na )(~, t

materiálovou derivací

zajímá, je napja tost. Budou-li Cauchyho na
I bude subatanciální změna tohoto tenzoru
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(7.12)

Je to změna, která souvisi s posunutím elementu (konvektivní část)

a s přírůstkem času (lokálni část)e Materiálová derivace však nerespek
tuje změnu vzniklou rotací elementu. Nehodi se proto do konstitutivních
rovnic, závisi~li materiálová odezva též na rychlosti změny tenzoru

napjatosti0 Musime proto najít ještě jinou formu časové derivace, která

bude zahrnovat i změnu způsobenou rotaci materiálové částice6

Sledujme deformaci rovinného elementu ABCD mezi okamžiky t
a t + dt (obr0 20)g Bod A necht je oevně spjat s počátkem souřadnic

X1
~,~

\ 8V2dt

~ 3X1 ~ X 1

B

Obr 0 20

~" X'L.' takže je v něm 1ť1 =: '\I'L. ::: O&l Rychlost bodu B má pak

složky ( O'\r1 Iv Y-1) otK, ( I() 1t~ / 'O '1--1) Cit)(1 0 Pro to Úhel, o k te rý s e otoč i

str 8 na AB za Č 8 s cL t 1 je ( 7J 11t I 1J x::f) c{t ~ Obd obn ě z j i 8 t i IDe ~ že ú hel ,

o který se ve stejném smyslu a za stejnou dobu otoči strana AD, je

C- UV'1 I ot'it, ') dt o Úhel BAD se proto zmenší o zk 8

což je rozdíl obou zmíněných úhlů. Indexy 1, 2 můžeme v rovnici (7.13)
zaměnit, aniž se hodnota výrazů na obou stranách změnio To znamenÁ, že

tenzory t(i ' popř. 1J(i ' jsou symetrické.
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Průměrná úhlová rychlost, s jakou se element ABCDotáčí kolem

bodu A, je

Je to aritmetický průměr úhlových rychlosti, jakými se otáčejí strany AB,
popř. AD. Složky Wťj tvoří antisymetrický spinový tenzor. *)

Otáčí-li se element, aniž se deformuje, je Vll. = O a ru1r~/V'/..j =
= - O\7i I ()X2.. • Úsečka AC má v souřadnicich Xl )(2., pevných v prosto-

ru, složky cly, , cl'l-t., kdežto v otočené soustavě 5<1, X2 bude mít

složky c{Xj I ~Kl-' Zřejmě

nebo té ž

cl. iZt '= Cit \ll + tA) 1~ olt ct)(2. }

di;. == d.x.1. - W 1'1,.- clI; . c(.X1

cti1 '" ( Otl - WZ,1 ctt) dx'2. }

dK,. '" (On. - W\~v{t) 0.)(1

(7.15)

(7,16 )

Cbě tyto rovnice můžeme shrnout do jediné, užijeme-li tenzorový zápis.

Bude-li -G 'J = I, 2, bude též

Rovnici (7.17) jsme sice odvodili jen v rovině, avšak platí i v prostoru,
s tím rozdílem, že ~ , i = 1, 2, 3. Výraz v oblé závorce (7.17) předsta

vuje tenzor t(j druhého řádu

který zprostředkuje hledanou transformaci při rotaci elementu ABCD jako
tuhého celku podle (7.17)

}f) Zřejmě W-';i+ '\T.:j = ()V'a!?lX( , takže spinový tenzor ,je antisymetrickou

částí gradientu 'Ov-i! ra'i\' pole rychiostí va· ( X\ I t) , zatímco tenzor
rychlosti přetvoření je jeho symetrickou částí.
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V materiálovém bodě A se napjatost ~~ zrněni za čas ctť o substan-

ciální změnu (1) (O-ti /bt) dl; , takže budeme mít napjatost

r- + D<3'i~'
'<J,;i b t- <ítt

Tento tenzor se však musí transformovat k pootočeným osám souřadnic ~ ,
~, ~3' Porovnáme-li (7.19) se vzorci (4.14), dospějeme k závěru, že

tenzor napjatosti, spjatý s materiálovým bodem A, který měl v čase t

složky G''';'i ' bude mít v čase ob + dt složky.

Dosadíme-li na pravou stranu (7.20) z rovnice (7.18) a pak ji roznásobí
me a zanedbáme nekonečně malé veličiny řádu vyššího než prvního, dostane
me porovnáním obou stran (7.20) tzv. Jaumannovu derivaci (označili jsme
ji trojúhelníčkem)

v
r:; ..

I.~

Vzhledem k symetrii tenzoru ~4' můžeme poslední výraz upravit tak, aby
vynikla symetrie Jaumannovy derivace napětového tenzoru. Bude

(7.22)

Zaměníme-li indexy ť. , i ' hodnota výrazu na pravé straně (7.22) se
nezmění.
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8. POHYBOVÉ ROVNICE A DEFORMAČNí VÝKON

v teorii pružnosti se odvozuji diferenciální pohybové rovnice ve

tvaru

kde ti je objemová síla (síla připadající na jednotku objemu), ~ zna
čí hust~tu a vi zrychleni ( i ~ 1, 2, J). Tato rovnice musí platit i při
velkých deformacich, pouze symboly v ní dostanou přesně·jší obsahl1 Element

vyjmeme z deformovaného tělesa, takže ~ť bude prostorová souřadnice,

G"~ď Cauchyho napětový tenzor. Rovněž objemová sila li a hustota ~

se budou vztahovat na deformované kontinuume

Použijeme-li Lagrangeův popis (7$1), nahradíme Cauchyho tenzor

Lagrangeovým tenzoremo Vztah (6014) znásobíme na obou stranách deformač-

ním eradientem 'b Xp I~aj a poměrem ~ Iťo . Dostaneme

Indexy ~ , {, zaměníme za ť ,j B němý index 'J' změníme na ~ 9 Pak
bud e TOe IDo c i <8 • 2) pří lno do S Bdi t do (8. 1). Vy jde

P0dle <6.10) je ~o lť = dV! O<Vo 9 Označíme-li
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objemovou silu vztaženou k jednotce objemu v nedeformovaném tělese,

ziská pohybová rovnice (8.2) jednoduchý tvar

Chceme-li ptejit ke Kirchhoffovu (2. Piolovu) tenzoru, musime podle
rovnice (6,22) dosadit

(8.6)

Budeme mít

_ O

Soustfedíme se nyní na výpočet deformační práce, tj. préce, kterou

vykonávají za pohybu kontinua napětí. V lineární teorii pruž,nosti se do
kazuje, že pro diferenci~l hustQty deformační práce plati vzorec

(8.8)

R)V tenzorovém značeni budeme mit jednoduše

(8.9)

Integrací (8.9) za předpokladu platnosti Hookeova zákona vy jde

(8.10)

*) Pamatujme, že ~\i = G'i~"

( t, 3" = 1, 2, J, resp.
a že pro ~ ~ i
ll. , ;r , ~ ).
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Na pravé straně (8.10) jsme uvedli dvě formy maticového zap1su. Jedna
vychází ze čtvercových matic (4.25) a (4.26), přičemž symbol "tr" zna
mená stopu matice (trace), tj. součet prvků na hlavní diagonále. Druhá

forma platí pro vektory (4.]0) a (4.J2). V ideálně pružném tělese se
hustota ;.e deformační práce mění v hustotu 11 potenciální deformační

energie (4.29), To však nelze obecně tvrdit. U těles s nelineární defor
mační charakteristikou neplatí dokonce ani integrál (8.10), plati pouze

diferenciální tvar (8.9). Abychom nepracovali s diferenciály, ale s de··
rivAcemi, podělíme obě strany rovnice (8,9) diferenciálem času dt,
Na levé strAně dostaneme hustotu deformačního výkonu. Na pravé straně

budeme moci rychlost změny poměrných deformací nahradit přetvárnou rych
lostí (7.4). Dostaneme

dP
cf. V

dl
dt (B.ll)

Vi"i značí tVztah (8.11) bude platit i pro velké deformace, bude-li
Cauchyho napětový tenzor.

,Tak bude možno vyjádřit hus totu deformačního výkonu v materiálcvých
souřadnicích? TenZOr c;)":i nahradíme tenzorem Si-i pomoci převodního

vztahu (6.19). Bude nejprve

(8.12 )

a pak s použitím (6.10) vypočteme

(8.13)

Víme však, že podle (7.4) je

(8.14)

a podle (5.29)

(8.15)

- 65 -



Snadno se dosazenim z rovnic (8.14) a (8.15) přesvědčime, že

(8.16 )

Plati tedy jednoduchý vzorec

dP
a.Vo '::

Výkon ? ,který konaji za pohybu kontinua s velkými deformacemi napětí,

je tedy

(8.18 )

(8.19)

Předposledni výraz plati pro Lagrangeův, posledni pro Eulerův popis po
hybu kontinua.

Podle zákona o zachováni energie se rychlost změny součtu kinetické
a vnitřni energie rovná součtu výkonu vnějšich sil a výkonů daných při

vodem tepla, chemickými změnami, popf. rychlostmi změn elektromagnetické
a povrchové energie. Výkoft vnějšich povrchových sil lze převést užitím
Gaussovy věty na objemový integrál (8.18).

Vratme se ještě k rovnicim (8.11) a (8.17). Je-li hustota deformač

niho výkonu v Lagrangeově popisu dána výrazem (8.17), měl by v Eulerově

popisu platit analogický výraz

o

G~i S~(i

a nikoli (8.11). Vztah (8.11) je však správný, fyzikálně odůvodněný,

takže se mu musi přizpůsobit i derivace Almansiho deformačního tenzoru.
Označili jsme ji kroužkem a budeme ji řikat konvektivni derivace /6/.
Musi být definována tak, aby platilo

(8.20)

Ukážeme, že předpis

(8.21 )
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tento požadavek splňuje. Aplikací operátoru (7.8) na vzorec (5.JO)

dostaneme

Je totiž např'o

Se zřetelem k (7.11) odpadne předposlední člen, takže

Tento vztah jsme použili k úpravě materiálov~ derivace v rovnici (8e22)~

Výraz (8.22) dosadíme do (8.21) a po úpravě s použitim (8014) dostaneme

(8.2C) •

Pro jednorozměrnou deformaci bude podle (5.19) a (5.20) platit, že

~ ť'l.._L'Le ~ 0_

At1 'L 11.

takže podle (8.2~) vyjde
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·ť
J,

(8.26)

shodně s tvrzením (8.20).

9. GEOMETRICKY NELINEÁRNl ÚLOHY

Pokud jsou poměrné deformace i rotace malé, splývají Almansiho
i Greenův deformační tenzor s Cauchyho infínitezimálním deformačním ten

zorem a také oba Piolo~~ napětové tenzory přejdou v Cauchyho tenzor

"skutečných" napětí. Zabývejme se nyní př'ípadem, kdy poměrné deformace
budou velmi malé, ale rotace velké. Takový případ je charakteristický
pro gemetricky nelineární úlohy.

Představme si malou část kontinua v pevných materiálových souřadni

cích ~~ ,která je podrobena jako tuhý celek nějaké rotaci, nikoli

nutně malé, popsané ortogonální matici tRl . Matice t í? J popisuje,

jak se zrněni v soustavě souřadnic Ql ú~ Q~ slož~y nějakého

vektoru, bude-li tento vektor rotovat. Určitý nekonečně malý vektor 6nr
o složkách áa~ přejde do polohy dA* o složkách C<ct~ ,přičemž

Zvolili jsme nekonečně malý vektor, protože chceme vyšetřovat poměrné--deformace. Délky původního i otočeného vektoru jsou stejné, tj. letA\ =-.....
= lal\l'<\ . Zvolme nyní souřadnicový systém ~1' ~'l... ' ~3 ' který bude
rotovat zároveň s hmotným elementem. Otočený vektor at~ v něm bude mí t

složky cl ~t = dat: N~í podrobíme uvažovanou část kontinua malé de
formaci, takže vektor cl.A*' přejde do vektoru a:B . Pišme
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- ~Posuv áu," bude relativně velmi malý, ale posuv c(u relativně velký.

Pro rovinný případ je tato deformace znázorněna na obr. 21.

~2

~ 1

o

Obr. 21

Rozdíl čtverců délek obou vektorů je

resp.

Oba výrazy se však musí sobě rovnat, nebot pouhým otočením se délka úsečky

ciA nezměnila. Kromě toho lze tenzor E. G: i nahradi t infinitezimálním

tenzorem t0' , protože parciální derivace I OU..:'" /"0 €3 \ jsou velmi

malé ( l '/),(,t,( ! 'O o,ď l však nikoli!). Bude tedy

E d cl c..l\-r-I *...J 1:-
G~J' C\ aj '" C,(J LA ~{ tA ~ d

l\však d.~t = dať pro {; = 1, 2, J, takže nakonec

To znamená, že při velkých rotacích a malých poměrných deformacích se
Greenův def0rmační tenzer rovná infinitezimálnimu deformačnímu tenzoru

vztaženému k souřadnicovým osám, jež rotují spolu s elementem kontinua.

Toto tvrzení plntí i

nebat posuv Cť = ať

uplatní ( ctct ' = 0, tedy

tehdy, posuneme-li element jako tuhý celek,

Q,c je konstantní a po diferenciaci se ne-

do.ť. = dat' ).
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Nyní zopakujeme úvahu, kterou jsme už v poněkud jiném pořádku

uvedli na konci 6. kapitoly. M!3tice[FJdeformBčníchgradientů <IJX~/JQ.i;;

;- 'JC-(... *//.Jc1i se podle rovnice (9.1) shoduje s dříve definova-

nou matici rolace [1<.1 • Kirchhoffův tenzor lS1 lze proto s použi-
tím (6.20) vypočitat z Cauchyho tenzoru t 10] , vztaženého k nepootočeným

osúm,z rovnicé

Připomeňme, že při rotaci hmotného elementu mají at význam prostoro
vých souřadnic (nejsou svázány s materiálovým bodem).

Vztáhneme-li Cauchyho napětový tenzor k otočeným osám souřadnic, bude mít
složky [~~J. Podle (6.29) platí mezi těmito složkami transformace *)

T
l~1 ". IR] l(QlI,.]tR1 (9.8)

Dosadime-li (9.8) do (9.7), dostaneme

Platí tedy věta: jsou-li poměrné deformace malé (a rotace velké), rovnají
se složky Kirchhoffova (2. Piolova) napětového tenzoru složkám Cauchyho
tenzoru vztaženým k souřadnicovým osám, jež rotují zároveň s materiálovým
elementem.

Mezi Cauchyho napětovým tenzorem a infinitezimálním deformačním

tenzorem platí velmi přibližně Hookeův zákon

(9.10)

nebot jde o velmi malé poměrné deformace. Podle rovnic (9.6) a (9.9) mů

žeme usoudit, že stejný tenzor Etjk;ťJ elastických modulů vstoupí i do
vztahu mezi 2. Piolovým a Greenovým tenzorem

1Q,' ~aL (;' ~ _
jl. l<

~';i
~a.t ~a . ()lI)f) PIa ti, že = ~

fO Jr 'O rry P'1- '3a" 'Jar rif

takže do (6.29) dosadíme [A]=[FJ=-[R].

(9.11)
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To však platí jen pro případ malých poměrných deformací, přičemž posuvy
a rotace mohou být velké.

Jde-li o deformační variantu metody konečných prvků, jsou posuvy

{L~ (O-i I tj aproximovány vztahem

rrv

-u~ lCti \b);t L Ai'ť. (Gti) q~ (t.)
k"'i

v němž

stUpňli

(5.11)

At~ jsou bázové funkce a q~ zobecněné posuvy, nv je počet

volnosti matematického modelu. Pro Greenův deformační tenzor

potom dostaneme výraz

t

Ve smyslu výkladu ve 4. kapitole budeme složky EG" považovat za sou-
~

řadnice bodu v šestirozměrném prostoru a sestavíme Je do vektoru

Matice lB l l odpovídá lineární části pravé strany (9.13), kdežto matice

[~~L1 nelineární části. Protože výraz [B"tL J tLl- J je kvadratickou for
mou zobecněných posuvů q,1( [srovne j 8 posledním členem rovnice (9.13)]
dostaneme diferencováním (9.14) vztah

Budeme nyní př'edpokládat, že zatižení je statické, tj. že vektor í q, ((,)3

se mění velmi pomalu nebo se nemění vůbec. Vektor zobecněných vnějších

sil označíme {S1 . Z podmínky, že virtuální práce těchto sil se mUBí
rovnat virtuálnímu přírůstku deformační energie, dostaneme ~)

t 80, 1T \ f J -:: ~ ~ 8E 1rl S} ctVo : tbo, 1Tr[BJTt S1d Vo
G VoVo

~d Podle předpokladu ,ide fl ideálně pružné kontinuum s velmi malými poměrný

mi deformacemi. Setrvačné síly se při statickém zatíženi neuplatňuji.
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Protože variace {Dq. ~ je libovolná, musi platit tato podminka rovnová
hy mezi vnějšimi a vnitřnimi silami

t t} '" ~ t 1(,JT t S} CIt Vo
Va

V přirOstkovém tvaru bude

tcl~~ ~ ~ t'61T{ct~} ctvo -\- ~tc{BJí[ S) d.Va
Vo Va

Nyni dosadime podle (9.15) a (9.11)

8 dostaneme

~ t 'ůJT tctS} ciVo " j lll~LJT+ [12JNL1') U:: J (t 'dLl + t \3Nl.l) e7t\lo {ctq.} :::
Vo Va

Ze srovnáni je patrné, že

t \(L 1 '" ~ ['BL JT [ E JI ~l J dVo
Ilo

značí matici tuhosti známou z řešeni line6rnich óloh a

1kll 1 ":: ~ ( t BNL l"\ [E 1 I BLl + t BL 1í t E ] [ BNL J -\-
Va

(9.22)

představuje maticí pro velké defor:n8ce.

Zvláštni pozornost zasluhuje ~ruhý člen v rovnici (9.18). Rozepiše
me-li integrand ve s10~kách, bude
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Vidíme, že

~ t ct \)JT \ $} ctVo = I ks 1t ckJ-l
Vo

kde I ~sl značí matici počáteční napjaLostí (initial strese stiffnes6

m8trix), která závisi na aktuální velikost.i napětí a má prvkJ'

Přitom B~C = BLť{ +'B,JL~t podle (9~19)~ Celkem budeme mít tuto základ·~

ni rovnici pro geometricky nelineární úlohy (v přirůstko réIll t art.)

Součet matic v oblé závorce ptedstBTuje ečnou matici tuhosti

r~ t t 1
== -------

'O \ Cf- ~ 1-

PřI vz. éru je na hranici elastické 8 ability tk D1 := [o] a ma ice

(ks] obsahuje pouze membránová napětf, ztotožní se t dy 8 geometrie 0_

ID ticí (kG]" Při pol ri tických deforrrracích se však budou ma ice [ks J
a 1.. k'..G 1 liší t Po echá i této geometrické matice ve ýpočtu velkých.

ých deformací (misto ma ice ( 1) vede proto k nepře 08~e

a zhoršuje i~

Chceme-li se vyhnout sestavování rnatice [ I' D1 pro velké de 'ormace

a ofitom za~hovat jednoduchost Lagrangeovy formulace iž se ~chézi

z počáteční j 8 tedy předem známé geometrické ko figurace, můžeme řešit

úlohu po rocich a využit ekvivalence ztahů (9~lO) a (9 11)0 Jeutliž

jsme vyř-ešili geometrickou konfiguraci t<fU)} v čase t 1 budeme se

snažit v dalším kroku určit konfiguraci

Za tím účelem zavedeme lokální souřadnice ~c 7 které b dou rotovat

spolu s elementeme Posuvy .u..t b·udou proto vzhledem k této souřadnicové

80ustavě velmi rnaléQ To znamená, že v lokálních souřadnicich odpadne ma

tice pro velk~ deformace [~D1 & Nepůjde-li o okolí meze elastické 8ta~

bility, bude možno vynechat i matici t~s] , takže k určeni pfír~8tku

postačí lineérní matice tuhosti [KL] ~ Bude
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(9.30)

Na obr. 22 je naznačen postup hledání geometricky nelineární de
formace konečného elementu elastického prutu v rovině s globálními sou-

LAGRANGEOVA METODA

o
VCELKU

o
PO KROcíCH

Obr. 22

řadnicemi ~1 , x~ . V levé části obrázku je úloha řešena v Lagrangeově

formulaci vcelku. Každá geometrická konfigurace se vztahuje vždy k týmž

souřadnicím ctI , 0.'1. • Tečná matice tuhosti závisí na posuvech a je dá
na rovnici (9.28). Přiróstky zobecněných souřadnic se počitají z lineari

zované soustavy (9.27) ve tvaru

Aplikujeme-li Lagrangeovu metodu

vou soustavu souř'adnic ~I' ~'I.

k této aktuálni lokální soustavě

při tom nemění. Přiróstky t t:. Ci..}
Úl. ,resp. X1 , )(.'2. j bude

po krocích, zvolíme v každém kroku no

a přírůstky posuv6 počítáme vzhledem
podle vztahu (9.30). Matice (kL]se

pak transformujeme do souřadnic Ql ,

(9.32)

kde l T] je příslušná transformačni matice.
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Když jsme takto vypočítali - kterýmkoli z obou způsobů - přírůstky

posuvů lAq.}, dostaneme z rovnice (9.2~) posuvy ~ q (to\- ntH • Tyto
hodnoty jsou však jen přibližné, nebot nepočítáme s diferenciály, ale
s konečnými přírůstky. Nebude proto obecně přesně splněna podmínka (9.17);
zbude reziduální vektor nerovnovážných sil

t J= 1 .", t·n - ~ L13J
T

[5} cWo
Vo

(9.33)

S jeho pomocí bychom mohli - pokud by to bylo žádoucí - vypočítat opravu

a přičíst k vektoru í q}.
Vycházíme-li z Lagrangeovy metody po krocích, můžeme získat tečnou

matici t ~~l nepřímo transformací matice t k l.1 např. v čase t
k souřadnicovým osám g~, ~i. . Výpočet opravy podle (~.J4) můžeme
podle potřeby opakovat, až je norma vektoru oprav dostatečně malá.

Naše úvahy se až dosud vztahovaly k jednomu konečnému prvku (obr. 22).
Předpokládáme, že způsob sestavení globálních matic tuhosti je uživatelům

metody konečných prvků znám. Globální matici I kl. J ,platnou pro celou
soustavu konečných prvků, získáme načtením lokálních matic, které vypočte

me k lokálním souřadnicím a pak transformujeme do globální soustavy sou
řadnic. Při Lagrangeově metodě po krocích jsou lokální aouřadnice jiné
nejen pro každý prvek, ale i pro každý krok. Globální matice I l(L J pak
zastupuje tečnou matici t~"1 , platnou pro celou konstrukcí.

10. VELKÉ ELASTICKOPLASTICKÉ DEFORMACE

V teorii plasticity se zpravidla řeší úlohy za předpokladu, že de
formace jsou velmi malé nebo že jde o ustálené plastické tečení. Např.

se řeší plastické deformace v okolí vrubu, přičemž mimo toto okolí jsou
deformace elastické. Jako příklad stacionárního procesu plastického te

čení materiálu uvedeme válcování plechů. Poznamenejme, že i teorie mez
ních stavů, která vychází z představy tuhoplastického materiálu, nepřed

pokládá až do mezního stavu žádné deformace; pak se náhle vyvinou plastic
ké klouby a konstrukce se zhroutí. Tyto poněkud násilné předpoklady způ

sobují, že se předpověd podle teorie mezních stavů často liší od experi
mentálně zjištěných mezních zatížení, zvláště u desek.
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Zabývejme se nyní případem velkých elastickoplastických deformací.
Na obr. 23 je soustava tří prutó, která je za pósobeni síly F podro-

o... ]---jw ~ l
!Tw A1

F
r~:

Obr. 2J

benn velké elastické deformaci (EP). Po odlehčení 88 dolní kloub o něco

zvedne, přičemž v konstrukci zústBne zbytkové vlastni pnuti. Chceme-li

oddělit elastické deformace (E) od plBstických (p), musíme dolní kloub

demontoval a vlastní pnutí zrušit. Ponecháme-li oba boční pruty spojené j

oosune se jejich kloub ~ něco nazpět, kdežto uvolněné oko prostředního

prutu o něco pcklesne. To znamená, že plastické deformace, které v pru

tech zOstaly, nejsou kompatibilní, pruty nelze bez určité nAsilné defor

mace znovu spojit. Předpoklédáme totiž, že oka 8 čep jsou bez vOle.

Něco podobného se děje i v kontinuu, jak je naznačeno na obr. 24,

2

3

Obr. 24
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Dody v nezatíženém kontinuu mají souřadnice at e Po elastoplastické de-

f0rmeci přejdou do polohy ~ť. ~ Nyní Ai př'edst.a'!íme, že jsme v kontinuu

zrušili nekonečně mnoha myšlenými řezy v8echna napětifl Bod o souřadni-

cích Jl..:, tím přejde do bodu c 80uřadnicích ~-c:, ( i ::- 1, 2~ J)~

Elastickop18stická deformoce je popsána spojitým zobrazením

Ze brn ze ní

bude roti tomu obecně ne pojité0 KdJ y bylo s-ojité,

o derivac~",h složenych fun .. '"c·

(10 3)

Index HeH znamená elastickou, index Hp" plastickou část matice deformač

ních ťradientůG Je~li zobrazení (lO~2) nespojité, představuji matice

l Ft.J 1 t Fp 1 deformačni grad ienty lokálniho lineárniho zobrazení neko··,,,

nečně malých elementů, v nichž uvažujeme pouze homogenni stav napjatosti

a cieformace, na nichž závisí konstitutivni rovnice~ 'f'Jto stavy pak nejsou

ovlivněny nesp()jito8ti~zobrazeni (lO~2), takže i tehdy můžeme vycházet

z ID ltiplikativniho pravidla (1004). Podrobnosti nvjdeme v lit~ /7/.

Podrobíme-li (lO~4) časové derivaci 9 bude

Jsou-li deformace velmi mal~, jsou matice deformačnich gradient6 velmi

pfibližně jednotkov~o V tom pfípadě bude

Cdtud pak dostaneme známé aditivni pravidlo

~ __ čl, ě1'
L" c... •• +- c,,"
~l <C.J Li
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pro superpozici malých elastických a plastických deformací. K odvození
rovnice (10.7) z rovnice (10.6) jsme využili poznatek, že pro infinitezi

mální deformační tenzor platí podle (5.3), (5.12), (5.23) a (5.25) vztah

(l0.8 )

ll. NUMERICKÉ ŘE~ENt SOUSTAV NELINEÁRNtCH ALGEBRAICKÝCH ROVNIC

Metoda konečných prvků vede ve statice k soustavě algebraických
rovnic pro zobecněné posuvy qi v maticovém tvaru

(ll. 1 )

Zde t je vektor zobecněných sil a k matice tuhosti. Pro jednodu
chost zápisu již nebudeme - pokud se nerozhodneme jinak - v dalším textu
vyznačovat matice a vektory (sloupcové matice) ani závorkami, ani jinak.

Není-li matice k konstantní, není ani soustava (11.1) lineární.
Mohli bychom to zdůraznit zápisem

(11.2)

Sečná matice tuhosti k (q.) někdy závisí i na deformační rychlosti I tj.
na C~ . To však nebudeme nyní uvažovat, omezíme se jen na algebraické
rovnice. Nelineární soustavu (11.2) lze obecně řešit jenom iteracemi.

11.1. Metoda postupných aproximací (přínqch iterací)

Rovnici (11.2) upravíme do tvaru

(ll. 3)

a zahájíme iterační proces předpisem *)

*) Pořadí iterace vyznačujeme vpravo horním indexem.
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Je-li tento proces konvergentni, pak pro k ~ 00 dostaneme v limitě

snrávné řešení ~~ • Prakticky se spokojíme s přibližným řešením, tj.

zastavíme iterační proces v okamžiku, kdy změna vektoru cr mezi dvěma

posledními iteracemi je v normě dostatečně malá. Nevýhodou tohoto postu
pu je, že konvergence procesu často závisi na vhodném odhadu nulté apro-
ximace q..0 a že máme v každém iteračním kroku jinou matici tuhosti.

Postup řešení znázorníme na obr. 25 pro připad, že jde jen o jednu

K(qJq

(~
I~

I

'O-

o

o

012q q q

K(qJq

2 1 Oq q q

q

q

q

q

o

o

2

I

:
2

3

3

k

k

Obr. 25

proměnnou, takže matice a vektory v rovnici (11.4) budou typu '1, 1) ,
tj. skaláry. Obr. 25 nahoře platí pro připad, že funkce (11.2) je konvexní

a odhad q-0, je menší než s právné řešení q,*" • V dolní části obrázku je
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znázorněn týž připad, ale odhad qO je větší než q.* . Na obr. 26

I
I

-'--+----1--f----{---;1Do

K(q)q

-\
q

q

q

o 2
O *q < q

3 k

o *"q :> q

K (q) q

Obr. 26

:\:
cr

o 1 2 3 k

je Dak znázorněn týž postup pro konkávni funkci (11.2). Rozdil je v tom,
že na obr. 25 konverguji hodnoty ~k rnonot6nně, kdežto na obr. 26 osci

luji kolem správné hodnoty, konverguji k ni však rovněž. Co plati pro
jednu proměnnou, nemusí být pravda pro mnoho proměnných. U soustav s mno
ha stupni volnosti se stává, že místo očekávaných oscilací kolem sprévn~

ho fešení ztratí proces stabilitu a začne divergovat. Tato numerické ne
stabilita bývá způsobena vazbou mezi jednotlivými stupni volnosti (péso

vosti matice tuhosti). Metoda je velmi jednoduché, ale její konvergenci
č~sto nelze předem zaručit ani předvídat.
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11.2 u Newtonova-Raphsonova metoda

Liší-li se řešení q. během i terací od správného I'ešení 1* rovni
ce (11.2), nemůže být rovnice (11.2) přesně splněna. Po dosazení přibliž

ného řešení cr do této rovnice zůstane nenulová zbytková síla

c == \~ (q,) q - f

Tato nevyvážená síla je zřejmě funkcí i . Po k -té iteraci bude přeBn~

řešeni dáno vý~azem

(11.6)

k
Přirůstek A~ však dosud neznáme. Výraz (11.6) dosadíme do (1105)

a rozvineme v Taylorovu řadu kolem ~~

Zanedbáme-li malé veličil\Y vyššího než prvního řádu, což můžeme, bude-li
\\ ~q'l II «~ zbude lineární soustava algebraických rovnic pro opravy

li Cl-It.. ve tvaru

Výraz

J (q,) ~

(11.8)

(11.9)

představuje Jacobiho matici. Např. pro tři stupně volnosti bychom roze
psánim (11.9) dostali

J(q) =

'Oe1/~q,i

'O l.,,/ ~q,1

'O 1:3 {1Jq,1

Ut:.,/?Jq'l.

.ror.1..lroq~

Vl3 !Vq1

rv ~-f /Vq.3
ro l~/{)q3

7J ej I '043

(11.10)

Čtenář jiste pochopil, že hornim indexenl { v.yznacuJeme iteraci a nikoli

snad mocninu. Typický člen Jakobiho matice :J Lq.~) je
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(lL ll)

Zde rrv je ř,go Jacobiho matice. Posledni člen v rovnici <lL ll) je

obecně nesymetrický v indexech ~ ,j . Vynecháme-li je,j, dostaneme

misto (l1.8)

(11.12 )

a po dosazeni z rovnice (11.6)

(1L13)

Cdtud dostaneme

Rovnice neplati pfesně, takže jejím fe§ením nedostaneme ~~, ale

tj. (1L+'l)-ní iteraci. Bude tedy

(11.15)

To je však rovnice (11.4). Vynechánim nepohodlného druhého členu na pravé

straně (11.11) přejde Newtonova-Raphsonova metoda v metodu postupných

aproximací z odst. 11.1.

Zůstaneme u metody Newtonovy-Raphsonovy. Z rovnice (11.8) vypočteme

opravu

(11.16)

a z rovnice (11.6) dostaneme novou, zpřesněnou hodnotu

It-ti (~t1)
S touto hodnotou vypočítáme Jacobiho matici J .", J Cl- , vektor

zbytkových sil ~ (q. lL
t

1
) a z rovnice (11.16) novou opravu tl.q,kt~

Pak už bude CI- 'u'l. = q,~t1 + t. q."t1 atd., až bude \1 tll <: E (E. je

zvolené malé číslo). Tehdy by mělo být také II t.q II zanedbatelné. Je-li

tornu tak, iterace konči.

Postup výpočtu demonstrujeme na obr~ 27 pro jednu proměnnou. Funkce

\< (<tj q. je zde konvexni. Na. obr. 28 je týž postup, avšak pro konkávní
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K(q)q

q

k3o

*tT

q

K(q)q

1
q

2
q

o
q q

*cr

o 2

o *q > q

3

funkci~ Newtonova-Raphsonova metoda konverguje obvykle rychleji a je

stabilnější než metoda pí'limých iteraci z odste 11 .. 1.
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K(q)q

Obr. 28

11.3. Metoda tečné matice

q

o 1 2 3 k

U materiálů, jejichž odezva na dané namáháni záv~Bi také na historii
zatěžování, je tfeba rovnici (11.2) feěit pro odstup~ované zatíženi.
Tehdy bude v prvním pfiblížení
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(11.18)

Rczepsánim do složek dostaneme

(11.19)

čili

Levá strana rovnice (11.19) vznikla diferencováním t -tého řádku vektoru

t k: (CťJGj. )( t,j. výrazu ~ h J"Ch • Matice

je tečná matice tuhostio Hranatá závorka znamená, že prvky uvnitř závorky

jsou sestaveny do čtvercové matice (index {; vyznačuje řádek, index j
sloupec matice). Vynecháme-li v rovnici (11.21) na pravé straně druhý
člen, dostaneme sečnou matici tuhosti k.(q,) ~rovnej s rovnici (11.2)J <7

Srovnánim (11.21) s (11.11) zjištujeme, že tečná matice (11@21) je totožná

s Jacobiho matici (11~9). Iteračni proces je tedy obdobný procesu popsa

nému v odst. 11.2.

Význam tečn~, popf. sečné matice jsme již dfíve objasnili v aouvis
losti s obr. 16. Mají-li zobecněné sily potenciál, tj. existuje-li

funkce U zobecněných posuvů taková, že t~:::' oU j'Oq'l ,je tečná

matice vždy symetrická; sečná matice však taková být nemusi.

11.4. Metoda počáteční tuhosti

Až dosud jsme musili v každém iteračním kroku znovu řešit celou
soustavu rovnic, tj. vypočitat bud sečnou nebo tečnou matici tuhosti

a uskutečnit její faktorizaci, což jsou náročné početní operace, Tomu se

lze vyhnout, nahradíme-li matici tuhosti v každé iteraci její počáteční

hodnotou, tedy maticí vypočtenou z nulté aproximace q" . Misto rovnice

(11.16) dostaneme

(11.22)
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V t~to rovnici lze Jakobiho matici J
ci k (l}) , takže pak

popřipadě nahradit sečnou mati-

(11.23)

Rovnici (11.23) m~žerne porovnat s rovnici (11.12)~

Naznačeným způsobem se ve všech iteračních krocích kromě prvniho

ušetří výpočet i faktorizace matic tuhosti, ale zpomalí se konvergence,

takže je nutný větší počet iteračních krokůe Cesto je vhodné kombinovat

oba postupy, tj. po určitém počtu iteraci vypočítat novou matici tuhostiQ

Postup výpočtu pro jednu proměnnou je zřejmý z obr. 29.

K(q)q

o
arctg K(q )

q

Obr. 29

11.5. Metoda největšiho spádu

Soustavu nelineárních rovnic v implicitním tvaru {i (X1) )(11'·') x",)::Q,
(, = 1, 2, " •• , fYV , můžeme zapsat jako jedinou rovnici

rn,

{U.)"=' [~~ (Xl J )('1-1·" J Xm,)
(=1

o

Je to skalární funkce f vektoru X = t ~1 )('1. ." )(1\1,] T • Řeši t pů-
vadni soustavu rovnic znamená tot~ž, jako nal~zt minimum funkce ~ = f(~)

Toto minimum je zřejmě nula. V jiném, obécnějším případě to nule nemusí býto
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K minimalizaci funkce ~ = f(x) lze použít metody poněkud odlišné
od dosud probíraných. Funkci t = f ()t) si lze znázorni t v (tl\, + l)roz-
měrném prostoru jako plochu. Pro ~ = 2 je plocha zobrazena na obr. )0

Obr. JO

Diferenciací rovnice b = t ()() dostanelne

(11.25)

Levou stranu t~to rovnice si lze pfedstavit jako skalární součin dvou
vektorů, a to vektoru

- ....
a vektoru dt ,1ežicího v tečné rovině

T
(-1) J (11.26)
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~

Je to diferenciálni vektorový přírůstek polohového vektoru OP • Jde
vskutku o vektor v tečné rovině, nebot body o souřadnicích ( Xť + dXť

"! + etc ) také splňuji rovnici 1: = f(x) ; jsou tedy rovněž na této

ploše, avšak v nekonečné blízkosti bodu ? o soufadnicich ( Xť ,~ ).
Tři takové soumezné body, pokud nejsou kolineární, určují tečnou rovinuQ

Př'i tom t = 1, 2, "lil.' f't\,- $

Zopišeme-1i tedy rovnici (11 0 25) ve tvaru skalárního součinu

usoudínle ihned, že vektor ňt ~je vektor norrnóly k ploše t = fCx) v bo
dě l' (obr. JO),. V průmětu do rovin.y l = O se tento vektor jeví jako

norrnála k vrstevnici ve směru největšího nárůstu funkční hodnoty; normála

k vrstevnici má složky ~f/~~i o Podle (11~26) totiž dostaneme

-,.
Vektor V t gradientu funkce f je v M.. -rozměrném prostoru, kdežto

vektor ~ je v ( ~ + l)rozrněrném prostoru. Změníme-li znaménko (a tedy
~ --lil'

s~ysl vektoru), dostaneme vektor AL = - V i(x) ve směru největšího

spádu~ Snadno nahl~dneme, že vektor xt je průmětem spádnice tečné ro

viny v bodě P 4& Představuje-li bod l' ( 'X~, t:-) na dané ploše k -tou
aproximaci řešeni, bude zřejmě výhodné postoupit z tohoto bodu při hledá-

ni minima funkce t(X) ve směru největšího spádu, tj~ zvolit ( k + 1)ni
aproximaci

Zde o<. t-;e dosud ne známý parame tr. Zvolíme jej tak, aby funkce ~ = fCx)
nabývala minima. Musí tedy být

Rozepí$eme-li funkci t: = Jlx.t
- r::::J... \) t) v Taylorovu řadu kolem bodu

o souřadnicích ~~ a zanedbáme-li v této řadě členy s třetí a vyšší

mocninou o( , vy jde z podmínky (ll. Jl) výraz
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(11.]2)
~ t (rot.+ ;VXc OJ(i)(~f nY.~ )Coí tOXi)]
{hl

Parciálni deri vace vyhodnocujeme v bodě X k.; {, i = 1, 2, ••• , (11....

Dostaneme nový bod o souřadnicich

~t1
Y. (11.33)

a v tomto novém bodu můžeme vypočítat nový gradient, pak vyhledat další
zpřesněný vektor X~+~ atd. Nevýhodou této metody je, že musíme počítat

první i druhé parciální derivace.

11.6. Metoda sdružených směrů

Je-li plocha t: = f(~) dostatečně "rozumná", lze ji v každém bodě

nahradit oskulační plochou druh~ho stupně, která ji v okolí tohoto bodu
nahradí. Je-li tento bod v blízkosti minima, má tato kvadrika s danou

plochou minimum téměř společné. Zdá se proto, že nejrychleji povedou

k cíli metody, které najdou minimum kvadratické funkce s nejmenším počtem

kroků. Ukáže se, že tento počet kroků s~ rovná počtu proměnných ve vekto
ru ~ B jen výjimečně je menši.

Necht má funkce 1(~) celkem ()t, proměnných, tj. ~ =
= t X, 1 ~1.' ••• , ~% J T , a necht nabývá minima v bodě.fv V okoli to-
hoto bodu ji rozvineme v Taylorovu řadu

Protože jde o minimum, je matice A symetrická a pozitivně definitní.

Zanedbáme-li členy třetího a vyššího r"'ádu, dostaneme rovnici oskulačni

kvadriky v bodě fv

Jeji gradient je

(11.35)

Cl- (~) (11.J6)
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Je nulový v bodě Y... == ~

Označme ~ -tou iteraci

kde funkce f ex.) nabývá minima 1(~)
~~ a také

Z bodu ~t postoupíme do bodu ve směru
ť.r ,takže bude

/"'\1 k:
~ Zde ~ je dosud neurčený parametr. Směr

aby platilo

(11.38)

p~ volime tentokrát tak,

Bude tedy kolmý na gradient funkce f Cx) v novém bodě ~ ~-H •

Opakovaným použitím vzorce (11.38) dostaneme pro

'h-1

y"ft\. -= j(, i+ 1 i- L ct.~ tJ k

~ =J-f1

()t. -tou iteraci

(11.40)

pro všechna § z intervalu O 6 ď ~ m,-1 • Z rovnice (11.36) pak

dostaneme, že

(11.41)

(11.42)

Vektory v této rovnici transponujeme a zprava znásobime vektorem ~j
První člen na pravé straně se bude vzhledem k (11.39) rovnat nule. Zbude

1h~1

= [. cX.~(pklA 'Pi
~ :J-\1

hO, h 1 , 11'2.. 1\1't\-1Vektory r r r' ••• , r zvolíme navzájem sdružené tak, aby
byly A -ortogonální, tj. aby platilo

(11.43)
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Potom

Protože vektory ~o , f'1 , ... , -p""-1 nejsou lineárně závislé, tvoři
vektorovou bázi v NV -rozměrném prostoru$ Rovnice (11e44) pak může být

splněna jen tak, že

Z rovnice (11.36) a (11.45) pak dostaneme

čili

(11.46)

To tedy znamená, že se po ~ iteracích dostaneme do bodu minima. Říkáme,

že metoda je kvadraticky konvergentní. Minima dosáhneme po nv krocích

nebo i dříve, nebudou-li ve zvláštním případě všechna ct~ různá od nuly.

Vzniká otázka, jak může platit tento závěr, když jsme dosud neurčili

hodnotu ~~ v k -tém iteračním kroku. Tato hodnota je však určena pod-
mínkou (11.39), která může být splněna jen pro určité ~k • Ozřejmi to

~ ~t1
obr. 31, platný pro dvě proměnné. Z bodu ~ postoupíme do bodu X ,

k
P

k
X

Obr. 3;1
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který musí být na přímce Pll. tečným bodem vrstevnice plochy c =

= f( )(1\ )(1.) • Na rozdíl od metody největšího spádu nepostoupíme dál ve

směru záporného gradientu - Ci} k+1 ,ale ve směru sdruženém k ~'c
tj. ve směru p~~i o Ten nás zavede rovnou do bodu minima (do středu

elipsy) CI Protože šlo o kvadratickou plochu nad rovinou >'1 , '><'2.. ,

dostali jsme přesné řešeni pouze ve dvou krocích. To platí pro kterékoli

sdružené směry; je tedy jedno, jak první směr zvolíme. Není-li plocha
kvadratická, je třeba více i teračních kroků než fYlJ •

1107e Metoda sdružených gradientů

Sd Ž é ě b tk aby @srněro/)t+1 bll"íkb'íru en srn ry vy ereme a, ~ I' Y lnearn om lnac
směrů f , p~ , ..... , ~t a gradientu ~{~1 a aby byla přitom

zachována A -ortogonalita (11.43). Tento postup vede k jednoduchému
výsledku

kde

I I}ú~ Ioz.

-==
I qť lil.

Podrobnosti obsahuje lit. /8/ a /13/. Za první směr se zvolí záporný
gradient, tj. 'PO = -S}0=-~, (y,0) kde /(0 je startovní bod.

Zbývá otázka, ~jak prakticky stanovit hodnotu o< lL v rovnici (11.J8) I)

Označme

Tato funkce by měla nabývat pro nejvýhodnější hodnotu o( minima, tj 4'

mělo by být

To tedy znamená vyřešit rovnici

roxT 'Of
-= ----'O C{ rox
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čili

Jedna z několika možností je odhadnout velikost f(~) v rovnici

(11$35) a s použitím (11.J6) odtud vypočítat

To však podle obr. 32 znamená, že

a od tud

\<CXp

--

Obr. ]2

Tato hodnota není přesná, protože byla odvozena z odhadnutého minima

f(~). Kromě toho bod, v němž nastává minimum, zpravidla neleží na
přímce -pk. (obr. 32). Hodnota c{k. vychází proto často větší než je

třeba. Doporučuje se proto použít vzorec (11.55) jen tehdy, vyjde-li
c<.~.( \\ -pt II (euklidovská norma vektoru ~I!. ) j jinak zvolit 0(" =

= \lp~l\ • Nyní se vypočtou funkční hodnoty a první derivace podél přím-

ky pt v bodech >(k , Xk. +()(}-rl ,Xk.~ I).()l"~k., X\!.+ lfotlLpk. atd., až se

podaří ohraničit minimum do intervalu (Cl, b ) ,v němž budeme znát

t Ca) , r..' Ca.) ,t.(ťr) ,1-' l ~) • Koncovými body intervalu s danými

funkčními hodnotami a derivacemi proložim€ kubickou parabolu (obr. 33),
která aproximuje skutečný průběh funkce na tomto intervalu, a najdeme
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z'(b)

~

z(b)

zla)

a t

Obr. 33

b

zpřesněnou hodnotu t určující bod :X. ť.+l
kterou nabývá kubická funkce minima. Vyjde

z intervalu (a, {,.> , pro

"t' U,.) + 'tl!" - "f
----=-.- ({,..-o.)
i (~) - jl;' (C\.) +- '1. 'W

(ll. 56)

kde

2(Q) -r.l~)
+ 2-.' ( tl) + ť:' ( ťt-)

{,--Cl

(ll. 58)

Podrobnosti obsahuje práce /9/, kde je však použito jiné označeni veličin.

Naznačeným postupem se vyhneme výpočtu druhých derivací, které vstoupily
do vzorce (11.32). Jiná metoda je popsána v práci /10/.

Poznámka. Existuji i jiné, velmi účinné metody, které zde už nebudeme pro

birat. Např. kvazinewtonské metody /14/, které obcházejí nutnost opakovaně

počítat a invertovat Jacobiho matici v rovnici (11.16), nebo řešení sou

stavy rovnic prvek po prvku /15/, vhodné pro metodu konečných prvků.

"Přehledovýčláneko num~rických metodách napsali C. HOSCHL a M. OKROUHLÍK:
Numerical metods in mechanics of solids. Strojnícky časopis 48 (1997). Part I, 3, str. 145-161,
Part II, 4, str. 217-247."
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