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Za modelovdni povaZujeme v této publikeci 1dealizsci geometrickych
a fyzikélnich vlsstnosti konstruk&nich ¢ést{ nebo celych konsirukci tak,
sby Jjejich chovédni v provozu bylo moZné metematicky popsat s nakonec i
predvidat. Soustredujeme se predevdim na modely vhodné k numerickému ¥e-
Seni{ Uloh z mechaniky poddajnych té&les na &islicovych poditadich,

V publikaci se uvddé&ji{ p¥iklady FfedSeni kmitajfcich soustsv metodou
koneénych prvkl, diferenénf{ metodou i metodou strukturnich elementd
(s pouZitim moddlnfho rozkladu). Probiraji se vybrané metody numerické
integrace vhodné i k Feseni nelinedrnich \dloh. Vhodnost nékterych modelt
k fedeni dloh z nestacionérni dynemiky a rédzovych d&ji se posuzuje z hle-
diska jejich disperznich vlastnosti. Na nich totiZ zdvie{ zkresleni{ &{F{-
cich se deformadnich a nap&fovych vln. Jinym kritériem vhodnosti modelt:
je dobra podminénost soustavy rovnic, na ni% zévisi dosaZitelnd piesnost
pfi poditéni s nelplnymi &fsly. Uvédé&ji se priklady &asstych chyb pfi for-
mulaci dloh ze stetiky a z dynamiky.

Periodicky uspoifédeané konstrukce lze nehredit elasticky ekvivealent-
nim kontinuem. Tim lze pomé&rné snadno ziskat obraz o celkové deformaci
konstrukce, aniZ se pfihlfZ{ k deteilnim deformacim jednotlivych komponent.

Reologické modely byvaji velice uZitedné pii sestavovéni konstitutiv-
nich rovnic popisujicich chovéni materidlu v urditém oboru stavovych ve-
li¢in. UkéZeme, Jek lze tyto rovnice, odvozené pivodné pro jednoosou
napjatost, zobecnit na pripad prostorového naméhéni,

Posledni kapitola se zabyvé fenomenologickymi teoriemi podkozovéni
materidlu v mikrostruktuie. Uvdd{ se piiklad popisu po8kozeni mikrostruk-
tury kovovych materidld vytvdf¥enim kavit dWdinkem dlouhodobého naméhéni
za plsobeni vysoké teploty.

Vyklad je dopln&n devatendcti Fedenymi ilustrativnimi priklady.
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(asto musi bloudit,
kdo z podoby chce o povaze soudit.

William Bhekespeare
Perikles, II.2, Simonides

PREDHLUVA

Jsme agvé&dky bouiflivého vyvoje &islicovych podfitedl, jejichi vykon-
nost z4vratné stoupd skoro tak, jak ceny politac(i klessji, Pro znalce
exsktnich v&d, k nim¥ pat?fi 1 mechanika, se tim otvirajf{ zcela nové, dfi-
ve netudend obzory pozndni s splikecnich moZnosti. K poznévan{ reslity
Je viek nutné umdt tuto realitu transformevet do sbstraktni podoby vstup-~
nich dat a algoritmi a umét pesk vystupnf dste interpretovat opdt ve vzte-
hu k realité, Tomuto uméni budeme Fiket modelovéni.

Nebudeme se prit o definici tchote slova, kterd ostetn® nemiie byt
jednoznaéné. Rikd se, %e Josef Véclav Myslbek potfeboval pro préci na
.sofia sv, Véclave jeko model Zivého kon&, Byl tente kin modelem pro sochu,
nebo je soche koné modelem skute&ného, Zivého koné? Portrét byva malovén
podle Zivého modelu, tedy podle skutefnosti., Avisek napi,. Lengweilillv model
“Prahy Jje uméleckym, ideelizovenym dilem, vytvofenym podle skutednoati.
slovo "model® je zde tedy vzteZeno nikoli k pitedloze, ale k uméleckému
dilu, & tek otédzke, zda je model idealizovenym obrazem skutednosti, &i
zda je tomu prévé naopak, zlstévd nezodpovéditelnd, esi jako nelze jedno-
znadné 2z primé&tu krychle ne obr., 1 soudit, zdes Jje bod A vpfedu a bod B
: vzadu, nebo naopek. Aby véak nedodlo
k omylu, budeme za model skutefnosti
poveZovat takovou jeji sbhstrakei,
kterd zachovédvd jeji podstatné vlsmst-
nosti a zéroven umoinuje Jej! mate-

matické zpracovdni. Zpravidls je
k tomu tfeba ideaslizace geometrickych
‘ a fyzikdlnich vlsstnosti (fyzikdlni

model) a jejich matemstického popi-
su (matemeticky model). Zjednodusie-
ny model nemiiZe mit oviem vSechny
Obr. 1 znaky a vlastnosil mnohem sloZitdjs{
akutetnosti, e tak odpovéa, kterou



ném poskytuje na kladené otézky, miZe byt jen pribliZné. Mira piibliZnosti
zéleZ{ na tom, zda model vystihuje sprévné ty vlsstnosti, které jsou

z hlediska praveé FeSeného problému podstatné. Modelovéni je tedy i

v exakinich védéch v jistém smyslu uménim.

Modely vhodné k snalytickému FeSeni, o n&Z se sneZi klssickd mecha-
nika, byveji{ pro numerické redeni nevyhodné, Vysledky ziskené numerickym
FeSenim byvaji kritizovény stoupenci klasické mechaniky, protoZe jsou
nepfesné a mirs nepiesnosti nebyvé vZdy znéme (zejména v nelinedrni me-
chanice) & protoZe nejsou dost obecné. Skutedné, numericky lze red8it jen
konkrétni, numericky zadané ilohy, zeto v38ak mohou byt velmi komplikované
a rozsshlé, pro snalytické Fedeni{ nevhodné. Spor mezi zasténci enalytic-
kych metod a numerickych metod se dnes Jjevi skoro Jjako genera&ni spor,
ktery se v8ek zsklédd ne nedorozuméni, Analytické metody Jjsou nutné
k pochopeni logické stavby mechaniky a vSech vnitfnich souvislosti. Nu-
merické metody jsou nutné k refeni sloZitych uloh prexe, zejméns téch,
pro néZz se metody klasické mechaniky nehodi, nejsou dost efektivni nebo
se z prektickych diivodd nedajf aplikovat, Analytické a numerické metody
se proto dOplﬁuji e nelze zstrscovet jedny na ukor druhych. Nesprévné Je
i tvrzeni, Ze snalytické metody jsou néstrojem zékladniho vyzkumu, kdeZto
numerické metody patf{ do sféry aplikovaného vyzkumu. VZdyf prévé jen nu-
merické experimentovéni vedlo k objeveni n&kterych zékladnich fyzikélnich
jevi, které nebylo dfive moZné ani vysvétlit, ani uspokojivé popsat
.(fraktaly).

Pro technickou inteligenci maji{ ov3em numerické metody mnohem vét&i
pritaZlivost, NevyZaduj{f totiZ tak hluboké matematické vzd&léni jJako
dpickové metody analytické. ProtoZe moderni poditale vybavené namnoze
grafickymi termindly usnadnuji interpretaci vysledkl, ziskdvé Fesitel
numerickym experimentovénim obdobnou zkuSenost juko experimentétor ve
fyzikdlni laboratofi, ale ziskéavd ji vété&inou rychleji e lecin&ji. Zd4
se, Ze nade 8koly, prestoZfe v ufebnich plénech reforme stihéd reformu,
nestad{ na tento vyvoj pohotové reagovat., P¥i&in Je mnoho a nebudeme se
jimi zabyvat., Vedeni vdak timto poznatkem, zsméfime se piedevd8im na tvor-
bu fyzikdlnich a matematickych modelt vhodnych k numerickym redenim loh
z mechaniky.

Je samozfejmé, Ze se uméni vytvdret uspédné matematické modely k fFe-
Senf sloZitych dloh praxe lze nsudit jen z vlastni zkuSenosti. Pouh4
teorie nestadi, asi jako se bez bicyklu nenaudime z Zédné pFfirucky jezdit
na kole., Proto jsme vykled doprovodili mnoha pi¥ikledy, které vnimsvého
ttendfe, jak doufdme, povzbud{ k sktivnimu promysleni létky a k dald{
samostatné prdci. Nechf je pritom pamdtiiv, Ze se ten, kdo nechce p#i



pozndvani reality bloudit, nemliZe spokojit s vn&j3{ podobou utvéienych
modeld, ale musi promys8let i jejich vnitini, pfi povrchnim pohledu skry-
té fyzikdini s matematické vliastnosti.

Dékuji pracovnikdm Domu techniky ﬁSV’TS, zv148td Ing., Vledimiru
Véclavikovi, za obé&tavou préci spojenou s usporfédédnim tohoto kursu.
V3em jeho ulastnfkim preji pFi studiu a pFi praktickém uplatnovéni
ziskanych poznatkl plny uspéch,

Cyril Hoschl



1. PRIKLADY VYTVARENS MODELU PRO PRUZNA TRELESA

Skutedné t&leso si zidealizujeme nepfiklad tak, Ze budeme pFfedpo-
Klédet spojité rozddleni hmoty v objemu V uzavieném povrchem S .
Pro materidl bude platit Hookelv zédkon. Pom&érné deformace, tedy i par-
cidlni derivace posuvl podle soufadnic budou v absolutnf hodnot& velmi
malé, Tek jsme dostali fyzikédlnif model pruZného kontinua.

Zvolme v ném kartézské souradnice X, , ¥, , X5 . Nechf mé& obecny
bod P v dase t = O soufednice ¥y, ¥, , Xy « To vyzneiime tekto:

P (X, Xo, X3 ,0) nebo struéngji P( x¢, 0); ¢ =1, 2, 3. V &ase
t > 0 bude tento bod v posunuté poloze P'( X 44k, » ¥+ Uy » Xgt ks s +)
nebo strundji P'( x¢+ug, t) . Zde Ui = g (% Xy » ¥Xa » £) =
= Al thl-&\ zna&i posuvy bodu P . Jsou funkcemi sourednic vychozi po-
lohy bodu P & Gssu. Funkce 4U¢ dL;[Ku,E) popisujf pohyb kontinua.

Jgou=1i tyto funkce zndémy, lze z nich parcidlnimi derivacemi odvodit
slozky symetrického deformadniho tenzoru

TR T 1 . .
ek (3010 Pl O

V matici [ Egj] Jsou na diagondle pomérné prodlouZeni a mimo disgonélu
poloviéni zkosy. Z Hookeova zékona pak dostaneme sloZky GE; nap&fového
tenzoru (rovnéz symetrického)
L) e (2)
Sy = Eqjee Eee
V rovnici (2) se séitéd podle opakovanych indexi hr,ﬂ , takZe na pravé
strané je celkem devét s&itancli. Zdkon (2) vyjedfuje linedrni vzteh mezi

slozkami deforma&nfho & nepéfového tenzoru. Omezujeme se tedy ne linedrni
elasticitu,

Jsou-1i sloZky objemovych sil oznadeny Pp¢ , plati - jek zndmo -
pro elementérni objem dV = dx; dy,dx, materidlu soustova t#{
pohybovych rovnic ve tvaru

Cierf + b =il (3)
Je-1i napf. { = 1, dd rovnice (3) po rozepséni soudtu podle indexu b

’0611 ?GM ?G’aq .
DYy * (BX1+ D¥%s +p1 :Q)U.f

¥) Zasvéceny ¢tendf poznévd, Ze jsme volili Lagrangeiv zpusob tohoto po-
pisu (viz nap®. /1/).
& Q) -

*®)



Pro neznémych patndct funkef (t¥i U , 3est E£if , Best Gca' ) méme tedy
patndct rovnic (Zest algebraickych rovnic (2), 3est parcidlnich diferen-
ciélnfch rovnic (1) a t#i parcidln{i diferenciélni rovnice (3)). K nim
pristupuj{ potdtedni podminky pro posuvy a rychlosti (pruhem oznelujeme
dané hodnoty)

Abe (e, 0) = e (%) A (X, 0) = {_,Lt.‘/(x;] (4)

a okrajové podminky pro nap&ti

Gy (P E) = E;; (% t) Pe Se
U (PE) = 4 (P¢) PeSu
SeNSg =0 Si Uigoe 8 (5)

Najit FeSen{ t&chto rovnic je udlohou klaesické teorie lineérné elas-
tickych t&les. Rovnice (1) a% (5) predstavuj{ matemeticky model pro toto
reSeni. ProtoZe posuvy jsou obecn® v ka%dém bod& jiné a bodd je v t&lese
"nekone&né mnoho"”, méA dand dloha nekone&n& mnoho stupnd volnosti. Nume-
rické reSen{ v8ak nemiZe poskytnout nekone&n& mnoho vystupnich hodnot,

a proto je nutné pro numerické FeSen{ pofet stupnd volnosti omezit.

MiZe se to stét napif{klad tak, Ze funkce {Lc(_xu.‘b) nahradime
pfibliZné linedrni formou vybranych parasmetrd, kterou utvoiime s vhodné&
volenymi funkcemi soufadnic jakoZto koeficienty této lineérni formy. Pa-
rametrd bude pritom konedny polet. Abychom ziskali piehlednd j31 zépis,
sestavime nejdifive posuvy 4%¢ do vektoru

Uy
fw) = {up= Lulxed)l (6)
Uy

a pek napifeme v maticovém tveru tuto aproximaci:

{u (e D)) STAx) T {g ) )

Matice 1Al obsahuje zvolené bdzové funkce sourednic X« a je typu

3 Xn . Vektor {q} obsahuje zvolené volné (dosud neznémé) parametry
G+ Gy » +e++y G, které jsou funkcemi &asu. S aproximaci (7) dosta-
neme podle (1) i aproximaci pro vektor pom&rnych deformac{

= 10 =



{e} = [ g4 €1 €y 261 1En lEM]T (8)
ve tvaru

e, Y = [B(x)){g )} (9)

7Z rovnice (2) vypolteme
{e) =TET{e} (10)
kde
§6) =[Gy Gy G, Gw S Gul' (11)

Horn{ index T zna&{ transpozici matice. Matice [ E] je symetrické.

K odvozeni pohybovych rovnic pouZijeme Legrangeova varia&niho prin-
cipu. *) 7méni-1i se {q-l.l:ﬂ v zastaveném &ase o {Sdr (£)} , zmént
se vektor { €(X., t)} o { 8e (%, t)} a vnit¥n{ sfly vykonaji virtudl-
ni préci

VLBl slon - (g) JLRTTE BIN (g} 2

Objemové sily {Pl vykonaj{ virtudlni préci

[ 6u)tprou = (517 { IATCpT ay (13)

v

a povrchové sily {—@-}

(oY (FYas - iSq]TS[m’{%]ols (14)
S S

ProtoZe posuvy Jjeou na &ésti su. povrchu pfedepsény, je jejich variace
nulovéd. Nap&ti plsobici na Su_ proto nekonaj{ Zddnou virtudlni préci.
Setrva&né sf{ly maj{ povahu vndjsich objemovych 8il (ve emyslu d ‘Alembertova
principu), takZe pro n& plat{ [obdobn& k rovnici (13)J

_§{Su]T@ {dlav = - {51 (QUATTIATAV (4} (15)

*¥) V pedrobnostech odkazujeme na literaturu /2/,

=171 -



Virtudlni prdce (12) vnitfnich pil se musi rovnet souétu virtudlnich
prac{ (13) aZ (15) vnéjiich eil, takie

£54 [K11laY = (5q1 (51- (B Y IMILGY e

kde

S (83 (ellelayv je matice tuhoati
v

K1
™M

&Q [A]TU\] dv je matice hmotnosti
¥

4y = SU\]T{-F,} AV + g[H]r{@"] AS je vektor vndjsi{ch zobecnd-
nych sil v S

Protofe rovnice (16) musf platit pro jakékoli i,6¢3 , musi byt
M1{g}+Tkl{al= (£} (17)

Parametry ¢, Qos sees Gn tvofi vektor iq,} zobecndnych posuvi.
Joou to nyni jediné nezndmé funkce &asu, kterd urdime z rovnice (17).
Méme tedy pouze " stupnd volnosti, Matematicky model (17) se proto vy-
born® hodf{ pro numericky vypotet. Nahrezuje matemsticky model kontinua
{rovnice (1) a% (5)). Okrajové podminky jeou ji3 v tomtc modelu obsa¥eny,
-pokud témto podminkém vyhovuj{ zvolenéd bhAzové funkce. Nemusime se tedy
o n& jiZz starat. Poldteéni podminky se tykaji{ pouze zobecninjch posuvi
@;(O) a rychlosti 44(9); uplatnime je pii integraci pohybovych
rovnie, co? ukdZeme v 5. kapitole.

Vzhledem k (7) miZeme vypoditat rychlost ")

{ul -1al{4} (18)

a2 3 jeji pomoe{ i kinetickou energii télesa

T = e iitay = £ 11 o LATTIAIAV {4} -

¥

- 4141 TM 1G] 19)

»} 2a predpokladu, Ze metice LA] nezéviai nm zobecn&njych posuvech, To pla-
t1, pekud jsou posuvy malé. O tom, jak postupovat, nejsou-li posuvy mald,
zminime se v 9, kapitele a v p¥ikladu 16.

- 12 -



Podobn& vypolteme deformaZni energii

U-iftereiav - {q) {re1Tte1lelavig}-

¥

=1 {1 IK1{5] (20)

Jsou to tedy kvedratické formy s maticemi L™M1, popt. [ K] . To znemens,
%e prvky 7“{7 matice hmotnosti, resp. prvky k@j matice tuhoati miZeme
vypeditat také ze vztahl

N U
Me = —pr——me L Ml (21}
6% ! 9; %94

Tohid vyulijeme v nédsledujfcim p#ikladu.

Prikled 1

Nehradte soustavu prufnédhe, prostéd podepifenéhe nosniku 8 hmotoﬁ za-
vé3enou na prufind podle obr, ¢ systémem se &tyfmi stupni volnosti.
‘Najddte umtélend kmity tohoto systému ze periodickéhe plsobeni sily

F - F Alnwt .

Obr. 2

- 13 -



ReZen{i

Pro prihyb noeniku zvolime aproximaci vyhovujici okrajovym podmin-
kém

A < LY . UBIR'S . K)ig't
W) = Quaim =g tGodim =g + Qa dim —f (1.1)

a posuv hmoty zav&Sené na pruiing zvolime za souradnici ¢, . V3echny
prihyby & posuvy méf{ime od rovnovdZné polohy.

Bézové funkce v rovnici (1.1) jsou tFi vlastn{ tvary volného kmité-
n{ odpovidajic{ t¥em nejniZ&im vlastnim frekvencim. To znamend, Ze jsme
volbou aproximace (1.1) potladili vy83{ frekven&ni sloZky v nosniku
(vy381{ ne? tfet{). Vlastn{ tvary kmitd jsou popsdny rovnicemi

. XX S AE
Wy = Aim W = Aim, % Wy = Aim g (1.2)

takZe rovnici (1.1) miZeme zapsat také ve tvaru

WOO = GyWi + GoWe + Gy Wa t1e32

Funkce W¢ jsou ortogondlni, tj.

L
o& Wi Wj dx = 0 o ¢ #j (1.4)

V literatufe /4/ se dokazuje vztah (1.4) pro vlastni tvary kmitd libovol-
né uloZeného nosniku. DokédZeme, Ze plat{ i pro druhé derivace podle X
(ozna&ime je &4rkou)

L
OS w;' w,-“ dx =0 (027) (1.5)

Vzteh (1.5) je velmi uZite&ny pfi vypodtu deforma&n{ energie v kmitajf-
cim nosniku. Abychom jej dokédzali, integrujeme levou stranu per partes

¢

t t
A
oS wiw;* dx = [wiw ] "of wiw;"dy = - i w; w;" dx (1.6)
1]

= 14 =



Vyraz v hranaté zévorce je toti% nulovy pro jekékoli okrajové podminiy
na koncich noaniku {vetknuty konec, kloubov® podepfeny konee, volny
konec). Zopakovénim integrace per partes dostaneme

Lt g L ¢
oS W, wa-"o[x = ~Ew.;w§“]o + S\.\J.;,\\Ja'woly. = 5 W VJa‘de (1.7)
It 2

Kdy% de (1.7) doeadime z diferenciéln{ rovnice pro ohyb nosniku (9.1)
wa_w= [w;-e S$/(ETY] Wj s dQostaneme nakonec

¢ t
Sw.;"wz-'atu =konrt.[w¢w3-olx=0 (4%3) (1.8)
¢ )

Vztahy (1.4} a (1.8) tedy plat{ pro jekkoli uloZeny noanik, nejen pro
prosté podepfeny, u ndhoZ je platnost tichto vztahd evidentnf (vyplyvéd

z vlastnost{ goniometrickych funkeci). Fyzikdln& tyto podminky znsamenaji,
¢ mezi jednotlivymi vlastnimi kmity neexistuje 24dnd interakce. Vriatime
se nyni k dené dloze. Prdhyb nosnfiku v mist® X = £l | reap, % =3ely ,
vyjde ze vztahu (1.1) takto:

t
w{(5) = 4,-0s W(étf")“"\;_i"qd“ar“iﬁq” (1.9)

Kinetickd energie néhradniho systému Je )

.y € " P
T “%@9 (%ZOS Wy dhx 4 arfﬂ Wrctx 6[: { W}'a\z)+
1] o

4 ‘L
Mg, (1.10)
Potenciéln{ deforma¥ni energie vyjde
: lg? b we LA 21t
U =T €7 [gF (Tt alx +@1§(w8') ax+qp§(wi')ax]+
@ o

+ 13.\1 (qq-q1+ Fa)"

) PFi vypoftu T a ) vyu#ijeme ortogonality (1.4) a (1.8).

- 19 -



Matici hmotnosti, resp. tuhosti, vypo&teme z rovnic (19), resp. (20).
Bude

My = QS j‘w}ax = 5@SL = 4m

‘mu=Q§vSlwf'd.x =308l =%m .

m3=QS (wiax = oSt = 4m .12
Myy = M J

Zde M zna¥{ hmotnost celého nosniku, M hmotnost zavéSeného t&lesa. Mi-
modiagondlni prvky matice hmotnosti jsou nulové. Ddle méme

L Y
Ly = €3 ) (whax sk = o BT+ K

t 17y
by, = ET S (W) dx = -—r:, EJ

e . " (1.13)
l¢33='E-J 05 (wa") dl“'k’WEJ-t-k
k‘lq_—'h qu=.l{_,|,“‘=-k
tl’s’kﬂ“"k kay = kyy = L

Cstatn{ (zde neuvedené) prvky jsou nulové. Zobecndné s{ly {71; vypodteme
z rovnosti virtudlnich praci

F Sw (%’) = 51 641"' ‘E"L 6¢L+ ‘&:';Sqq, + ‘F“SQq (1.14)

Variaci OW (32/y) vypotteme z druhé z rovnic (1.9). Porovnénim koefi-
cientd dostaneme

i
1 =ﬁ'F fo=-F

; (1.15)
’fs"ﬁjF by =0
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Rozepi{3eme-1i pohybové rovnice (17), dostaneme

» b

-;—_-m 0 0 0 ] fl;,
0 %.h'l 0 0 é}.'b
< > +

0 0 im0 | | g

L 0 0 0 M J . ‘:‘i"‘ /

-‘—;-:%m 0 v -k 1r G 1 (F/vL )

ITYED
¥ & : aﬁ} d " (1.16)
ax'es i T 116
¢ 0 e e '3 % FIVT
_"'lt. 0 k k‘J 4 qq‘ 4 0 ]

Je-1i nynf F = F Aimwt , dosadime za partikuldrni integrél vektor {9} =
= [5’” Amwt e dosteneme

[ xET 4 i ‘
e tkadm g v “k &
ARYET —
0 T -idm 0 0 G
3 r =
l-' —
-k 0 q‘%g&"g_u?m "2 e
-k 0 k k-wM | ) ‘T—qJ
R/
-1 & (1.17)
Fo /1
L0 J
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Z rovnice (1,17) miZeme vypolitat emplitudy é; a? ﬁ; ; nenf-li ma-
tice soustevy singulérni. Singulorits matice se vyznaduje tim, Ze se de-
terminant matice rovnd nule. To je pak frekvendni rovnice anrtéhu stupné
pro W® , kterd mé &ty¥i redlné kofeny, vlastni hednoty W¢ (¢ =1,

2, see, 4)o Je=1li W =Wy , je matice souatavy (1.17) singulérni a vy-
chylky q& rostou nade v3echny meze, To je pFipad rezonance,

Kdyby k noaniku nebyla zavéSena ¥%4dnd hmota, tj. kdyby nebyle zave-
dena souifednice Gy & k = 0, M = ©, byla by frekvenini rovnice

TE]
YK -} Wim 0 0
(1.18)
E*E;%l_!}.u}m D = 0
an'eJ .
0 0 s hum

Tato rovanice mé t¥i redlné kofeny

TE] Het ey p  9TYED
O e Wit TRE 0T T

To jsou viak - jak se dalo odekdvat - kvadrdty prvnfch t#{ vlieatnich
kruhovych frekvenci prosté podepfeného nosniku., Tentec vysledek potvrzuje
sprdvnost vfpoétu zobecnZnych (moddlnich) hmeotnoeti, resp. tuhosti,
umisté&nych na diagondle matice hmotnosti, resp. tuhosti.

Jak je zPejmé ze vztahu (1.)6), neni mezi druhym etupndm volnosti

a ostatnimi stupni volnosti 24dnd vazba (mimodisgondlni prvky jsou v dru-
hém #édku @ v druhém sloupei matie [MT, TW] nulové). To znamend, 3e
vybuzend druhd harmonickd slo¥ke v nosniku nezdvis{ na velikosti zavide-
né hmoty (na jej{ hmotnesti). Je to pochopitelné, nebof druhé harmonickd
sloZka md v mist® zavédeni hmoty uzel. Je-li W = Wi |, nastane rezonance,
Je-1i vdak W = W4 nebo W = Wiy | rezonance nenastévd, protoZe ),

Wi nejsou vlastni kruhové frekvence soustavy na obr. 2 {jsou to vlastin{
kruhové frekvence prostého nosniku bez zav&Send hmoty).

- 18 =



2, METODA STRUKTURNfCH ELEMENTU

Vrétime se jedtd& na chvili k p¥ikladu, ktery jsme prévé probrali.
Absolutnd tuhéd hmota byle zavéSena prostiednictvim pruZiny na prosté
podepreném elasstickém nosniku, jehoZ stupn® volnosti jsme omezili tim,
e jsme z nekonedné& mnoha moZnych ohybovych &ar vybrali jen ty, které
lze ziskat linedrni kombinac{i t¥#{ vlastnich tvard kmitu p¥{sludnych
ttem nejniZsi{m vlastnim frekvencim nosniku bez zavé&Sené hmoty.

Obecné& lze kaZdou ohybovou &éru nosniku ziskat superpozici vlast-
nich tvard kmitu, jichZ je sice spotetné, ale nekoneéné mnoZstvi. V uve-
deném p¥ikledu jsme z nich vybrali jen t#i. Rozklad do vlastnich tvard
se nazyvé moddlni rozklad, Nosniky (a podobn& i jiné pruty, desky &i
skotfepiny) lze 8 vyhodou matematicky modelovat uZitim tohoto moddlniho
rozkladu.

Rovnici (1.16) 1ze rozepsat takto:

mtthft == l‘t’»h G- Lk (0,1-%-%) + F /1

moi»'l.a;z =_k5§1q¢_F
s 22
My G == LogaGa + 4 (41-Ga~Gu) + F/7E 22)
Md;q = L’-(%"Qa‘@ﬂ
Tyto rovnice maj{ tvar
(23)

mein orn = Pn

kde zobecn&néd s{la pn predstavuje sloudené zobecn&né vndj3{ i vnit¥nt
(vratné) sfly. V nafem prffpad® je N =1, 2, ..., 4. Prvni t¥i rovnice
obsahuj{ modélnf hmotnosti ®

¢
mﬁn’egogwﬁtx\dx=%_q§z,i,~_m (24)
a moddln{ tuhosti
SE L n"rt"‘E]
L’*ef“ = Eju [Wn) dx = Y (25)

®) Ve &tvrté rovnici je Mgy = M .
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Predstavime-li s8i modélni hmotu zav&Zenou na moddlni pruzin& (obr. 3),
dostaneme pro ni kruhovou frekven-

ei Wn = h“fn | Megn . Proto

/ miZeme - zndme-li modélni hmotnost
a pfisludnou vlastni kruhovou frek-
k venci - pod¢{tat moddlni tuhost ze
ef n vzorce
Ko = W M (26)
efn n n
mef n of

Tohoto vzorce &asto vyuZijeme v né-
sledujicich piikladech.

Cbr. 3 Nabiz{ se moZnost sestavovat po-
hybové rovnice (23) s vyuZitim moddl-

niho rozkladu pro jednotlivé konstrukéni komponenty podle néjakych pev-
nych pravidel. Rovnice (23) obsahuji{ na levé strand derivace vidy jen
jedné neznémé. Lze je proto snadno integrovat, je-li tifeba, tedy i nume-
ricky, pirifem%f zobecnéné sily na pravé stran® mohou byt i nelinedrnimi
funkcemi rdznych zobecn&nych posuvidl., Maji-li pohybové rovnice standardni
tvar, lze k Jjejich integraci vyuZ{t standardnich procedur. Na této
my3lence se zaklAdd4 metoda strukturnich elementd (component element
method), podrobn& popsenéd i 8 vypoltovymi programy v jazyce FORTRAN
v publikaci /3/.

Zobecn&né sily Pn mohou obecné& zéviset nejen na zobecndnych sou-
faednicich qj , 8le i na jejich Zasovych derivecich, tj. na zobecné&ngch
rychlostech ¢¢ . Zévislost zobecn&nych sil na zobecn&nych rychlostech
souvis{ nejtastéji s tlumenim, o kterém jeme dosud neuvaZovali.

K usnadnén{ vypoltd soustav s nosniky pomoci moddlniho rozkladu uvé-
dime moddlni charakteristiky nosnikd v tab. 1. Prihyb v zdkladnim, tj.
nejni28fm modu je normalizovédn tak, aby se efektivn{ hmotnost podle (24)
rovnala hmotnosti nosniku. Napf. pro prost& podepieny nosnik je

Y
Wie = pim g (27)
a efektivn{ hmotnost vy jde
= S at gt. ¢ Ax = d ot =it
mapy = QS0 ook Tt = TSt = g md -

= 120 =



-ta-

Modé1lni charakteristiky 3tfihlych prizmatickych nosnikd pii

rovinném ohybu

Tab. 1

UloZeni{ |[Ckrajové podminky |Frekvenéni rovnice ne bModd1lni prihyb
konci ¥X=0 = n=1 n=2|{(zékladn{ mod)
volny - w's 0 G 50 C 4,730 [n=1: pohyb tuhého t&lesa
- volny . wafpleonhpl = 1 n=2: Coafbx + eoohpw -

wh=0 W' = -~ 0,285 ( Ain Px + 40w bx)

_ n
vetknuty W=20 w'=0 o 1 1,875 4,694 ¢on By - eoah by -
= volny w'=0 w"=¢ % - 0, 3344 [ Alm dx - smh ()
prosté w=29 w=90 3,142 6,283
podepfeny w'=0 w'=9Q JMW{EE =0 ik Aun 3x
vetknuty- | W =0 W= 3,927 7,069 | Coa(dx - eooh Py —
~-oodepteny| \'=( w"= J‘QM‘*Q*‘M =0 = 1,0008 (4lm by -stmh bx)
VEtknuty" W ‘_'0 w:o 4’730 7’853 cm&\‘_ - mhﬂx -
] \ m(szcmh*3e - 1 2 A )

-vetknuty W =0 w'=0 - 04815 [ Am Bx - s hBy)
Poznédmka:

3

_ «:.rEJc
= (S

@S L (nmotnost nosniku - skute&nd i modéln{ pro zdkladn{ méd)

(vlastni kruhovd frekvence)




Poloffme-1i My, = M , vyjde Q = V2 = 1,414, Je tedy
s . TR =
W, = {1414 Aiw T (29)

(srovnej s tab. 1).

Pi{klad 2

S pouzitim moddlnfho rozkledu navrhn&te pro soustavu znézorn&nou na
obr. 4 néhradni model se tFemi stupni volnosti. UveZujte pouze symetricky
ohyb nosniku.

k1 c,

Iy

Obr. 4

Re3en{

Prvn{ stupen volnosti bude posuv tuhé hmoty o hmotnosti M, . Druhy
stupen volnosti prisoudime svislému posuvu nosniku jako tuhého celku.
Hmotnost nosniku je ™M , Tret{ stupen volnosti tedy bude zékladn{ mod volné-
ho kmitén{ nosniku s ob&ma konci volnymi, popsany rovnici

Wy () = Gs Llcoopx + CoahPx) = 0,9825 (4impy + pimhpx)]  (2+1)
Pritom (b4 = 4,730 (viz tab. 1). Posuvy povaZujeme za kladné velié&iny,
sméfuji-1i dold. Efektivni (modélnf) hmotnost je My, = m . Index ! zna-

mend, %e jde o prvn{ mod (tvar kmitu s nejniZ3f{ nenulovou vlastn{ frekvenci).
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Medélni tuhost vypo&i{téme podle vzorce (23) s poufitim tab. 1. Vyjde

w B (B0 (2.2)

2
ko = Wiy, < pt =7 g ) E3

Modélni prihyb v mist® piipejeni nosniku vypodteme z rowvnice (2.1} pro
P = Ll = 4,730/ 2 = 2,365. Vyjde

£
w ) =-11¢ g, (2.3)
Kinetickd energie soustavy je
. . R i . L
T = %_mqq,'f‘ ¢ Emgi+ L mga (2.4)
a jeji deformadni energie
A 2
U = 5igd + 5k (gi-gur 16 9a) v 1y, gF (2,5)
Disipovany vykon
D = d.“,_cc},f‘ (2.6)
Prvky matice hmotnosti tedy Jjsou
*T "
My = g 1
1 ’34?
"T
m T m
T B g =
4y
Matice hmotnosti je diagonélni. Pro metici tuhosti dostaneme
Y
lLH = ’Bq,?* = 'IZ.{ { 'K-z_
U 'y
‘rL = = q‘kn | T TR
T g0 “7 Ggag, T e ke
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a obdobné
ku_ = kl km = '1|116 kl-
kg = Lep

Matice tlumen{ LR] m4 jediny nenulovy prvek, a to

. M i
n 2 Ci' 1:

Z principu virtudlnich praci

F i Barg - M6 50,:) = h 841 LR D) 5‘3[,1 + 41 55}3

dostaneme porovnénim koeficientd u 541 aZ Sqq zobecnéné vnéjs{ sily

fo=0 o= F f2= -126F

my 0 0 - Pb;'l ‘ [c 0 0 dﬂ
0 m 0 [{g, p+fo 0 0 | 14, (4
Y 0 0 0 43

i 0 0 m 4 b aysj L - L

) o C (2.7)
Uyble ~ke A6k | [y 0

-k LCQ_ U6 kq_ < Ch. ? = § ﬂ A e

| tMeke ~fMelky legr | | 93 [~ 416

PEfklad 3

Pro pruZny nosnik uloZeny na dvou pruZindch a zat{Zeny uprostifed
svislou silou a silovou dvojic{ podle obr. 5 navrhnéte ndhradni model se
étyPfmi stupni volnosti. Nosnik mé konstantni ohybovou tuhost.

- Dl



ReSeni

E
/PM m,EJ Prvni stupefl volnosti bude svisly
f \ | posuv nosniku jako tuhého celku smérem
= dolt. Druhy stupeili volnosti bude rotace
k k nosniku jako tuhého celku kolem t&%iZtg,
kladna ve sméru hodinovych rucicek. Tyto
/2 U2 dva médy lze povaZovat za dva médy s nu-

lovou vlastni frekvenci. T¥eti stupenl

volnosti je osové symtericky ohybovy méd

(n = 2 v tab.l),&tvrty stupeii je stfe-

Obr. 5 dové symetricky ohybovy méd (v tab. 1
neni uveden).

PrtihybovAd ¢ara kmitajiciho volného nosniku ma podle lit. /4/ rovnici

W) = € (corox ¢ toah bz )+ Co (Ao Ax + Aimbh (B2) (3.1)

pfifems pro prvni méd je PL = ML = 4,7300, pro druhy mod (3L = (3,¢ =
£ 7,8532. Tyto hodnoty miZeme libovolnd zpiesnit uZitim frekven&ni rovmi-
ce uvedené v tab. 1. Zéroven mus{ byt spln¥na soustava rovnic plynouci

z okrajovych podminek

Co(~coapt + coah P L)+ Co(-pmpLraimhpe) = 0
Co CAMMpBL s AmhBL) + €, (- eoa bl *e0dhfpe) = 0

(3.2}

Anulovdnim determinantu této socustavy dostaneme frekven®ni rovnici uve-
denou v tab., 1. Jejf kofeny f,f & fh¢ Jjsme ji% uvedli. Pro nd vypolte-
me z rovnic (3.2) pom¥r integranich konstant. Pro prvni koien vyjde
(shodnd & uddajem v tab., 1)

C,/¢4y % -o0,9825 (3.3)
a pro druhy koifen (v tab. 1 neuvedeno)

CalCy =-1,0008 (3.4)

Prihybové %dra druhého mdodu tedy vy jde

We (0 = A T(coaPyn +cosh(, x) - 4000 B(4&MByx + imh Ayx)] (3.5)

Md-1i byt moddlni hmotnoat rovna hmotnosti nosniku, musi byt

L
ftwmtoTax =t (3.6)
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To bude splnéno pro & = 1. Prdb&h prvniho modu

W, (X) = 6o (b4 % + eoohfyx - 0,4825 (40 (3yx +A0nh Bx) (3.7)

a druhého podle (3.5) 8 hodnotou Q = 1 je zakreslen na obr. 6.

+2
wZ
x=0 |
w
1
=2
Obr. 6
Uprostifed nosniku je
L - ] L - -1 .
wiL ’L) = "1:216 ' Wztl) = 10!80 JE (3.8)
Vlastni kruhové frekvence jsou
4,730 \t E3C 7,853 \t &3¢
wi‘L L)\S"‘ﬁq—' Wy = ‘T’} “m (3.9)

Efektivnf{ tuhoati budou

Ly = wim = (—5) ETL

(3.10)

l"t{"l. = w:’m = L-#-Y’E]l

Celkové posuvy bodld stiednice nosniku vyjdou takto:

W) = Gy + G (L5 =D + Gawi (0 + gy Wy () (3.11)

finitel u druhého &lenu na pravé strand (3.11) byl zvolen tek, aby ve
shodé s podminkou (3.6) bylo
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¢
ST % -3 Yo -2

Kinetickd energie je pak ddna vztahem

T=4m(dy +q; + gs + 44) (3.12)

Vyu%ili jsme ortogonality mezi jednotlivymi mody, take vyraz pro kine-
tickou energii neobsahuje soudiny cigq,; pro (% j .
Deformaéni energie vyjde

UV = iﬂ’-cf‘l Qs * 1 ‘lmqji + Hl(gi-g.03 + 101=+14»V+

$5Lg, 4.3 + 295 24, (3.13)

Vyrezy v oblych zdvorkdch predstavuji stladeni levé, pop#. pravé pruZiny.
Jsou to hodnoty WI(0) , pop¥. W(C) , vypo&tené ze vztahu (3.11).

Matice hmotnosti je zPfejm&@ M -ndsobkem jednotkové matice. Matice

tuhosti vyjde pésové

[ L 0 Yl 0
0 Gl 0 aAE (3.14)
(K] =
Wi 0 ke +8L 0
0 L3 0 lggat B |

2 rovnosti virtudlnich praci

F (8 - 1216 645) + M (13 5G4 + 10,80 5gu) £ =

vy jdou zobecnéné sily
h = F fL =213 =z
$3 =-1UGF f4 = 10,90 MT (3.16)

= AT



Pohybové rovnice tedy budou

i 1 (4 p o )
m o ¢ © % 2k 0 4l 0 Gy
c M o o G L |0 6 0 ki3 || % o
o 0o m o s 4k 0 kg v8k  © G
c © (o] m | Gy . O 4k{3 0 kys+ 8L Lq,q‘
F
213 MIL
-1,216 F (3.17)
10,80 M[L

Je zrejmé, Ze sila F budf pouze svisly pohyb nosniku jako tuhého celku
(prostou translaci) a déle symetricky ohybovy mod. Moment ™M budf naopak
jen rota¥ni pohyb nosniku jako tuhého celku a antisymetricky ohybovj mod.

Kdyby byl nosnik absolutn& tuhy, bylo by 43 =0, ¢y = O. Odpedly
by treti a &tvrté sloupce a Fféddky v meticich v rovnici (3.17) a zbylo by

m 071Gl [w o {41 }, E }
o m|lg) Lo ee)la) = lamme (3.18)
Statické prdhyby by odtud vy3ly dosazenim q1 =G, q& =0, a to

Gros = F [0k Guciar = M[ (kL3)
ProtoZe dhel otofeni nosniku (p = 2{3 4./t , bylo by

M

M
Pt =103 Lo = L wov

Skuteé&né, M =l¢.lf?,m+' %:‘/E

Kdybychom neuvaZovali podepieni, tj. dosadili - L = C, vyslo by
v souladu s druhym Newtonovym zdkonem z rovnice (3.18) zrychleni volného
trenslae&niho pohybu

F'
4 = m
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a rotadniho pohybu

A
kde L =73

N

met

1

i3

G
L 1

E

azMe . MM
m Lwmer 1

Jje moment setrvainoati nosniku k centrélnil oee,

Tim jsme si ovdfili sprévnost rovnice (3.17) pro uvedené zv1d3tni

pPipady.

Priklad 4

Odvodte pribliZ¥ny vzorec pro vypofet zdkladni kruhové frekvence
volného kmitédni pravodhlého rédmu podle obr., T v jeho roviné. Ob® ramena

B

11

Cbr.

7

joou prizmatickd a maji stejnyg pri-
Fez i modul pru¥fnosti, tedy i stejnou
ohybovou tuhoat. PFihlfZejte jenom

k ohybovym deformacim,

ReSent

Zanedbdme-11 roztefeni, popf.
zkrdcen{ stPednice, nebude se siyinik
B rému pohybovset, pckud budou ohy-
bové deformace malé. Te budeme pled-
poklédet. Tedény k ohybové &dfe v tom-
to bodé se mohou sice pootodit, eviak

pravj dhel meézi nimi se nezméni,

Ka¥dou z &4stf A® , BC eai
zie jm& mbZeme pledstavit jako noenik

na jednom konci vetknuty & na druhém otolnéd podepPfeny. V této otcEné pod-
pofe se prfend3{ z jedné &4eti rému na druhou vnitifn{ ohybovy moment M
KdyZ ob# &4sti uvolnime mySlenym fezem, stane se z tohoto momentun vnd ji{
ohybovy moment {obr. 8). Byl zaveden v souladu se zdkonem akee a reakce.

Podle tab, 1 najdeme rovnici wmeddlniho prihybu prvni harmonické pro

jednu i druhou d4at rdmu (i = 1, 2)

We () = Coa(S,; X¢ -~ toahfoxe ~

~ 4,000 8 { Al (b X - Aimh i x¢)

(4.1)
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z Piitom
147 —
C} xN" b €c = 3,927 (4.2)
Ctofeni tedn¥ k ohybové Z4fe nad podpo-~
rou je dédno derivaci
Aw, B Wi (£0) = B [ - dimpele - Aimh il -

?
X { ::bs ~ 110008 ( €00 ti - coh il (4 5y

Kdy% ze vztashu (4.2) dosadime do (4.3},
dostaneme v uzlu B hel otodent teény

Well) 21,4548 p 2 5,713-;;: (4.4)
|

Vlestni kruhové frekvence pf{sludné tverdm kmitu popsenym rovnict {4.,1)
jsou (viz tab. 1)

3
we ={ 'q,f )z\]%% (4.5)

.V této rovnici znadf S prifez nosniku, CJ jeho ohybovou tuhost
a Q hustotu.

Moddln{ hmotnost obcu nosnikd se rovnd jejich skutedné hmotnosti
(tak jsou toti% prihyby uvedené v tab. 1 normalizovény), takie

Moddlni tuhosti vypodteme ze vzorce (26}. Vyjde

3,413 \y
) EIL. (4.7)

-
"‘eh’ = Wi My, ’(. R

Prisoudfme-1i obZme nosnikdm samostatny etupen volnosti, bude prihyb prv-
nitho, resp. druhého nosniku

W) = G Wy (%) resp. W00 » Gy Wy (X)

a pohybové rovnice budou
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. H
me&‘ q.‘ + Lf‘&t-“ q1 = 5|-'f13 *E';

{4.8)
- M
m%“'ar:. + kﬂi“h = -51M3 o
Bude-1i pohyb harmenicky, bude
Gi = Gy Amwt M o= Mainwt (4.9)
a po dosazeni do (4,.8)
~ ™
(.kg_f"l_ wq'qu% = 53 I
& (4.10)
(egr — wWmga) G, = =571 7
Vylou&enim ohybovéhe momentu M 2z t&chto rovnic dosteneme vztah
— L —
(leggt- Wmye) g, = ——E—‘- (kg W M) Ga (4.11)

Protofe otoleni tefen k ohybové Zébe v bodd B je stejné, muef byt

G Gy
G, . D (4.12)
Ay Z

Rovnice (4.11) a (4.12) wajf nenulové Pedeni pro q; » 4. Jjen tehdy,
Je-11

v (3 kt{-l + f: ]te,{-';

_ -E}mc*. HEL Mg

{4.13)

Do rovnice (4.13) dosadfime za moddlni hmotnosti 8 tuhosti ze vztahill
(4.6} s {4.7) a dostaneme

Lo 138 BT Ll (4.14)
QS £y £4 Ef‘*f,f’

Poznémksa

Rovnici (4.13) jeme mohli odvodit kratéeji; kdybychom vyu2ili defor-~
meén{ pedminku (4.12) hned zpoddtku a napsali vyramzy pro kinetickou a de-
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forma&ni energii

¢ (L \ -2
T+ 4G +4m () da (4.15)
L ¢ . 1 a2 (_QLY' v
U =7 w MG 1 Fowemi U ) G (4.16)
Pohybovéd rovnice
0k i)
- 7 Sl - (4.17)
ZERUN PR '

by vedla p¥imo k cfli.

Pi{kled 5

Odvodte pribliZny vzorec pro vypofet zékladni vlastni{ frekvence kmi-
tajfic{ho pruZného nosniku uloZeného na tfech podpordch podle obr. 9.
Podpory jsou tuhé a délky poli jsou
v poméru £ : {, =4 : 3.

Reden{i

V kaZdém poli zavedeme Ssou-
fadnici X samostatnd, a to X,
v prvnim poli od bodu A , ¥,

v druhém poli od bodu B . Prihyb

Cbr. 9 v prvnim poli bude
W) = g, wy (%) (5.1)
a8 v druhém
W (X)) = gy Ws (xe) (5.2)

kde podle tab. 1

I 5
we (X0 =ﬁ4m-§j—_ (5.3)

jsou tvary vlastnich kmitd prvniho modu obou navzéjem odd&lenych (uvolnd-
nych) poli. ProtoZe nad podporou B mus{ byt pro ob® pole spole®nd te&na
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k ohybové tdfe, bude

¢
o~ - 4, "ﬁ" (5.4)

Vyrazy pro kinetickou a defeormalni energii jsou shodné s rovnicemi
(4.15) a (4.16), tak?e je nebudeme znovu vypisovat. Nyni viak je

T A\ EI L T ¢ B2
wi = L) o< w = () e (5.5)

Proto

1 ]tq E:I -‘ale‘L
QS£1 E‘L ﬂ,%ﬂf (5-6)

pro &y = 384 /% vyjde kruhové frekvence

. 1643 W‘ (5.7)
W= T Ve

Je to hodnota asi o 8 % v&t31{ ne? pdesné Fedeni (viz /4/, str. 272). Pro-
toZe dovolujeme jen prvnl modélni tvery kmitd v obou polich, omezujeme
tim deformadni volnost apojenych noanikd. Je te jake bychom je jistym
zplsobem vyztu2ili. Proto jsou hodnoty vlastnich frekvenci konstirukce,
které dostaneme moddlnim rozkladem kmitd jednotlivych komponent s omeze-
nym podtem stupnd volnosti, vZdy o ndco v&td{ ne? hodnoty piesné (v nej-
leptiim pri{padd by mohly byt rovny piesnym hodnotdm). Dikaz toheto tvrze-
ni nebudeme uvddEt, lze jej v3mk neldzt v literatufe, kterd se zabyvé
aplikacemi Ritzovy metody (napi. /5/).

Pr{klad 6

Vypolt&te nejni%8{ frekvenci volnéhe kmiténf soustevy nosniku se za-
v&Senou hmotou podle obr. 10.

l1,m1'EJ ﬁeéeni

1
4 Za prihyb nosniku zvolime podle
k tab. 1 .

Cbr. 10
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O, L cos Px - tooh (bx - 0,33w1 (4UmBx - simh fx)] (6.1)

w (%)

1,875/ 44 . Posuv zavé¥ené hmoty oznatime @1 « Pro-

s hodnotou [
dlouZeni pruZiny pak bude

Go-w (€) ~ gu+ 10, (6.2)
Kinetické energie vyjde
T e hmighhmd: (6.)
a deforma&ni energie
U = L wlmgl+ 3L (g, +290)" (6.4)

Soustava pohybovych rovnic v maticovém tvaru

m,< 0 [ Gy hk+wim, Lk | |q, 0

-« [ F (6.5)
0 My G Lk L G 0

‘ddvé frekvenéni rovnici

bk + [w:"'\u")'f\fh Ll
1 k- w‘l'm'j, (6.6)

Pritom podle tab. 1

n = 7] Eij _ 1|B?§q EJZ{
W ma —( g,) e (6.7)

Rozepsénim determinantu (6.6) dostaneme po Upravé bikvadratickou rovnici

kL 4k 2
wq'tmi-'m *w:-]wli- w;!'E' =0 (6.8)

Dosadime-1i ve zvlé8tnim pripedd W — 0, bude W= tof". Pro abso-
lutnd tuhy nosnik bude W, —= oo , takfe W* = k/My . Kdy% zanedbé-
me hmotnost nosniku, tj. zvolime m,—> O, vyjde z rovnice (6.8)
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. 3097 Lk 6.9)
w - .
%09 €7 +k€f My

misto presného

. 3E3 k

Ww = : {(6.10)
?JE:'\-‘L'E.{S LigPR

Rozdfl je zpisoben tim, ¥e se prvni mod (6.1) neshoduje se statickou ohy-
bovou Cdrou.

Kdy? koneZné& dosadime k> oo {hmote tedy bude pevn& pifipojens
ke konci nosniku), vyjde z rovnice (6.8)

et M o DO9ET
A YR L 1) L3 M, + OLS My

(6.11)

Rayleighova metoda {rovnd% pfibliZnd), popsand v literatufe /4/, ddvA
pro tento pEipad vzorec

Wt - 3EY 1 (6.12)

L2ty 40,136 ma

Zékladem vzorce (6.12) je stetickd ohybovd &éra.

3. MODELOVANT DIREKTIVNICH A TLUMICICH SIL

Nejjednodussim pripadem direktivn{ (vratné) sily je linedrni pruZi-
na. Sfla v takové pruZin® je pfimo dmérnd jejimu prodlouZent

F o= by (30)
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Zde k je tuhost pruliny
y Jjejt{ prodlouZent

7a predpokladu linedrniho vazkého tlumeni méme pro tlumic{ aflu obdobny
vztah

F=cy (31}

Konstanta dmérnosti ( 2znadf{ sflu, kterd by v tlumidi pleobila pFi
rychlosti prodlufovéni g = 1 m.e”!, Prutinu a tlumi& tohoto druhu
jsme pou%ili v prikladu 2 (obr. 4)}.

V mnoha pripadech je idealizace vyjédd¥end rovnicemi (30), (31) ne-
prijatelnd, nebot jde o nelinedrni zdvialosti. Napf. pryZovj blok nebo
prufina ve tvaru pismena C maji deforma¥ni charakteristiky podie
obr. 11. Lze je popsat polynomem

Y
<

Cbr. 11

F = ‘dty + l¢»,y1'+l¢3\j3 (32)

Pro pry% byvd mo%né polo%it Wy = ¢, pro C-pruZinu nacopsk ks = Q.
Cbdotmé lze modelovet i nelinedrni tlumide,

Deformedn{ charskteristike mdZe byt i lomend, Jjek je naznaleno na
cbr. 12, Jde o kombinaci linedrni pruZiny & pruZnymi nérazniky s vilemi. *
Pro tento piipad bude

F o= ky (Y1 €y € va)
F=lkyslaly-yy Ly>Ve) (33)
F o=y +tily-y) lyeyy)
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Obr. 12

Zvlés8tni pozornost si zasluhuje suché ti¥eni. Prend8i-1i se v doty-
kové ploSe na obr. 13 normélové sfla N (kterd miZe byt jen tlakové),
pek sfla F , kterd plsobi proti pohybu, nemdZe byt podle Coulombova
‘zékona v&t3{ ne% soudin }LN ( M e sou&initel tfeni). Pohyb miZe
nastat jen tehdy, dosshne-1i sfla F velikosti této smykové sfly, tj.
je=1i F = t}u_N . Jinak vzniké adheze, t&leso se nepohybuje. V prib&-
hu vratné s{ly v zédvislosti na rychlosti relativniho pohybu vzniké pro-
to neapojitost.

Predstavime-1i si v3ak, Ze téleso neni absolutn® tuhé, vznikne
urdity pohyb ¢i deformace povrchové vrstvy i za adheze povrchovych
vrstev. Vratnou silu pek miZeme modelovat v souladu s obr. 13 takto:

P (- N € key = uN)
“Y a i o (34)
F = -uN Clgy € - un)

Vztahy (34) maj{ tu pfednost, Ze zédvislost FQy) Jje spojitd. Soufadni-

ce VY s8e piitom m&Ff{ od mista, kde byla hmota naposledy v relativnim
klidu a bez plisobeni hnac{ sfly (tedy pri F = 0). Tato spojitost se pro-
jevuje priznivé& i ve vysledcich numerickych vypo&td kmitajicich soustav

se trenim.
.._]7..
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Obr. 13

Suché tieni md podobnou deformadni charakteristiku jako idedélni
plasticita. PFi jednoosé deformaci se elastickoplasticky materiédl de-
formuje nejprve elasticky (isecdka
OA, obr. 14) a pek plasticky (&4-
ra AB). Pfi odlehdeni vzniknou op&t
nejprve elastické deformace (usedka
|A BC) a pak teprve plastické (&&ra
CD). Nékdy se tento pribZh ideali-
zuje tak, Ze Be nahrazuje lomenou
gérou podle obr. 15. Usedka AB

F 4 B

U -
C Y pfedstavuje plastické deformace bez
zpevnéni, a tedy tzv. idedlni plasti-
- citu. Charakteristika na obr. 15 je
D analogické s obr. 13.
Obr. 14 Poldtek zatéZovént ( F = 0)

miZe mit v &ese t = O nenulovou hod-
notu Yo (obr. 16). Vzorce pro vypo¥et sfly F se budou 1li%it podle to-
ho, pijde-1i o prodluZovénf ( Y > 0), nebo o zkracovéni ( y < 0). Meze

plastickych deformac{ se dosdhne pii vychylce Y = Yyp (obr. 16). Zfejmé
P
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Cbr. 15 Obr. 16

kde ™ je 8ila na mezi plastickych deformac{ p#i tahu. Obdobnou tla-
kovou s{lu oznadime ?d . 811y Py , resp. T4 , jsou kladné. Naproti
tomu sfla F Jje bud kladné, je-1li tahovd, nebo zdporné, jde-li o tlak.

Je-1i y > 0, nastévé bud elastické prodluZovéni, nebo plasticks
deformace. Tedy

ﬂ
]

Po-(yp -y Ly < ¥e)
P, (y > yp)

(36)

Zm&ni-1i se smysl Yy , zmén{ se i smysl zat&Zovéni. Nechi se tak
stane v bodd B na obr. 16. Tehdy bude Y = Ymax ’ y = C. V nésledu-
jicim okamZiku nsstane odleh&eni, tj. Yy < C. Pak

F - ?t B Wmmt ~y) 1% (B‘m:"(%{"ﬂ)[k <y < Vmar)

(37)
F =-Pa (¥ < Yimax = (P4 Pe) /1) d

Nastene-1i v bod® D na obr. 17 opét zm&na smyslu y , bude pro
y > o©

Fe =Pt (y- Yok Ly < Ymin + P/ ¥) (38)
Kdyz Y > yminJr'Pd [k y zalne novy cyklus & novou hodnotou
Yo = Ymin + Pa /L t29)
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Cbr. 17

Zeela obdobnym zpdsobem 1lze matematicky medelovat smyZky v pracovnim
diegramu obecn® plastického materidlu podle obr. 14. Rozdil je jen v tom,
%e tver kifivek AB , resp. ¢ , je ddn experimentélnd s mlZe byt zedén
tifeba i jen tabulkou hodnot.

Priklad 7T

Vozidlo je pii kmiténi ve vertikdlnim sméru uloZeno na nelinedrni
pru3in® s nédraznikem a 8 tlumidem, ktery mé jinou konstantu tlumeni p#i
pohybu nshoru ne% p¥i pohybu dold., Napiste vzorce pro vratnou silu v ta-
kovém uloZeni,

Resen{

Schéma uloZeni je zakresleno na obr. 18. Vratnd sfla ms velikost [ ,
Pro y <y, Je

)‘91 F = k‘y 1 k$y3+ C{S} (‘g EU)
yl ) a F=lkytlay'+ e,y (y<0) (-
k1,k3 = c1 CZ Pro y >y° bude
0
© o F sty kayiee,d (§=0)
(7.2)
Cbr. 18 F=(lorl)y+ Gy +oy {y<0)
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Pfitom pledpoklédéme, ¥%e nelinedrni pruZina mé cherakteristiku ve tva-
ru liché funkce zakreslené na obr. 11 vlevo, kterou lze dostetefnd pieond

popsat kubickou rovniei

Fo = by + byt (7.3)

7de Fn je s1la v nelineArni pruZiné.

4. APLIKACE KONECNYCH DIFERENCE

Spojité tdleso s nekenednym podtem stupnd volnosti lze nehradit
soustavou s konednym podtem stupnd volnoati také tak, %e nedokonéime 1i-
mitni pfechod k nekonednd malym funkinim pifrdstkidm a ponechdme ve vy-
pottu konetnd diference (rozdily) misto nekone&n® malyech diferencigld,

Méme-1i pap?. funkei Y (x) , kterd je spojitd a md potFebné de-
rivace, md%eme vyjédFit funkEnf hednotu Y { x+h) extrapolact z bodu X
uZitim Teylorovy fady

vl*+h)==v(ﬂ-*i%'wtﬂh + {fy"u)h‘+

Ll
HETR AL L R VAL PA N S99

(40)
Zoytek  Zpneq Fedy obsshuje &leny s vy3&imi mocninami neZ hn .
Napi¥me tuto Padu napf. pro body

%q = x-h X, = % X, = x+h (41)

Bude
A
Y-1= Yo -ylh + ayo“h"'Jr i,
Yo = Yo (42)

Ys’Yo+%h+%Y:m+%*
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PouZili jsme oznafeni Y, =Y (X)) , Y, =Yy(¥) » Yy =Y () -

Kdy% prvn{ a tifet{ rovnici v soustav® (42) navzdjem odelteme, dostaneme

Yo=Y = Lyoh + 2F- 2, = Ly h + 2% (43)
0dtud vypolteme prvni derivaci v bod& X = %,

Ve = ——-——y';:" + 0 (W) (44)

zde O (h"") znamend &len, ktery pfi lim h =0 vymiz{ 8 kvadrdtem dife-
rence h . Zmen3{-1i se h nap¥. dvakrdt, zmen3{ se D(h') &tyrikrat;

to plat{ tim pfesn&ji, ¢im men3{ je h v absolutni hodnot&. Je zvykem
definovat diferendni vzorce s krokem N > 0, takZe poznémka o absolut-
ni hodnot® je zbytelnd. To budeme napri{&té& predpoklddat. Je ziejmé, Ze
pfi dostate&nd malém N miZeme &len O(N)  zanedbat.

Kdybychom prvni derivaci vypoéitali jednodude p#imo z prvni z rov-
nic (42), vy8lo by

Yo~ Y-
S; = o—h—'!' + 0 (h) (45)

Obdobny vzorec bychom mohli ziskat i z posledni z rovnic (42). Vyraz

0 (W) znamené, Ze rychlost konvergence pfi N = 0 je o jeden #4d mend{
ne¥ u vzorce (44) [ zmen8i-1i se krok h nap¥. dvakrét, zmend{ se O(h)
pFibliZn¥ také jen dvakrdt, ale O(W) &tyrikrét]. To vdak neznamend, Ze
pfi deném W je chyba vzorce (44) men3f ne? chyba vzorce (45); miZe byt
men3{, ale nemusi. Proto pro symbol 0(h") z&sadn® nepou%{vdme po jmeno-
véni "chyba".

Ze soustavy (42) miZeme vyloudit Yo a vypotitat druhou derivaci
Vo' v bodd X = ¥, . Vyjde
0 V-1 Ly + vy

TR, (i B b b 1
te h* + 0H) (46)

Chceme~1li odvodit vzorce i pro derivace vy3sich #4dd, musime vzorec (40)
rozepsat pro v&t3{ podet bodd | nepf. jedt& pro Yo, = Y(x-1h)

Vi =Y (x+2h) atd.] . Rozdily argumentd nemus{ byt pFitom nutn&
stejné (mi%eme zvolit rdzné diference h, , ha atd.) a zvolené body ne-
musi byt k vypo&tovému bodu X = Xy soumérné.
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Proc druhou derivaei bychom mohli napi. odvodit také vzoree

QLB TR S YUY

Yo = o (47)

{dopifednd diference} nebo

Yo— Ly-1t¥,
yull - hz

+ 0L h) {48)

(zp&tnd diference). Vzorec (46), jeho? rychlost konvergence je o rad
v&181, vyuiivd centrdlni diference (vypodtovy bod je uprosetfed).

Obdobné lze odvedit difereninf{ formule i pro funkce nékolika pro-
minnych. Podrobnosimi se v8ak nebudeme zabyvat, odkazujeme napi. na

lit. /6/.

Pr{kled 8

Odvodte vzorec pro druhou derivaci funkce YI(X) s vyuZitim zp&ti-
njch diferenci, ktery by m&l rychlost konvergence UlhY) .

Resent

RozepiZeme vzorec (4C) pro body ¥, , X ¥y Xy Xy &8 vyloudi-
me Yo , Yo" . Pak vypodteme

Byo~18y. ttayy tHy -3y 2
" 0 1 2 3
Yo' = B h* + 0(0") {8.1)

Kontrolou mi%e byt "ladici pf{kled” Y = 1, Je to pfimka rovnob®ind
3 ofou X . Jejf druhéd derivace musi vyjit nulovd, tak¥%e soulet koefi-
cientd vzorce (8.1) mus{ ddvat nulu:

13 -28+14+4-3=0

Pravd tak mus{ vyjit nule pro posloupnoet Yy, = 1, Vo= 2, Yap=3,
)"-3 = 4! .\Lq = 50 Vskutku

13.1 - 28.2 + 14'3 + 4!4 - 3-5 = 0

Presn® mus{ vyjit i druhd derivace kvedratické paraboly VY = (x-1)* y Yi.
musi vyjft ¥," = 2. Bude V., = (-kh-¢)* . Dosazenim do rovnice
(8,1) vyjde pro h =1
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U 13.1 - 2804 + 1409 + 4-16 = 3-25
\Jo = 7 = 2

Vzorec¢ (8.1) nemus{ byt nutn® lep3{ neZ vzorec (48). To zdleZ{ na
velikosti kroku h a na prdbdhu aproximované funkce. Vzorec (8.1) ziské
"pFevahu” nad vzorcem (48) teprve p#i "dostatein® malém" kroku h .

Pi{klad 9

S pouZitim kone&nych diferenci navrhn&te matematicky model pro vy-
poet nejni23{ frekvence volného kmitédni prizmatického noeniku na obou
koncich vetknutého (obr. 19).

a) o~

Obr. 19

Re&dend

Pro kmitdni 8t{hlého prizmetického nosniku plat{ podle /4/
parcidln{ diferencidlni rovnice parabolického typu

Mw 9S 'w

W Y ET e~ 0 £9.1)

T < A7
Stvrtou derivaci 0w [ DxH nahradime centrédlnim diferenénim vzorcem

O ‘ 3
Wo " = 15 (W~ Uw,y + W= thwy +we) +0(K) (9.2)

Zaéneme 8 nejhrubdim mo¥nym d&lenim a zvolime N = £[2 . Vzoreec (92)
aplikujeme na bod 41 (obr. 19 a)
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16 QS .
BT} (W_,-LP‘-UQ * GWPL"W-:,*W:I)*'E w, =0 (9.3)

Parcidlni derivaci podle &asu jsme vyznae&ili tedkami. Rovnice (9.3)
je diferendnim pfepisem vztahu (9.1) s rychlost{ konvergence O0(h").
Ckrajové podminky jsou

Wo =0 Wq-W_| '-‘U

(9.4)

Popisujf vetknut{ noeniku v bodech 0 a . ; dhlel oto¥eni te&ny k ohy-
bové Ehfe je vyjédfen pomoci vzorce (44), ktery mé rovnd% rychlost kon-
vergence 0(h') . Tento thel je oviem v mist® vetknut{ nulovy. Je vZdy
vyhodné, kdyZ okrajové podminky maji stejnou rychlost konvergence jako
zékladni rovnice popisujic{ deny problém.

Z rovnic (9.4) dosadime do (9.3). Vyjde

gsLt ..

+ w, =0 (9.5)

Wy 118 EJ

"To je znémd diferencidlni rovnice harmonického pohybu o jednom stupni
volnosti. Kvadrét kruhové frekvence tohoto pohybu je

. MeEJ (9.6)
: @S

O presnosti vzorce (9.6) nevime dosud nic. Proto zvolime jiny krok
a vypolet zopakujeme. Nejjednodu3s{ bude, rozdé&lime-li dosavadni krok
na polovinu, tj. zvolime %" = L[4 (obr., 19 b). Vzorec (Y.2) aplikujeme
na body 1 , L, 3. Dostaneme soustavu t¥{ oby&ejnych diferencidlnich rovnic

eS .
%’(w_t"'('{'Wn +GW{‘HW1+W3)+EW;=0
156 S .
L4 (Wo = bwy+ 6wy - bws + Wy) + &g W =0 (G.93
5% £
'F*‘('Ah-[f‘w-bi' bwsy - 4wy {-W;—)*‘"?E_-JWJ=D
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Okrojové podminky Jjsou
We = 0 W~ W =0

(9.8)
Wy =0 Wr-wWz = D

Podminky (9.8) dosadime do (9.7) & budeme mit

QSL“ L] _0 !
Fw - U We v Wy b g W T

AT (9.9)
-t w, +th-‘fwg+ﬁw~, 0

Y A
wo- s s b oo i o

Tuto saoustevu zapifeme v maticovém tvaru

7 <4 1] [wa 1 ¢ © W,
4 “
-4 6 -4 Wo + _?i_g_f___ 0 1 0 W
256 £
1 -4 T 3 )] 0 1 W,
0
= ) (9010)
Zkrécend
Lkligy + IMIL4Y = (o} (9.11)
Pro harmenické kmiténi bude platit pPedpis
- =y . 12
{q1 = {3 Yamut (9.12)

v ném¥ E@} je konstantni vektor. Desazenim {(9.12) do (9.11) vyjde
frekvendni rovnice jakce podminka existence netrividlniho FeSeni ve tvaru

lTk] ~w M1y =0 (9.13)

Protofe politdme na papife, 8 nikoli na politadi, wvyuZijeme soumdrnoati
moddlnihe tvaru pro nejniis{ vlastini{ frekvenci, tj. dosadime Wy = Wy,
Ze vztehd (9,9) dostaneme
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QS

Bwy - U Wy + e W, = O
2% BT (9.14)
glgt .
BWy + 6wy ¥ —oeg We = 0
S oznadenim
1 1 @hq - L M_
=W = W TgEs (9.15)

odtud ziskdme frekvendni rovnici ve tvaru determinantu

- pt .
L&-2) o 0 (9.16)
-8 (b-&Y
¢ili
-ty & 116 =0 (9.17)

Men8{ z obou kofend je ¢t = 7 - WEE = 1,255 437. Takze

EJ

S (9.18)
QS

Wy = 32,4

Vzorce (9.6) a (9.18) se zna&n& 1i%{, co% je zifejm& zplsobeno pr{lid
hrubym d&lenim defini&nfho intervalu. Zvolime proto h = ¢/8 & vypolet
zopakujeme. VyuZijeme-1li op&t soumdrnosti prvniho tvaru kmitu, dostaneme
frekvenéni rovnici ve tvaru

(7T =€) =4 3 0
-4 (6 - ¢*) -4 1
=0 (9.19)
1 -4 (7 -¢) -4
c 2 -8 (6.=¢%)
&ili
e 96ch+ 186 (t-3163+32 =0 (3.20)

w: 4T e



Nejmen3:{ kofen této rovnice je
12 =
¢ = 0,108 03

Zvolili jeme vdak N = £(B |, tekZe nyni bude

Y Y
b 228 QK (9.21)
gt €7 “toa¢ €3
a kvadr4t ne jni%8{ kruhové frekvence vyjde
‘ EJ
wr = uye, S Qs (9.22)
Sprévnéd hodnota je (podle tab. 1)
(3]
L . L]
w,” = S_CDIS— egzq (9.23)

Chyba vzorce (9.22) je tedy stéle je3t® asi 11,6 %, tj. ve vypo&tu kru-
hové frekvence W, (po odmocn&ni) asi 6 %.

Konvergence je tedy relativné® pomald. PrestoZe chyba vzorce (9.2)
pro vypofet &tvrté derivace konverguje s rychlost{ O(h) , nelze to
tvrdit o vypodtenych hodnotéch Uﬂl . Proto zde nelze pouZit Richardsonova
vzorce, o ném#Z se zminime v dal3im pifkladu.

Pi{klad 10

Predpokléde jte, Ze nosnik na obr. 19 je rovnomérn& zatf{Zen liniovou
gilou q.(N.m-l) a pomoci diferen&nfho podtu ur&ete jeho prdihyb.

Resent

Pro prihyb W) nosntku plati{ zndmé diferencidlnfi rovnice

dtw q
axt — E2

(10.1)

kterou aproximujeme diferen&ni rovnici dosazenim vyrazu (9.2) za &tvrtou
derivaci.

Je-1i krok h = ]2 (obr. 19 a), dostaneme obdobn& k rovniei (9Y.5)
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_ 4¢ XA (10.2)
W, = 118 £ F,B1L § GeT = Wemas

Je to prdhyb uprostfed nosniku. Zvol{me-1li podle obr. 19 b krok
h= LY , vyjde (s vyuZitim soum&rnosti)

8 -4 w Y 1
! = _if____ (10.3)
-8 6 Wo, 256 EJ 1

0Odtud vypo&teme prdhyby v bodech 1 a?:

q_{,'l qrf'“
w, = L4 4 W, = 3906 2 3367 < Wmax  (10.4)

10° EJ

Kone&n& pro N = £[B dostaneme maticovou rovnici

(7 -4 1 ol [w ] 1)
-4 6 -4 1 Wy ¢ 1
1 R - } (10.5)
1 -4 T =4 Wy 4 096 EJ 1
| 0 2 -8 6 | | Wu 1
8 reSenim
W, 0,640 8 |
W 1,7¢C8 9
| e T L g4 (10.6)
Ws 2,593 9 10’ EJ
L Wy) 2,929 6 )

V tomto pi{padé&

4.t
103 EJ

Wimas = Wy = 2,929 6 (10.7)

Hodnoty maximélnich prdhybd zde konverguji s rychlost{ D (W) . To
znamend, %e zdvislost vypo&tenych prihybd Wmax na hodnot& h1 bude
velmi prfibliZné linedrni. Linearita bude tim pfesngjsi, ¢{m mens3{ bude
krok N . Uvedend zdkonitost je zfejmd z obr. 20. Lze ji vyuZit k extra-
polaci vysledkd do hodnoty Wmax pro h = O. Tomuto nulovému kroku od-
povidéd "presné" redeni, totiZ reSeni{, které dostaneme z diferencidlni
rovnice. K takové extrapolaci stad{ uméra.
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Obr. 20

Je~1i napi. pro h = *h vypodten prihyb Wmaet & pro h

 prﬁhyb Whaet » bude hodnoté h = 0 prisluset prihyb

" Wiaxt h:: - Wmaxt htL
° h-

Extrapolaini vzorec (10.7) je zném& Richardsonova formule.

V naSem piipad® Je

103 g7

o Wmaxt = 3,906 2 (hy = €iy)
0°E3
g v What T 29296 (hy = ()
takZe
gy o 319% 2 /8% - 2,996/ 4 2 so0 on
mar ¥ = 2,
q{’,‘* ¥ 1/ 82 L 42
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Presnd hodnote je ve skutednosti 2,604 17, takZe chyba extrapolevané
hodnoty je jen sei 0O,C04 %,

Poznémka
h .
Je=1i rychloat konvergence 0(‘\] ; dosadimeldo Richardaonovy
n #
formule hr s resp. hJ , misto N , resap. hyo Rigoroznd lze té-

to formule pouZit jen tehdy, je-1li rychlest konvergence vdech dife-
rendnich vyrezd pouZitych ve vypoftu stejnd (v definidni oblesti i
v okrajovych podminkéch).

5. NUMERICK INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

AZ dosud jome pouZili diferenénich vzorcd jen pro aproximaci deri-
vacl podle prostorovych soufadnic. Integreeci v ¢asovd oblasti jome usku-
te¥novali analyticky, coZ je snadné, jde-li o harmonicky pohyb. Aviek
‘kmity mohcu byt mnohem slo%itdjs1 a pohybové rovnice mohou byt i ne-
lineérni. Pak je &asto vyhodndj3{ numericky postup.

Numerickou integraci v %ase uké¥eme na scusatavé pohybovych rovnic
ve tvaru

IM18gY - {9} (49)

kde {P} Jje vektor vznikly sloudenim vnéjéich sil, tlumicich #il & vrat-
nych sil. Zménime na cokemZfik zplsob oznadeni a napileme rovmici (49) uZi-
tim zdvojenych symboll ve tveru

M‘Ei . P(qﬂq‘@,) (50)

Lépe by byle pou¥ft plltudnych pismen, jak je to v tidtdnych textech
obvyklé. Se zfetelem na rozmnoZovaeci techniku jsme deli prednost zdvoje-
nym typdm pisma. Novy zplsob oznaleni ném umo¥nil naznadit, %e vektor
8il je obecn® nelinedrni funkci zobeend&nych posuvl a rychlosti (srovnej
8 kapitolou 3).

PouZi jeme-1i centrdlnich diferenci k vypo&tu druhé derivace na levéd
gtrand rovnice (5C), bude pedle (46)
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o ~ q't-l -2%.,1—%1“.{ (51)
B Cat)

Prvni derivace fi v ¢ase t = b , kterd vstupuje do pravé strany
rovnice (5C), musi byt vyjédfena zp&tnymi diferencemi, pfinejmendim
v tom prf{pad¥, je-li zastoupena v citované rovnici nelineérn&. PouZi-
jeme-1i vzorce (45), dostaneme

q:._';: SJﬁ (52)

-
At
Kdy% vyrazy (51), (52) dosadime do (50), miZeme vypo¥itat

(53)

Qe = Qq,k ~ Q- t (ad)" Mﬁ‘p*(q,kr Q)

To znamendé, Ze pro k = 0, 1, 2, ... dostaneme posloupnost re3eni ¢L1,
CLt, CL3, esey Jsou-1li zndmy podéte&ni hodnoty flo ' fzrq. Mé-1i byt
re%eni{ vErohodné, mus{ byt &asovy krok h primé&fené maly. Zvolime-1i h
p£{1i3 velké4, pak nejen Ze vzrostou chyby ifeSeni, ale mi%e se pFfihodit

i to, Ze se vysledky vypol¢tu budou od sprédvnych hodnot tém&f exponen-
cidlné vzdalovat (FfeSen{ ztrati numerickou stabilitu). P#i pr{1i8 ma-
'1jch hodnotdch N budeme napf. v rovnici (52) odeditat dv& skoro stejn&
velké velidiny, tekZe mohou vzrist zaokrouhlovaci chyby; mimoto naroste
vypoctovy dcas.

Metoda centrélnfch diferenc{, kterou jsme prévé vysvétlili, je
zv1465t vyhodnd, je-1i metice hmotnosti diagondlni. K vypo&tu inverznf
matice totiZ staé{ vypclitat inverzni hodnoty prvkd na diagondle matice.

Ponékud jinou metodu navrhl Newmark. Abychom se vyhnuli psani zdvo-
jenych pismen, vyloZime ji na pfipadu s jednim stupném volnosti. Zobec-
ndn{ na libovolny podet stupnd volnosti je evidentni. Re3me tedy rovnici

g =mMp(q.q) (54)

Pfednoklédegme, e v ase t = 1o znéme Qm ,(i, ) qu. Kdyby bylo
zrychleni v intervalu &to‘tﬂ konstantni, rovné aritmetickému pri-
m&ru 0,5 (';+(¥:), v ném2 qf’ Jje predpoklédanéd (odhadnutd) hodnota
zrychleni v &ase +t = t1 y bylo by moZné ziskat integraci v uvedeném

intervalu rychlost i vychylku. S ozna¥enfim At = t;-1p by vySlo

i B



1 Qo (G, + G (ak)

(55)
% = Go* Qo (ah) 4+ 5 (q,+q1 ) at)*
Z rovnice (54) vypoéteme
G, = mM'plg,,q,) = M p*(G1) _ (56)

Vyraz na pravé strang& (56) vznikl dosazenim (55), takZe zotecn&ld sila
P*’je funkc{ zrychleni{ ér . Ob& tyto hodnoty jsou zetiZeny chybou
plynouc{ z odhadu hodnoty cif - Kdy% nové vypoZtenou hodnotu ;i, dosa~-

dime z rovnice (56) za dosavadni odhaQPutou hodnotu q1 a vypolet zopa-

kujeme, dostaneme pifesndjsi hodnotu ¢, . Pokradujeme tak dlouho, a%

se tato nové hodnota zrychleni od predchozi{ hodnoty tém&F nelis{ (1is{

se nanejvy8 o zvolenou velmi melou toleranci). Pak zam&nime index O

za 1 a index 1 =za 2 a po¢i{itdme stejnym iteradnim postupem 41 .

Jako vedle j8{ vystupy pfitom ziskéme z rovnic (55) i hodnoty Q, 5 q¢

Vypodet pak pokraduje dal3{ zménou indexd krok za krokem.

Misto pfedpokladu konstantniho primérného zrychlen{ v kaZdém kroku
miZeme predpoklddat jeho linedrni prib&h ®

H = q( ¥ *——a'°—~ (t- to) (57)

a vypoditat

G
%

]

Cia + %. (q-o t ‘q.d)(&"s)

(58)

i

Go t % (o) 4 ¢ qu i q,1XA‘b

Rovnice (Sa)lnaatoupi misto (55). Daldi postup je stejny.

Newmark navrhl cosi mezi ob&ma dosud probranymi p#{pady, totiZ

¥) Hv&zdidku nad symbolem q1 jsme jiZ pro v&t3{ prehlednost vynechali,

= B3 =



C.h 2 dyn * ji [b;o +a‘y13(ﬁ£)

Gr = Go +Go(88) 4 (5-@) G, (at)™+ p g, (a4)* (59)

Pro [ = % vyjde z rovnic (59) soustava (55). Pro (b = é dostaneme (58).
Je-1i E,x i , je Pesenti 11neérnich rovnic mechaniky popsanou Newmarkovou
metodou vidv stabilni. Je-1i {5( 4 , Je PeSeni stabilni pouze za podmin-
ky, 2¢ Ot je dostatedn® malé. Jde-1li o nelinedrni idlohy, je obecny dikaz
numerické stability obtiZny & hranici stability lze &astec uréit jen nume-

rickym experimentem. x)

Existuji i jiné integra&ni metody, Jje jich dokonce velmi mnoho. Ne-
budeme je v3ak probfrat. Mnohé z nich jeou uvedeny v literature /7/.

Priklad 11
Metodou centrélnich diferenc{ Fedte pohybovou rovnici
y+y =0
s poldtednimi podminkami Y, = O, 9, = 1. Stanovte velikost &asového
kroku na mezi numerické stability.

Re3en{
Metoda centrdlnich diferenci ddvé integraé&éni schéma

Yoo = D= (aB) Jye = Yeur (11.1)

Dostali jsme je aplikaci vzorce (46) pro h = At . Pro zadétex Kk =
potfebujeme 2zndt hodnoty VY¢ , Y-t . Jedna z t&chto hodnot je primo déna.
Druhou vypoéteme za piedpokladu, Ze se rychlost gb v prib&hu predchoziho
kroku nezm&nila. Tento predpoklad dévéd toté% co zpétnd diference (45), totiZ

Yo = Yu“'gotﬂk) = - At (11.2)

Zvolime postupné At = c,5, at = 0,25, at = 0,125 a dostaneme hodnoty
uvedené v tab. 2. Jsou tam porovnény s exaktnim Fefenim

¥) Rizné zplsoby urlen{ meze stability integres&nich metod, a to i pro ne-
linedrn{ dlohy, lze nsjit napi. v prdci /33/.
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vypotet Y(t) s integraénim krokem At (priklad 11)

Tab. 2
t At = 0,5 At = 0,25 At = 0,125 Amt

c,0 0 0 0 0

0,125 0,125 0,124 7
0,25 C,25 0,248 0 0,247 4
0,375 0,367 2 0,366 3
0,5 0,5 0,484 4 0,480 7 0,479 4
c, 625 0,586 6 0,585 1
0,75 0,688 5 0,683 3 0,681 6
C,875 0,769 4 0,767 5
1,0 0,875 0 0,849 5 0,843 5 0,841 5
1,125 0,904 4 0,902 3
1,25 0,957 5 0,951 1 0,949 ©
1,375 0,983 0 0,980 9
2%y 5 1,031 3 1,005 7 C,999 5 0,997 5
1,625 1,C0C 4 0,998 5
1575 0,990 9 c,985 17 0,984 0
1,875 0,955 6 0,954 1
2,0 0,929 7 0,914 3 0,910 5 0,909 3
L

Chyba hodnoty yll) vypoéitané s krokem at = 0,125 je pouze 1,3 promile.

Nyni se pokusime uréit mez numerické stability. Diferenéni rovni-
ei (11.1) redme substituci

Ye = Yo B* (11.4)

kde [, a Yy, Jjsou konstenty. Posloupnost Y, zfejmé tvoi#{ podle (11.4)
geometrickou radu s kvocientem (5 . Po dosazeni do (11.1) dostaneme

Vo5t = T2 (abP 1y, ph- yo b4 (11.5)
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a tedy
pr- T- (a8)*Ip+4 =0 (11.6)

Tato kvadratické rovnice mé redeni

B - A= S b0t 4 (o) (11.7)

Nemé-1li feSeni (11.4) rist nade v3echny meze, musi byt ‘@\ < 1, 0dtud
vyplyvé poZadavek, aby

A € 2 (11.8)

Mé-1i se doséhnout dostatedné piresnosti, je radno vzit &asovy krok At
asi dvacetkrdt men3{, ne% je mez stebility, tj. zvolit At < 0,1.

V obecné j8{m p¥{pad& linedrni soustavy popsané rovnicemi
IM1{g}+ Tkligl = {$)} (11.9)

se doporuduje volit

PO, (11.10)

10 Wmax

kde W max je nejvy3831 vlastni kruhové frekvence soustavy (11.9) s ko-
ne&nym po&tem stupnd volnosti, kterou ziskéme FeSenim frekven&ni rovnice

| (k] -w M1l =0 (11.11)

Pro ¢ascvy krok na mezi numerické stability zde totiZ plati Courantidv
vztah

Wmax at =12 (11.12)

Priklad 12

Reste tilohu z pf{kladu 11 Newmarkovou integradni metodou s para-

metrem (5 ="lq .
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ReZeni

Jde o aplikaci rovnic (55). Po¥dte&n{ hodnoty jsou

Yo = 0 Yo =4 Yo = 0

Posledni{ z té&chto hodnot vyplynula z dané pohybové rovnice

g-}-y:O

(Cstatni dvé hodnoty jsou dédny jeko polédtedni podminky. Odhadneme

G2 - yE % = o (a6) = -ab

a dostaneme

g = 1- 1 (ad)"
Y, = 0 - 4 (ab)’

V druhé iteraci zvolime

. 4

§* = -y - -ab+ g (A
a vypolteme

Vo = 1= % (ab)t+ § (ab)
y, = At - Lab’+ % (ab)°
atd., aZ nakonec bude
Vo= 4- 2ot Flant- L (anby -
{
Yo = 4= (084 {2 (a0~ 72 (ap)s -

Tyto geometrické rady lze sed{st, Dostaneme
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- (ab)? )
Yy = ‘-m (12.9

o st
¥i 4+ (ab)t

Je-1i A% 0,5, vyJjde 9! = 0,882 4 Yy = 0,470 6. Sprévné hodnoty
jsou Y4 = 0,877 6, Yy = 0,479 4. ®’ presto%e integra&ni krok je rela-
tivn& velky, jsou chyby té&chto prvnich hodnot jen esi 0,5 %, resp. 2 %.

Nyn{ pristoupime k vypo&tu daldfho kroku, coZ nebudeme rozepisovat.
Cely vypolet lze snadno nsprogramovat.

6. NAHRADNI MODELY PRO NUMERICKE RESENI VLNOVE ROVNICE

Zatneme s nejjednodu3dim pii{padem vlinové rovnice pro jednorozmérny
prostor

Ty oo u
2% ¢ o (60)

Jde-1i o tenkou pruZnou ty& s posuvem U(x,t) je

E
e s (61)
g

pricemZ E je modul pruZnosti v tahu - tlsku a Q je hustota. Jde-1i
o prihyb At(xt)piedepjaté struny, je

F
QS (62)

¢t =

kde F Jje piredpé&tfi struny a S jeji prirez.

%) Srovnej s tab. 2,
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Jde-1i o 31{Pen{ podélné viny v pruZném kontinuu (za podminek jednoosé
deformace), Jje

E 1-v
€  (A+w)(1-2v)

et (63)

kde V je Poissonovo &fslo.
Zamdnime-1i v rovnici (61) modul pru?nosti v tahu - tlaku za modul pruZ-
nosti ve smyku, dostaneme rovnici smykové vlny v kontinuu. To jiZ nebu-
deme rozepisovat.

Rovnice (60) tedy miZe popisovet rizné fyzikdln{ vlnové procesy.
MiZeme ji nahradit p#ibliZnym diferendnim vztahem, kdyZ do prevé strany
dosadime vyraz (46). Bude

" 2 ey - Tl + Uied
u'&. e h'L T (64)

Mohli bycﬁom stejnym prdvem nahradit koneénymi diferencemi i levou stra-
nu rovnice (60). Tekovy postup bychom volili, kdybychom cht&li vlnovou
rovnici integrovat v Casové oblasti numericky. ProtoZe jsme tento postup
orobrali v piedchozi kapitole, nebudeme se k nému vracet. Tekovy dvou-
‘strann® numericky postup je ostatiné podrobnd popsédn v literatule /6/.

Nabiz{ se té%Z moZnost nahradit kontinuum popsané parcidlni diferen-
cidlni rovnic{ (60) soustavou oddélenych (tj. "diskrétnfch") hmot o jed-
notkové hmotnosti spojenych nehmotnymi pruZinami, 2z nich% kaZd4 méd tuhost
&f{seln& rovnou ( ¢/h)*  (obr. 21). S{la v druhé pruzing je totiz

(ihr(uuﬂ - U't)

Cbr. 21

= BY e



a sila v prvni pruZiné&

L'CF'(Y( Uy - Up-1)

Jejich rozd{l

('%')1({"-%1' TR V)

urychluje pohyb k -te Jjednotkové hmoty, takiZe

v [ 4
ub = [.T)L( {,LP_H—O.LQ + uk-‘}‘ (65)

To v3ak je rovnice (64).

Jinou nédhredu ziskéme metodcu kone&nych prvkd. Zvolime posuvy

v ekvidistantnich bodech ..., P _, , P, , Puy , ... za zobecn¥né

srufadnice a mezi nimi zvolfme linedrni interpolaci. Napf#. pro element

mezi uzly P, , Pus4 bude (obr. 22)

I:)||<—1 Pk k+1
_— g~
: T : 1
! |
/| | i
| —
- i
g
q 2 k+1
Ky !
h X
Obr. 22

X X
u =(1“_F)@t4'ﬁf G e+ (66)

Zde h je délka elementu (prvku), X souradnice m&fend od jeho levého

konce. Pom&rné prodlouzZeni je
(67)

=
by

|

1 A
I T P TR

=

X
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Tyto dv& rovnice zapiSeme maticové:

]

ful =TU- %) ()1 13::.} (68)

n

T %e
(£} L_gﬁ 17\]{%{} (69)

V nich poznévéme vztahy (7) a (9), tekie mi%eme vyuZit vysledkd odvoze=-

nych v kapitole 1 a napsat ihned vzorce pro matici hmotnosti a tuhosti,
které vstupujfi do pohybové rovnice (17). V naSem pripad& bude

IM14G1 + [eligl = (4} (70)

Predstavime-1i si, #%e jde o tenkou elastickou tyé&, bude matice hmotnosti

: Wl (=X Ko X
1M1=@Sng[h]T[A]dx=Q§§ f‘ h: hll ) | gy
L?U“F\ (%)
i i
= @ Sh 3 ¢ - % L g (gs._. konst .)
¢ 5 S (71)

Dosadili jsme M = (?ng(hmotnoat jednoho elementu). Matice tuhosti vyjde

" ES (M ;
L] = ES g [817[B]dx = *E::OE 1:_1 1] dx =

(72)
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Elementérni metice (71), resp. (72), plati pro jeden konelny prvek
{element). Sily 2z ostatnich prvkd se na n&ho pitenddejf v koncovych
uzlech & vstoupf do vektoru sil [%E . Pro kaZdy z prvkd miZeme proto
napsat samostatnd rovnici (7C). Prvky jsou v3ak megzi sebou vdzdény tak,
e posuvy v uzlech, v nich# se prvky stykeji, jsou spoledné, a wvné&ji{
s{la v deném uzlu se rozdél{ mezi oba prvky, které se v uzlu stykajf.
A tak se askce plsobic!l na pravy konec levéheo prvku epolu a akef plsobfcl
na levy konec pravého prvku v souttu rovnaji vn&js3{ sfle v uzlu (ta je
v nafem p¥i{padd volného kmiténi nulovd). Prelciime-li tedy jednotlivé
elementérni{ vektory ietdzovité pres sebe, jak je znézorn&no na obr. 23,
budou se polo¥ky v pFekryvajicich se mistech s&ftat a rovnat nule.

_————

/)

7

.

Z] -——t-

Cbr. 23 Obr, 24

Vektory i}} viak méme ddny vzorcem (7C), tedy eoudtem dvou &lend, z nich¥
kaidy mé tver soufinu &tvercové matice s vektorem. To pak znamend, Ze -
nechceme-1i souliny pfedem rozndsobit - musime &tvercové matice uaporddat
podle obr. 24 a tem, kde se matice plekryvaji, poloZky na stejnych m{stech
aeffst. Tak dostaneme pro ty¢ reprezentovenou dvdme prvky rovnici

2 1 o] (g 1 -1 o] |G 0
@ Sh e ES
> 1 Gs + 5 -1 2 -1 G =30 (73)
o 1 2] {4 c -1 1 O3 0

a pro tyé rozdé&lenou na tFi prvky

-,
[ . b!

G 1 -1 0 o]l
) (}t L, ES 412 -1 0l ]ged
Is h C -1 2 =1]{ Y
1L Gu 0 0 -1 1] G
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Podobn& bychom mohli napsat pohybovou rovnici pro libovolny, ale ko-
nedny polet prvkl.

Je=1i ty%¥ nekone&n& dlouhd, budou matice v pohybové rovnici také
nekone¥n& velké, coZ je ovdem nemoZné. Viechny Prddky vBak budou stejné,
budou-1i i prvky stejné; pouze indexy se budou vidy o jednilku 1lisit,
pokrodime-1i od jednoho Fédku k nésledujicimu. Tak pro Wk-ty Péddek bude

Ch o " “ ES
Gh (q(z_i-k'-lo]_r_ + qrgﬂ)*"—h-(- q't_'-z-',‘.aru-.qkﬂ\_._ 0 (75)

a l se bude ménit od - do +® vy celo&iselnych hodnotdch,

Rovnice (75) predstavuje dal3{ matematicky model nekonedn& dlouhé tenké
pruZné tyde. Po Uprav® s pouZitim (61) bude tento model s diskrétnimi

parametry platit pro obecny piipad vlné&€n{ jako ekvivalent k diferencidl-
ni rovniei (60); bude

" - " ct
qt-‘{'{'lfq,k.““q‘!f{ + G_hi(._Qqu*'iq.\g"q-kH\ = 0 (76)

Nevyhodou linedrn{ interpolace (66), zndzorndné na obr. 22, je, %Ze
neddvéd spojity prib&h posuvil. To znamend, Ze se pomérné prodlouZeni,

a tedy i nap&t{ m&n{ v uzlech nespojit& (v rozporu s fyzikdln{ realitou).

Spojitosti doséhneme kubickou interpolaci (platnou pro interval
c<2¥xzh )

WX) = Qo + A% + Aax‘+ Qg X3 (77)

Koeficienty (o a% Q3 urdime tak, aby funkce U(X) nabyvala v uzlech
na koncich prvku hodnot

G, = w(0) G3 = A (h)

i (78)
C{q, = [0) %: ﬂ,“‘l)

Gdrkou jsme oznalili derivaci podle X . Vyjde (viz /8/)
G4
wi) = Lh () h( hw hy&] { g ,

(79)
G
Qu
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kde

b)) = 1= 3(FPe (%Y
() = X= Th (5 an (3

he (0 = 3= 2 (%)

hy 00 = -h () + h (5

(80)

jsou Hermiteovy interpola®ni polynomy. Elementdrni matice hmotnosti a tu-
hosti pak vyjdou tekto:

[ 156 22h 54 -13h
QSh | 22h 4kt 13h -3ht
Ml =45 (81)
54 13h 156 -22h
| -13h  -3h  -22h ah” |
[ 36 3h =36 3h |
3h 4t -3h - h*
[K] - E. (82)
2%h |[-36 =3h 36 -3h
| 3h - -3h 4

Pti spojovéni prvkd v model celé tyde se matice naditaj{ podle obr. 23

e 24, pridem? vektor posuvi je uspoiédén tek, Ze posuv Lk -tého uzlu mé
lichy index 1k-1 & derivace posuvu v témZe uzlu sudy index 2k

Pro k -ty uzel nekonedné tyde pak budou pletit tyto dvé pohybové rovnice:

% (5 Gre-s Bhgaes +312 q tet F5% G~ BN Ggpee) +
4 ES T
3o0h [—35 q,,&_a—- qu-" AL C"u-' bSGd(u‘H ¥ Bhay‘l-tvl.) =0 (83)
@ Sh & . 3 . _
41290 - 136??-"—'3 N thfaz-m ¥ ‘th,,_g 13 Qrert 3"‘0“;,1“1) +
(8u4)

ES
Y on (sq"u:—a i hq'u-z +16 hq1- 3G 1en 'hq"ll*l) =D
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Po dprav®& s pouZitim (61) bude

"’_Lfariz-s ¥ 300G gg-s + 3L Gapey + SU Grawrt - 1DNGaes2 *

c?.
¥ YL m (- 1Gae-3 - hgpp-g + Qg = 1Lqaps t hqp42) = 0

(85)
"Wy d h‘ilt-z +16hg,, + 126 0041~ 3Gy, +
1
¥ 14 c_hi (3G 13 ~NGae-r +16 gy, - 3G aues -hq'maj =0
(86)

Pro vlnovy proces v kontinuu, popsany vlnovou rovnic{ (60), tedy méme
nékolik ruznych modeld vhodnych k numerickému Pfe3eni; je to diferen&ni
rovnice (64), kterd se shoduje s rovnicemi popisujicimi pohyb osam&lych
hmot spojenych v Fetézec nehmotnymi pruZinami (obr. 21), déle méme rov-
niei (76) odvozenou metodou konednych prvkd s linedrnim interpoladnim
polynomem, & konedné soustavu dvou rovnic (85) a (86) odvozenou 8 kubic-
kym interpolainim polynomem. Bude néds zajimat, jaké je kvalita téchto
modeld a jak se projevi{ pii numerickém Feden{ dloh. O tom pojednéme
v pr{3t{ kapitole.

Obdobn& bychom mohli vytvoiit matematické modely i pro p¥ipad vlins-

ni{ v t¥{rozmérném prostoru. Rozdil by byl jen v tom, %e na pravé strand
rovnice (60) bychom m&li sou&et druhych derivaci

Yu M Mu
rﬂx‘l. + fbg'l- + Iba‘l-

misto pouhého e
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7. POSUZOVANT MCDELU Z HLEDISKA VLNOVE DISPERZE

ProtoZe ka¥dou vlinu lze rozloZit ne jednotilivé hermonické slofky,
bude o vlsstnostech (o kvelit®) modeluw rozhodovat jeho odezva pPi pri-
chodu hermonické vlny. Zmindny rozkled umoZﬁuje Fourierova PFadp nebo
Fourierdv integrdl, Pozornost zeméifime na jean harmonickou sloZku,

%{$#{-1] se harmonickd vlna o délce L ve sm¥ru osy X rychlost{
¢ , plati pro ni rovnice

)
w (x$) = a,am[—f"(bcﬂl (87

Tato funkce splnuje vlnovou rovnici (60) identicky, co% znemend, Ze
rychlest ¢ vlny nezévis{ na jej{ vlnové délce L . Rikéme, Ze jde

¢ bezdisperzn{ prostied{. 5{*1-1i se bezdisperznim prostiedim obecnd
vlna, zachovédvd si svlj tvar, nebol se v3echny jej{ harmonické sloZky
pechybuji touf rychlostd.

Zkoume jme nyni, jak bude hermonickéd vlna prochézet modelem (64).
Zde mi%e X nsbyvat pouze hodnot 0, h , 1h , ..., kh | ..., takie
vlna bude popsdne rovnicif

Gul8) = atim [LE(kh AN (88)

Na levé strand méme poauv \c-tého uzlu v &sse £t . Pruh ned aymbolem C
znamené, %e predpoklddéme jinou postupnou rychlost viny neZ ( . Vyresz
(88) dosadime 4o rovnice (64), Po Upravd dostaneme

LRSS
c Toh Al . 9

To znamené, Ze model ng obr. 21 nen{ bezdieperzni, Ze rychlost &{ifeni
harmonické vliny C Jje u krétkgch vin mend3f ne? u dlouhjch vin. Zat{meo
vlna libovolného tvaru projde kontinuem modelovenym rovnici (60) beze-
zmédny, zm&ni se tvar vlny pfi prichodu fetdzecem podle obr. 21 tak, %e se
vy&81 harmonické sloZky opozdf za niZ3imi, Tim se &elo vlny stane hlad3im,
za to se zs vlnou budou tvofit krdtkovlinné poruchy, kteréd v kontinuu ve
skuteénoati nejsou. Aby se toto zkresleni tvaru vliny udr¥elo v rozumné
toleranci, musi byt krck N dostatedn® maly. Pro h/L - 0 je

C = € = konst,
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ProtoZfe k vykreslen{ tvaru harmonické vlny pot¥ebujeme alespon tii
body, musf byt L[h > 2, Pro L[/h = 2 bychom dostali € = 0,636 6 ¢
Krat3f vina ne L = Lh se ret¥zcem nemiZe vibec 3{¥it (dikaz viz napt.

/9/).
Zkoume jme nyni vlastnosti modelu (76). KdyZ sem dosadime z rovnice
(88), vyjde

§_ _ __[-_Qi_ A~ cos (2sth/L) (90)
c mh | 1 2+con(irhlL)

9h  odtud dosteneme € = 1,102 7 ¢ . Naopak
C .+ U tohoto modelu piedbihaji krédtkovlnné

Pro mezn{ délku vlny L
pro N/L = 0 vyjde T
sloZky &elo vlny.

U hermiteovského modelu (B5), (86) je tfeba uvdZit, Ze v rovnicich
jsou zastoupeny dva druhy uzlovych prom&énnych - posuvy & derivace posuvi,
ProtoZe tvar vlny Jje po &dstech vykreslen kubickymi polynomy (80),

a nikoli sinusovkou (87), je tvar vlny pondkud zkreslen, takZe derivace
Pw[T* nelze zfskat derivovédnim vztahu (87). Je nutné pfedpoklddat, Ze
pom&r po sob® jdoucich lichych a sudjch zobecn&ngch posuvd gy [¢1k
miZe byt ponékud jiny, ne% by vy3lo z rovnice (87). Dosadime proto

G 1p-4 () =aAm[%(kh~CH] (91)

Gu (8) = beos [ 25 (kh-Ch)] (92)

Z rovnic (85), (86) pek dostaneme homogenni linedrn{ soustesvu rovnic pro
emplitudy & , b , kterd mé nenulové feleni jen tehdy, vymizi-1li determi-
nant. Tato podminka poskytuje hledancu disperzni zdvislost poméru clc
na peméru h|L . Uké%e se, %e a% do mezn{ hodnoty hiL = 1/2 je velmi
pPiblizngé &/C = 1 = konst. To znamend, Ze hermiteovské kone&né prvky
vytvére j{ bezdisperzni matematicky model pro vlnové procesy v jednoroz-
m&rném kontinuu, ktery v3ak propouit{ pouze harmonické vlny od ur&ité
vlinové délky ( L >2h /8/). Prisludné disperzni kfivky jsou zakresleny
na obr. 25.
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: | (76)
c -
1 - (85).186) ___(60)_
G (64)
A h
L
0 i R e S R N
0 0,5
Obr. 25

8. O DVOU DUALNICH MODELECH PRO OHYBOVE KMITAJICT NOSNIKY

Nosnik lze rozdélit ne kone&né prvky stejné délky h = £ln , kde
L je délka nosniku 8 N polet prvkd., Prvky by sice nemusily byt
stejn& dlouhé, ale pokud neméme zvléstni divod, volime je stejné.

Ne jprve budeme postupovet shodné s deformadni varientou metody ko-
neénych prvki., Pro prihyb nosniku W(X) zsvedeme podle obr., 26 spro-
Ximaci

W) = Thil helx) hy(0) hy ()] 4 G L
Qs (93)

Lq"'fJ
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Obr. 26

kde

Gy~ w(0) Gy = w(d) (94)
jsou posuvy uzlovych bodd,

Gy = W'(0) Gy = WO (95)

jsou derivace posuvi podle X v uzlovyeh bodech a hi(x) a% he(x)
Jsou hermiteovské interpola&nf polynomy (80). Za predpokledu, Ze plati
(93), dostaneme pro kinetickou, popfr., Geformsini energii tyto vyrazy:

T« LR (G Smmm A (96)
h
U= §E] {q}rj (A [A ) dx tg ] (97)
kde
[AT=1h h h  hyd (98)
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je fadkovamatice ze vztahu (93). PFi odvozeni vyrazu pro kinetickou
energii jsme nepifihlfZeli k rotacim elementd noeniku, ale jen k trans-
ladnim pohybim, a pFi vypoStu deforme¥ni energie jsme poiitali jen

s ohybovymi deformacemi, zanedbeli jJsme tedy vliv smykovych deformasci.
Tyto predpoklady Jjeou dobfe splndny u 3tihljch nosnikd,

Na pravé strand rovnice (96), resp. (97), Je kvadretické forma
utvoiend s matic{ hmotnosti, resp., tuhosti. TekZe

h
IM1 = T [1a1T AT dn (99)

h
K1 = E3 .,S [ AT A'] dx

(100)
Po integraci vyjde
[ 156 22h 54 -13h |
[M]- m 22h 4nt  13h -3h —
420 54 13h 156 =22 h
| -13h -3ut 22k 4h |
[ 12 6h  -12 6h |
E3J 6h 4h* -6h 2 -
Ll W |32 -6 h 12 -6 h
| 6h 2 W _6h 4 h* ]

Malou nevyhodou takto utvofeného modelu je, Ze matice hmotnosti 1 matice
tuhosti kompletnfho nosniku jsou pésové.

Matice hmotnosti (101) se nezyvé konzistentni, nebof byle odvozens
pro aproximaci (93) ohybové &éry zcela rigorozn&, v souledu s Lagrangeovym
variaénim principem /2/. JestliZe vlek ignorujeme rota&ni stupnd volnosti
(tj. dosadime do sudych sloupcd a Fédkid matice (101) nuly), mimodiagondl-
ni prvky piiéteme k diagondlnim a na jejich misto dosadime nuly, dosta-
neme diagondln{ matici hmotnosti

1 0o o0 o
o 0o o o
M= 2 (103)
L o 1 o
o o o o]
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kterd oviem neni konzistentni. Zfejm® odpovidd fyzikdélni predstevd osa-
mélych hmotnych bodld spojenych nehmotnym pruZ-
nym nosnikem (obr, 27), pro které vyjde kine-

m/?2 mi2 tické energie
IJ h j T =5 m(G4r+Gy) (104)
|

Obr. 27

Deformeéni energie, a tedy ani metice tuhosti
se nezméni,

Model podle obr. 27 d4véd diasgonélni matici hmotnosti a pésovou ma-
tici tuhosti. Napadd nés, zda by nebylo moZné (a za uréitych okolnosti
vyhodné) navrhnout duédlni model, ktery by ponechéval matici hmotnosti
pésovou, ale vedl k diegondlni matici tuhosti. Skutedn& je to moZné,
Jak nyni ukédZeme.

Model podle obr. 27 soustieduje hmotnost do oddélenych uzlovych bo=-
dd, kdeZto tuhost je rozdélens, spojité. Vytvorme tedy model, v némZ tomu
bude naopek: tuhost bude soustfedéna do oddélenych bodt, kdeZto hmotnost
zlistane rozd&lena spojité.

Slovo "tuhost" zde nenf{ zZceles ne misté. PouZili jsme je proto, Ze
Jje zavedla norma GSN 01 1302, ¢. 3.21, misto dfive obvyklého pojmu "pru-
Zinové konstenta". Ve skutednosti jde nikoli o tuhost, ale o miru pod-
dajnosti ¢i pruZnosti dsného prvku. Novy model se bude sklédat z sbsolut-
né tuhych hmotnych tyci spojenych poddajnymi, popf. pruZnymi klouby
(obr, 28), Poddejné klouby mohou byt nejen pruZné, sle teké nspf.
elastickoplastické. Poddajnost Jje tedy 8irS51 pojem neZ pruZnost.

Tuhost (&1 pruZinovou konstantu)
kloubu vypo&teme z predstavy, %Ze prv-

h 2k ky volime tak krétké, sbychom v nich
2k mohli zanedbat zm&nu ohybového mo-
mentu M (obr. 29). Ghel ¢ teden
k k 128 k ohybové ére v bodech o vzéjemné
1 vzddlenosti N je
Mh
Obr. 28 g = T3 (105)

Tuhost |« Jje definovéne jeko pomér
My , tedy

M EJ
k j$‘ = (106)
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Na obr. 29 je nahofe zakreslena de-
M Cn ")M formace prufného nosniku, dole psk
; EJ | odezve néhrednfho modelu pii témZe

I @ ' ohybovém momentu.

( \ i Porovnejme uvedené modely na
pfikladu vypo&tu vlastnich kruhovych
! frekvenci volného kmiténi nosniku na
L h2 hi2 ! Jednom konci vetknutého a na druhém
volného. Noenik rozdélime na dva
prvky, tak¥e h = L/& |, Hmotnost
jednoho prvku M = @Sh = ¢S¢f1
Jje polovinou hmotnosti celého nosni-
ku. Nosnik jsme rozdé&lili pouze na dva prvky, abychom omezili rozssh
numerickych vypo&td a mohli je i bez poéitale snadno realizovat.

Obr. 29

Budeme-1i postupovat metodou koneénych prvkd s konzistentni matici
hmotnosti, dosteneme sloZenim a nsdtenim matic (101), (102) tuto pohybo-
vou rovnici (pro &tyfi stupné& volnosti):

312 0 54 -13h G
m_ 0 8 ht 13 h -3ht Jarl. L
Hlo | g4 13h 156 -22 h Gs
-13h -3 22k ant| | G
[ 24 o -12 6h | (9] 0]
e 1
E33 o) ghW -6h 2h 1a,.L b 0 , (107)
L P -6h 12 -6 h % 0
1
Leh 2w -6h 40 | | Gu 0 |
S oznadenim
W h?*
B4o £3 (108)

odtud vyjde frekvenéni rovnice
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12 - 312, 0 -6=54 A 3h +13hr

0 4w - 8hL -3h =134, W +3h%,
=0 {109)

-6=-54 A, -3h “13haA 6 - 1564 ~3N +22ha

IR +13ha h +3hty -3h+22h A 2l -4 L

Vidime, Ze se &initel h v sudych Pédefch & sloupcich dé zkratit,
takie zlatane (po rozndsobeni determinantu)

178 801 A% - 714 924 3P + 292 734 AP -10044 0 +S=0  (110)

Poznamenejme, Ze vypofet vlastnich frekvenc! pomoct determinantu nent
prévé nejvhodnéjii, jde-li o soustavu s vétdim podtem stupnd volnosti.
PFi vyéislovéni determinantd vysokych P4dd nejenZe roste rozssh vypoltd,
ale zhorduje se i piesnost vlivem zaokrouhlovacich chyb., Yhodn&jsi postu-~
py najdeme napf. v literatude /7/, /10/.

Omezime se na vypodet nejmendi vlestni kruhové frekvence, NeJmendi
kofen rovnice (110) Je

M = 9,207 08 + 1074

a tedy - podle (108} -

E) A TE
Wy = 0,879 43 PO 3,518 Iz jgg (111)

Podle tab. 1 mé spravnd byt

A re
Wi = 3,516 \l-@g (112)

Chyba je tedy asi pil promile. Vysokd piesnost vypodtu je vykoupena v&td{
numerickou néroénosti pii prédeci s pésovyml maticemi, coZ miZfe poné&kud
vadit pri fedenf sloZitych soustav 3 mnoha sty stupni volnosti,

Vimneme ai proto modelu se soustiedénymi hmotnostmi podle obr, 30.
Matice tuhosti ztatane stejnéd jsko v rovnlei (107), ale matice hmotnostl
se podstatné zJjednodudi{. Bude
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(1 0o o o]

c o o0 o
Ml=Mm|ls 6 o5 o (113)

0 0o ¢ o]

Frekvensni rovnici dostaneme po snedné idpra-
vé ve tvaru

Obr. 30
24-21 0 -12 6
0 B -5 2
=0 (114)
-12 -6 12— %, -6
6 2 -6 4
kde .
Wt mi?
© THES (115)
“Rovnice (114) Jje kvedratickd; po rozepséni dévé
2
7T A -60A +18 =0 (116)

Prvni koFen Je Ay 2 0,311 306, S toute hodnotou vyjde z rovnice (115)

A E

a chybou asi 10 %. Chyba by byle Jist2 men3f, kdybychom zvolilil vEt3(
podet prvkl, UZ pfl tfech prveich by byle méné neZ poloviéni.

W,

Prejdéme k Quélnimu modelu podle obr, 31.
Zde Jje kinetickd energie kaZdého prvku ddna

, y% soudtew energie pffsaludné posuvnédmu pohybu
Z t&215t% a energie pfisludné roteci kolem t&-
2k ) ¥ 218t8, Tedy

Obr, 31
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Rt . . )
T - i'fm' 3 Etf11+(3tf;+tf,jq'1

+
: j'f L AT AN (118)
Deformaéni energie vyjde
U - S‘L(*J-ULF? + *r{j_‘ ey (119)
Dogtevame tedy tuto pohybovou rovnicil
m [16 5} ({‘),} , Evj? O |4y - ° (120)
6 | 5 A h|o B RLD 0

Frekvenéni determinant je pouze druhého Fédu = matice tuhost1, Jak vi-
dime, Jje dlagondlni. Oznedime-1i tentokrat

6 ED
B (121)
’L Lo‘l.mhé
bude
16 - 2 ) 5
= 0 (122)
5 2=k
£11i

2
2 ) =200 +7T=0

V&td{ z obou kofend je Ay 9,636 81, tskZfe podle (121)

. |
Wy = 3,156 —~—"5 o (123)

Vysledek je pro oba modely (podle obr. 30 a obr. 31) stejny. Skuteén&,

lze dokdzat, fe oba modely Jsou co se tyfe presnosti, s Jekou aproximuj{
pruiny &tihly nosnik s rovnomérnym rozddlenim hmotnosti i tuhoseti, navzédjem
rovnocennd,
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Pfikled 13

VySetfete disperzni vlastnosti modeld pouZitych v B, kepitole
k vypodtu ohybového kmitdni nosnikl.

Redendt

Pro volné ohybové kmitédn{ nosniku plati perciédlni diferencidlnt
rovinice parabolického typu (/4/, viz té%Z (9.1))

M QS Vus
+
(Fy EJ Dt

=0 (13.1)

347¥1-11 se vlna v pruiném prostfed{ ve sméru soufadnicové osy X
rychlosti ¢ , mé obecn& rovnici

w o= § (x-ck) (13.2)

kde { je libovolné "rozumnsd” funkce. ReSeni (13.2) vyhovuje vlnové
rovnicel, kterd je hyperbolického typu, nevyhovuje vdask rovnici (13.1).
To znamen#é, Ze se¢ ohybové vina nemlZe nosnikem 8{ifit, eniZ nastane
disperze {(vlna zméni tvar). Rozpor vznikd tim, Ze rovnice (13.1) nepo-

pisuje volné elastické kontinuum, sle pfedepisuje v n&m pledem urditou
. vuazbu, tj. poplsuje deformeini model Bernoullihc-Navier(v,

Zkoume jme, zda se timto modelem miife 3ifit alespon hermonické vina,
které méd rovnici

wxt) = Wo AML%"(X-Ch] (13.3)

72de L zne&f délku vlny. Desadime-1i (13,3) do {13.1l), dosteneme
postupnou rychlost vlny

c- 1= B

nepfimo uUmérnou vlinové délece, ZkoumeJjme, jak tuto vlastnost reprodukuji
modely uvedené v 8. kapitole,
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Je=11i elementédrnf matice hmotnosti

™M1 Moa ) Meb (13.5)
Hllm.l Mh'n )
a tuhostl
Koa! ¥
1Kl = —33;“5‘1 (13.6)
Keai Keb

pak po Jjejich sloZeni podle obr, 24 bude pro prvky vzddlené od obou koncd
nosniku platit tato pohybové rovnice (viz té% /8/)

[Hbali\:\}t_(} + ([Hm] +[ Mbbl)l{ot} + LMah]iwmt}*
+ [kl‘,a] { Wm} ¥ ( [. Kao] t Kuﬂ) iwt]l +

*‘[Kc\hb]{'w'ut]& =10}
(13.7)

Zde in sdruiuje stupnd volnostl pFipadajici na \(—tfr uzel. PFitom

[Mba‘l = LM&\?]T [kba] = [K-ab]r (13-8)

nebot matice hmotnosti 1 tuhosti Jsou symetrické, Vektor {UUU.! obea-
huje bud jeden stupen volnosti jako v rovnici (88), nebo dva stupns
volnosti, jako byly (91), (92). Dosadme obecn#

6% (lh-g4)

twey = {Whe (13.9)

Vektor EW} je konstantni, obecnd komplexni. Symbolem ¢ Jsme ozna-

¢1ili imegindrni jednotku. Ozna&ime-11

Ik (13.10)
RJ 3
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dostaneme z rovnic (13.7) a (13.9) podminku

|- (ZEE P (M 164 ([Mag T+ LM D)+ [Ma 1)

b [Kpw 164 ([ Kaalt [Ky1) # [ Kalg®® | = 0

(13.11)

Je to nutnd a postalujici podminka k tomu, aby byl vektor &W} nenu-
lovy.

Dosadme sem napi. matice (102), (103) platné pro model podle
obr. 32. Bude

h
T o EJ
% A
m m m m
Obr. 32
E1 (1-0 -Gh Y sib
MC)(L)[ 0+ S (G "l €
6
f[A ) [T Sele®)] -
(13.12)
S oznafenim
ixc \z, @Sht
A FNTL ) & ) (13.13)

z{ské rovnice (13.12) prehledndj&i tvar
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2 (4-coa o) -A 12 {haim (13.14)
41 h AU Hh™( 1+ coa )

Cdtud vypolteme

(1-coof)*

A= TL4+enap

(13.15)

Vzhledem k (13.10) je A funkei pomé&ru h/L , tedy pom&ru délky prvku
k délce vlny. Zkresleni, které zpisobuje model podle obr. 30 ve srovné-
ni s nosnikem, je dénc pomErem rychlosti Clc . Kdyby byl tento pomdr
konstantni a roven jedné, 8{fila by se harmonickd vlina dané délky ste jné
rychle v plvodnim nosniku jako v jeho modelu. Z rovnic (13.13), (13.15)
a (13.4) v3ak vyjde

X 13 (1~ toapd)
=F =' ﬁam (13.16)

oo

1]

kde 5 = LT [~ . Tato zdvislost je zakreslena na obr. 33.

Podobn& postupujeme i u ostat-
nich modeld, UkéZ%e se, Ze modely
1 Ty podle obr. 28 i 32 maji stejnou
l
1
1

disperzn{ zdvislost. To 8i jiZ Cte-
nér miZe oveérit sdm. U modelu podle
obr. 28 v3ak neni dikez piimoéary;
vyzaeduje zavedeni jinych zobecn&nych
soufadnic, aby bylo moZné uplatnit
schéma na obr. 24,

it ]S
i

|
|
_: Z obr. 33 je zfejmé, Ze se har-

T 1 — ' monické vlny krat3{ ne% asi 4 h &1{-
0 — hilL 0:5 ¥{ modelem nosniku podle obr. 28 ne-
bo obr. 32 pomaleji ne? skutednym
Obr. 33 nosnikem.

Znovu zdliraznujeme, %e jde o &i{¥en{ harmonické vlny. O 5{feni obec-
né ohybové viny v nosniku nemGZe byt red, protoZe se ka¥dd jeji{ harmonic-
ké sloZka 3{¥{ jinou rychlosti a tvar vlny se nemiZe ani piibli%né zacho-
vat. Je to zplsobeno tim, Ze rovnice (13.1) nen{ hyperbolického typu.
Mé-1i ostatné tato rovnice vibec platit, mus{ byt i u harmonické vlny
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{13.3) splnéna podminka, %e délks vlny je mnohem v&tS8{ ne? pF{dné rozmiry

nosniku.

Pf{klad 14

Odvodte mwatici tuhosti pro nosnfk, které by zahrnovala i smykové
defeormace.

ReZend

Celkovy prihyb nosntku W(x) se skl4ds =z ¥dsti W, vzniklé ohy-
bem 8 z ¥4sti W, vzniklé smykem. Bude tedy
W) = W, () ¢ W () (14.1)

Pro ohybt plat{ diferencisdlni rovnice Bernoulliho-Navierova

Al w,
aAx?

= M, & (14.2)

Zavedeme-1i stupné volnosti podle obr. 26, bude ohybovy moment

M, () = fix - fo (14.3)
a integrace (14.2) 44
1 A
W, (x) = IR LZ &.x”—%g,,xu Cox + Ca) (14.4)

Pro smykové deformace.méme vztah

dw, & (14.5)
aAx o 68 ’
kde ™ zdviai na tveru prifezv {(viz /11/)
& je medul pruZnosti ve smyku a
S 2znad1l plo3ny obash prifezu
Po integraci
oGS 3
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Integraéni konstanty Gt az Ca ge uréi z okrajovych podminek.
Reakce v uzlech musi splnovat podminky rovnovéhy

+§.=0
R (14.7)
fih-fo -6y =0
Matice tuhosti je definovdna vztahem
k‘( 1‘11. l‘5‘13 l‘qq ] 'q-1 ) ( 'ii )
bag by Vg oy | | g, by L (14.8)

sy (37 km kg | Os (- £

by ki kg qu_ ey Ly )

Zvolime-1i v3echny zobecné&€né posuvy nulové aZ na jeden, miZeme uréit
reakce 4 a% §q z rovnic (14.1) a% (14.7), a tim i jeden sloupec ma-

tice tuhosti. UkdZeme to napi. pro 9 Z 0, q.:_ = 0, G, = 0, 9y= O.
Okrajové podminky budou

X =0 ¥ = h
qu otw,,
aAx =D ax :
W = Gy Wp=0, ws=0D

Vzhledem k (14.1) zFejm& plat{ na obou koncich nosnfku, Ze

dw Aws

ok
ax dx LGS

Samo vetknut{ totiZ nezabranuje zkosu, ktery pisob{ emyk. Z okrajovych
podminek vy jde
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¢, =0

Jﬁ:g\hz""f'},h'l’c‘ =0

C
ERE
%hhs" '!lj_'atz.hi*cih*‘ct =9
L .
A GS +Cy =0

Cdtud vyloudime integraéni konstanty

¢, 8% Cy . S oznadenim

‘15. _ 1237
T AGSh?

pak dostaneme

1LE]

;1 = (1*_§\|q3

GEJ

o = (14 ¢)h?

stly § = la G4 vy = by G

Dostaneme tak prvky matice tuhosti

L . 1E3
n - _'(_—“—'_'3
1+¢)h
- 11E3
kg = by = o w

CH = l‘ﬂ 0,1

Gy = ky P

-

\fw.‘ l‘z =

1

Ly = by =

b EJ

1+ H)h

GEJ
(A+p)h*

Podobné vypo&teme i1 ostetn{ sloupce matice tuhosti. Bude

Y+
1+¢

EJ
h

kﬂi” ks, =
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(

1+¢) h*

(14.9)

(14.10)

(14.11)

vypolteme z rovnic (14.7) a (14,11).



1-§  EI 1163

b = ko = ST T
-6EJ 4+ EJ
o bt e e

Pro ® = 0 vyjde odtud matice (102).

9., GEOMETRICKY NELINERNf OHYB ELASTICKYCH PRUTU

Model nosniku podle obr. 28 se zvlé3t dobfe hodf k Feden{ geometric-
ky nelinedrniho ohybu, kdy se vlivem velkych posuvl podstatnd méni geo-
metrickéd konfigurace, ale pomdrné deformace zdstédvaj{ maelé (v mezich
pruZnosti). UkédZeme to na p¥ikladu elastického nosniku vlevo vetknutého,
vpravo volného a na volném konci zatiZeného svislou silou F (obr. 34).
Zvolime t¥i prvky se zobecn&nymi posuvy ¢, , Y, , Y, . Budeme pfedpo-
klédat platnost Bernoulliho-Navierovy teorie ohybu, av3ak piihlédneme
k vlivu posuvu plsobidté& s{ly p#i velkych pridhybech.
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Cbr. 34

Deferma®n{ energie v nosniku vyjde obdobné jake v rovnici (119)

U= L11wet+ L kyr + L Lyt -

i

E]
. [‘*} ¥ % Py + % P2 ]

Prihyd W na konei nosniku vyjde podle obr. 34

W = haimggy + b AW GG HU) 4 h g (g 4 4 yg)
a jeho veriace bude

Bw = h Lo + oo (Y4 ) v oo (Wt +ga)d Dy +
+ h{ cos tLh +\f1,) + Cm(lh*%“h)] &h'}'
thoeon (Y + g+ 42) Dy

Zobecnéné sily vyjdou z rovnosti virtudlnich praci

Fow = {-1&{, y hdyo+ § bgs

(124)

(125)

(126)

(127)

7a DW dosadime z rovnice {126) a perovnéme koeficienty u variaci 6?,

[:%:4 6q3 «» Dostanene
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§y= Fh Deoopy + con (g +pa) + 03 (g + 4o + 15) ]
b= Fh Teoo (g +4s) + 000 (Y + 9o+ 92) ] (128)

L3 = Fh oo (g + Yo + §5)

U%itim (21) a (124) vypo¥teme matici tuhesti

2 C c
EJ
Lkl - T c 1 0 (129)
C 0 1

Zobecn&né posuvy oznalime symbolem [G}] 5

1= Ty @ w17 EEY)

Z rovnice (17) dostaneme pro piipad statického zatiZeni

LkItgl - 15} (131)
a odtud vypolteme vektor {q] . Po dpravé bude
o Fht o5 o o] ooy, + ooy, + ooy,
wet® 5 0 1 0 oo, + Con\s (132)
Ya 0 0 1l A W4
kde
q’1 - L‘h
Yo = Yy + u

W = U + Y,

Rovnici (132) #e3{me iteracemi. NemiZeme zde probirat rizné metody Feeni
scustav nelinedrnich rovnic. V tomto pfipadé v8ask dojdeme k vysledku po-
m&rn& snadno tak, %e pro zvolené Fh*/EJ a odhadnuté W, az W, vy-
polteme Yy aZ Ws . Vypoétené hodnoty pak dosadime na pravou stranu
(132) a vypofet opekujeme tak dlouho, dokud se nové a staré vysledky
sipgnifikantn® 1i3{. Nakonec dostaneme zévislost prihybu W na sfle F ,
kterd bude ov3em nelinedrni.

NeZ pristoupime k tomuto FeSeni, presvéd&ime se o tom, Ze pro malé
orihyby dosteneme pfibliZn& sprdvnou hodnotu, jakou zndme z linedrni
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teorie ohybu, totiz

F (3h)? gF K
3E) T B3

P¥i malych prihybech bude

Loy = ooy = ey 51
a rovnice (132) dé

¥y 2
Y, > = P 2 (133)
1L = EJ 33
Y3 1
TakZe
~ 95 Fn® . FL3
= 1 - =
WER DBy H L ) = T 2 e

Vy3la hodnota asi o 5 % vEt&81 neZ sprdvné, coZ je piijatelnéd. PPi posu-
zovdni této odchylky musime vzit v dvahu, Ze jeme nosnik rozd&lili pouze
.na tii prvky.

Vysledek teSeni je zakreslen na obr. 35 a 36. Obr. 35 zndzornuje
polohy modelu pro sily

Cbr. 35 Obr. 36
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EJ EJ EJ
F = 0.1 T’ popf. 0L ? a 03 --Fﬁ.'

Na obr. 36 je zakreslena deformadni charakteristika nosniku a je po-
rovnéna & linedrni teorif (133).

Piiklad 15

Odhadn®te chybu, kterou bychom ziskeli pfi Fedeni prihybu nosniku
podle obr. 34, kdybychom pouZili deseti prvkd misto t#{.

keSen{

Chybu odhadneme podle vysledkd Pedeni linearizované teorie (pro
malé prihyby). Vyjde

ol et
ol (15.1)

tedy chyba asi piil preocenta.

Piiklad 16

Navrhnéte model vhodny k vypoétu vlastni frekvence a vlastnich tva-
rd kmitu volné zavé3eného lana se zanedbatelnou ohybovou tuhosti.

Re3ent

Zvolime napf. model podle obr. J7 se scustied&nymi hmotnostmi. Pro-
toZe ohybové tuhost je nulovd, budou jednotlivé hmoty spojeny idsedkami
(obr. 37). Pre leps{ piehlednost jsme zakreslili pouze tfi prvky, PFedeni
v3ak naznaiime pro libovolny poéet prvkd.

Horizontdln{i vychylka L -té hmoty je

X, = h( AMmy, + Amy, ¢ - 4 équ) (16.1)
a jeji vzdédlenost od voderovné roviny prochédzejic{ zédvésem je
Ye =h (coay, +cony, + --- + toape) (16.2)
( k=1,2, ..., N ). Hmotnost jednoho prvku jsme oznadili M , takZe
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m=2¢Sh = @5¢/n (16.3)

Kinetické energie vy jde

= 1mh Z(Ku*'yt

fe=4

+ 1 1
v 4wt (% +Yn)

(16.4)
a potencidlni polohovéd energie
gi

4

= ~ Iy —
v 4 &, Ye 7 T Mgy, (16.5)

Cbr. 37
Proto¥fe kinetickd energie 24vis{i nejen na rychlostech ¢z , ale i na

zobecnénych soubadnicfch Y, , nemdfeme pouZi{t vztahd (21) k vypodtu
matice hmotnoati. M{sto toho dossdime vyrazy (16.4) s (16.5%) do
Lagrangeovy rovnice /2/

.
ii—(£)~ ARSI S | (16.6)

Dosteneme soustavu nelinedrnich pohybovych rovnic.

Vipotet se znalnd& zjednodu3i, omezime-1li se na malé vychylky.
Tehdy bude

A

oy, S 1= T¥e sinyg, Ty

a Qh bude zenedbatelné ve srovnéni s rychlostf Xe , Pro tfi prvky
gnézornéné na obr. 37 vyjde

i mhq.l-?i ¥ 'Z.Mhluﬁ 'H'{"b) + mh hfl'”-?l**{’a) =

i mh' [5‘-[’: ¥ 300+ B+ 6, + Ly Gs + L)
(16.7)
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U= 4 mghy! + 3 mah (60 + @)+ 4 mah (4hrq +4)- 3mmgh -

“ % mgh (5l + 3} + ¥5) - 3 mgh (16:0)

Aditivn{ konstenta v rovnici (16.8) je ov3em nepodstatnd, protoZe pFi
derivovéni odpedne. Z rovnic (21), (16.7) a (16.8) dostaneme pohybovou
rovnici ve tvaru

5 3 111y, 5 0 of[% 0
3.3 1{qd,1 + _%_ 0 3 0[{\ = 0 (16.9)
1 1 1 (?I:l 0 0 1 s 0

Oznalime-1i

PRI By
w*h wL (16.10)

vyjde z rovnice (16.9) frekvenini rovnice ve tvaru

5 (1 = A) 3 1
3 31 - A) 1 = 0 (16.11)
1 3 (1 -x)
¢ili
15;3-45 ,\_2 +284 -4=0 (16.12)

Nejvétd{ kofen této rovnice je A = 2,20993 g g nim ddvd rovnice (16.10)
nejmen3i kruhovou frekvenci volného kmitén{ zav&3eného lana

W, & 1,165 \!—%— (16.13)

Sprévné hodnota je W= 1,202 q% (viz /12/).

Mohli jsme ov3em pouZit i model se sSpojit® rozdé&lenou hmotnosti
podle obr. 28. Tuhost kloubd by byla nulovéd.

Poznamenejme, ¥e vratné s{ly zde nejsou dédny pruZnost{ lana, ale jen
gravita&ni silou podobn# jeko u kyvadla. Prvni vlastni{ frekvence kmitdni
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volnd zavideného dokonale ohebnédho lana je mei o 20 % vy&51 neZ frekven-
ce kmitdnf stejn® dlouhého matematického kyvadla. Analytické refeni ve-
de na Besselovu diferencidlni rovnici.

10. NAHRADA PERICDICKY USPORADANE KONSTRUKCE KONTINUEM

Je=1i n¥jakd konstrukce pravideln® uapcoféddna, lze ji nahradit mo-
delem spojitého télesa, kteréd mé vcelku stejné deformeén{ vlimstnoasti.
Vypolet deformaci se tim Zmsto znalnd zjednocduii. Tak lze nahradit mifi-
%e nebo rofty deskou, Zebrovanou skofepinu hladkou anizotropni akofepinou
atd, Viz /31/.

UvaZujme napf. o pravideln® uspoifddené soustav® kloubovE® spojenych
prufin &i prufngech prutd tvorfcich v rovind sit ve tvaru rovnostrannych
trojdhelnikd (obr, 28). Jak se ta-

to atrukture chovd jeko celek pfi

deformsci ve Bvé roviné&T Bylo by

\/ \/ \/ ji moZné nahredit mecdelem pruiné
///\\\//ﬁ\\v/><;;;;><; roviny, tedy kontinuem?

\ Viechny pruZiny nechi mejf

délku &4 @ pru¥inovou konstan-

tu k , tekZe s{la v nich Je Umér-
né prodlouZeni AG

F = kaa (134)
/\ A /\ A \ VySetfime deformace jedné struktur~
ni "bunky", tj. &deti, kterd se ve

Ovr. 38 atruktufe pravideln®d opekuje, pii-

demZ celou strukturu lze té&mito
bunkami pokryt bezezbytku {obr. 39). Zkusime, zda tuto bunku (tento ele-
ment) o rozmirech Q. x AV3/%  1ze nshredit modelem elestickdhe izotrop-
niho obdélniku ¢ tychZ rozmérech tak, sby se pivodni atruktura i néhrad-
ni deska deformovala pii stejném celkovém zat{Zen{ vcelku ste jné.
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Za podminek rovinné napjatosti
C bude pro tento model platit Hookeldv
zdkon ve tveru

G = ogv (Ex*VEy)
E
To = E
A B YT T Y T Oy

Nejprve zvolime &y = C, zq =0,
Cbr. 39 £« = 0ala . V prutu AB vznik-
ne osovA sile

Fag = kag =keg,a (136)

a v prutech AC , BC sfla (obr. 40)

[i¥e]
= — i
Aal?2 Fh,c, - F%C li Y Y kz\to- (137)
N,
O
v c'
C / \\ Tyto vnitfn{ s{ly mus{ byt v rovno-
// \ védze 8 vnd jS5imi silami pPendSenymi
// \\ z okolni konstrukce. Bude to vodo-
\\ rowns s{la v bodech A , popf. B ,
]
A B\ B o velikosti
I a |Aa 4
< 14 -
Fe = Foo ¥ ZFae = T leca  (138)
Cbr. 40

a svisld sfla v bodé C |, popt.
v bodech A , B , 0 velikosti

3
Fy = Fels - ke (139)
Tyto sily musime nahradit staticky ekvivalentnim nap&tim & , pop¥. G}

Fr = 6, alz |2

(140)
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Lliminsci sil ¥y , F} dos taneme vztahy

N3
G} = 'TI_ ksn

3 {141)
G& = “TI ke 1A

Kdy% je porovnéme ® rovnicemi (135) pro &y = 0, ?xy= 0, vidime, Ze

1
a —= b V=73 (142)

Lze snadne dokdzat, 3e stejné hodnoty vyjdou i pfi deformaci £y + 0,

fx = C, Yoy = 0. Elnstické vlastnosti jsou tedy ve smérech X , ¥
stejné. To viak je%td& neznamend, Ze je ndhradni model vskutku izotropni.
JestliZe ano, mus{ byt splnéna i t¥et{ z rovnic (135).

Abychom se o tom presv#d&ili, zvolime £y = 0, &y = C, ?&3*’0'
Posune-1i se bod € vpravo o AX (pridem% se poloha bodd A , B ne-
zm#ni), vznikne zkos

Lax
Yy = o (143)

prut AC  se prodlouzf a prut BC zkrétf o * AX /2, takZe v bodd C
bude nutné pfipojit vpravo ailu

ax 4 -
Fom by = Ty (144)
Je tedy
V3
Ty = g Ly (145)

Vidime, Ze modul pruZncsti ve smyku je (il Porovndme vztah
(14%) & posledni rovnief (135)

7 ) £
—q-k—— (146}
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Kdy? sem dosadime z rovnic (142), dostaneme identitu. To znamend, Ze
ndhradni model je vekutku izotropnif a mé tyto moduly prulnosti E , G
s Poissonove d¢islo V

13 - B v -+
E-— Lk G-k 3 (147)

Mezi nimi plat{ znémf§ vztah E = L({+V)G.

Izotropie nénradnfho modelu (pruiné roviny) je dlsledkem ﬁyaokého
stupnd symetrie dané struktury, jejiZ elastické vlestnosti zévie{ na ma-
1ém podtu paremetrd {v tomto piipedd dokonce na jediné pru?inevé konstan-
t& k )., Otodfme-1i soufadnicemi na obr. 39 o 30°%, 60°, 90° atd., dosta-
ne se sft na obr. 38 relativnd k souradnicim vZdy do stejného zdkladni-
ho postaveni, takZfe pfi stejné homogenni deformaci nédhradni prufnéd ro-
viny musi byt i naptiovd odezva stejnéd., Odtud vyplyvé nejen izotropie
pru?né rcviny, ale i to, %e z veli¢in E , G , v (147} je jen jedna ne-
zévisld {(bud €, nebo G 1lze volit, ostatni vyjdou).

Obtizn¥ j81 situace nastane, bude-li obr. 38 znfzornovat rodt sloe-
ny z prutd, které se ohybajl a zkrucuji, a budeme-1li chtit tento rost
nahradit ohybanou pruncu deskou, Tentokrdt budou vliestnosti ndhradni
desky zéviset na ohybové tuhosti Be = EJo a na tuhosti v krutu

Ce = Gl¢ Jednotlivych piidek rodtu. x) Jaou=1li tyte hednoty u viech
nFfZek stejné, mohou byt vliastnosti ndhradni desky popsény také jen dvé-
ma nezdvislymi elmstickymi konstantemi. Vzhledem k mnohondeobné symetrii
roStu lze odekdvat, %e néhradni desks bude izotropni. Ddkaez izotropie je
ponékud zdlouhavy a nebudeme jej uvAdét; je obdobny tomu, jek se urduje
stupen anizotropie u krystald /18/.

Zadneme tim, %e element ndhradni desky o rozmérech O xa.Y3/7 ohneme
do védlcové plochy kolem osy rovnob&Zné se strenou AB (obr. 41). K tomu
musime desku zat{#it ohybovym momentem My (N.m/m = N) ns ptfmych stra-
ndch & ohybovym momentem V My na strandich, je%f se pFetvof{ do oblouku.
Na cbr. 41 jsou tyto momenty zakresleny aZ po vynédsobeni piff{aludnou dél-
kouw strany {(maj{ proto fyzikéln{ rozmér ¥.m). Momenty i thly budeme znd-
zornovat vektory, je¥ tvor{ s pPislufnym smyslem otddeni pravoto&ivy
droub. Momenty zndzornéné na cobr, 41 tedy pilisobi tlak v horn{ a tah ve
spodnf{ 1icn{ plo3e desky. PFfeka AP ro3tu se nebude deformovat {bude
to povrchovd piimka vélcové plochy, do které se rodt i deska pretvofrf).
Pr{e¢ky AC , BC se budou ohybat i zkrucovat, jak je zndzornéno na
ohr. 42.

%) Predpoklédéme, 3e hlavn{ osy prirFezd ptiZek roitu jsou rovnobdiné s ro-
vinou X , Y ro#ftu esnebo k n{ kolmé,
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YyM. a —

X

————————

Obr. 41 Obr. 42
Nap#. piicka AC se zkrout{ o thel %lf (je to sloZka vekto-

ru Y spadajic{ do sméru AC ), a krouticf moment je proto

4 ;
Myac = ':;C[% (148)

,'deobné vypodteme ostatn{ momentové veliéiny zndzorn&né vektory pripoje-

nymi v bodé® ( . Uhel p pritom predstavuje sklon teéné roviny v bo-
d8 C Kk te¥né rovind prochézejfci{ body A , B (tedy k nékresné}.*)
Pro deformaci néhradni desky s ohybovou tuhost{ Do ohybané do védlcové
plochy momenty ™My a Vv My podle obr. 41 plat{ podle /13/ vztah

i 2y (149)
Porovndme deformeén{ energii v ro3tu a v néhradni desce. Musi byt
3 i3 1 Do
1 TS 8 DG @)+ (DT DR -(H2RY a5

Pripomenme, %e deformadni préce n&jakého momentu je rovwna polovi®nimu
soulinu momentu & dhlu, na némZ moment pisobi. Poloviénimu proto, Ze mo-

%) Nezamdnuj oznaden{ bodu ( s torznf tuhost{ Cy v rovnici (148).
Cbdobné upozorndni se tykd i symbold B a D .,
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ment roate Umdrnd k dhlu, takZe jeho primérnd velikost je pelovinou ma-
ximé1lni hodnoty. Ohybové momenty ¥ My préci nekonaji, nebot k nim pi{-
9lu3d{ nulovy thel otoden{ jejich plaobidté. Z rovmnice (150) vypolteme
ohybovou tuhcst Dy neZeho modelu

{3
Dp = — (38 +C (151)
o s (384 C)
. . B ¢ : ; 2 D
PFipcmenme, Ze o, e majf fyzikdlni rozmdr N.m", kdefto Do md

rozmér N.m.

Byl-1i né3 pfedpoklad o izotrepii sprévny, musi vyjit stejnd ohyho-
v4 tuhest Do néhradni desky i pro pi#fipad zestifeni ohybovymi momenty My
podél kratdich strean a VY My  podél deldich stren elementu zekresleného
na obr. 43.

A YM,a

Cbr. 43 Cor, 44

Ziejmd atad{ Pfel3it jen polovinu strukturniho elementu zakreslenou
na obr. #4, Ohybové plocha bude op&t vAlcovéd, tentokrdt s oscu rovnob&-
nou se symetrdlou €D . Strana AD se ohne o ihel 4 , takZe v ni
vznikne ohybovy moment %BoW/@ . Strana A( se ohne o dhel /1
a zkroutf o thel YVU3 /2 , takZ%e v nf vznikne ohybovy moment Bogp [(2a)
8 kroutieci moment cltf{S !(ia) . Tyto momenty jsou zakresleny na
obr. 45. Pro thel (f méme tentokrdt vztah

My
=3

a
'—ET- {152)

]

a rovnost deforma&nich energif v dané struktufe a v ndhradni desce vy-
Zaduje, aby
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a
D,al2 B B|
I
3
, e ! ckf\/_
2Bgp :?E(f : 2a
a
a Yg,
Cbr. 45

(51 + (DD + (R -
= (D) (My "c%r.é)(tﬂ (153)

Z rovnice (152) & (153) vylou&ime My a dostaneme stejnou ohybovou tu-

host Do , jakou jsme vypoletli dPive, toti% (151). Kdyby tomu tak ne-
bylo, musili bychom hledat chybu.

Zbyvé urlit U¥inek krouticiho momentu }4xy (obr. 46). Jak znédmo,

<
x
<

[a]

olS

Cbr. 46



pretvor{ se deska jeho tudinkem do tvaru hyperbolického paraboloidu /13/.
Zvolime soufadnice X , Y 8 polétkem ve stifedu obdélniku zakresleného

na obr. 46 a prihyb W desky vyjéd¥ime jako funkci t&chto soufadnic. Bude

W = ¢xy (154)

kde
¢ Iy (155)
(1-v)Do 22

Zde V je Poissonovo &fslo néhradnfho modelu (desky).

Strana AB trojihelniku na obr. 45 zlstane piimé a pouze se zkroutf
o tdhel

0
(_";VV_)B ) (%%_)c. = Co (156)

Abychom vy3etiili deformaci strany BC , oto&ime souifadnice X v ¥
o 60° do sm¢rd € , % (obr. 45). Vyjde

1=-‘,1-§+-§-41 (157)
3 ‘
y ¥ ST g (158)

tak%e ohybovd plocha (155) bude mit v novych soufadnicich rovnici (po
Ypravé)

3 . iz
Ww=cl-wg-78y + ) (159)
Kfivest prutu B®C pisobend jeho ohybem bude (ppi malych prdhybech)
Tw __ 13
,ag.,_ = 7 C (160)
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a zkrut téhoZ prutu bude

Mw q
.-Bgrml "j_'C- (161)
Témto hodnctém prisludi deformalni energie
v prutu AB
{
Uns = = 0 [ea) (162)
a v prutu BC
a V3 2
UBL e T[BQL“TC)1+Ct ("'%_'C) ] (163)

Celkovd deformadéni energie bude
3
U = Uaa iU = 7 c‘a(cufBo) (164)

Tate energie se mus{ rovnat préci vykonané momentem k’1xy (= }1yx)
v elastické desce o plode O*V3 /2

(165)

Je to préce momentd zakreslenych na obr. 45 pii otoéenich stren &&rkova-
ného obdélniku. Porovnénim vyrazd (164) a (165) dostévéme

3
Do (A-V) = 7a (Ce + Bo) (166)

a odtud s pomoci{ (151) vyjde Poissonovo &islo

_Bo-Ce (167)

v -
380 +Ce
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Je zrejmé, %e toto &fslo miZe vyjit nulové, kladné i zéporné. Omezeni,
kterd oro toto &islo ?lati v reélném kontinuu, zde neplati, nebof nejde
o redlné kontinuum. ®’ Vypo&tend hodnote (167) se obecn® 1i3{ od skute&-
ného Poissonova &{2la materidlu pouZitého k vyrobé rostu.

Néhradnf{ kontinuum umoZnuje, abychom snadno posoudili deformaci ce-
146 struktury v globdlnim pohledu. Napjatost je ovem ddna detailni de-
formac{ jednotlivych elementd skuteéné struktury.

Uvedenym zplsobem byla napf. rfe3ena elastickd deformace trubkovnice
vyméniku tepla, jeZ byla nahrazena homogenni deskou uloZenou na trubkéch
jako na pruZném podkladu /14/, /15/. Ve sborniku /16/ jsme podobnou me-
todou redili prdhyb ro3td sloZenych ze soustavy vzd jemné kolmych podélni-
ki a pr{¥nikd. Ve sborniku /17/ jsme vytvofili néhradn{ homogenni model
pro porézni meteridl. V prdci /13/ lze najit fe3eni deformaci vlnitého
plechu a Zebrovanych desek rovn&Z s pou2itim ndhradni{ homogenni anizotrop-
ni desky.

PEfklad 17

Je déna soustava hmotnych bodd uspotddangch do &tvercové sit& podle
obr. 47. Tytec body jsou spojeny nehmotnymi pruZinami. Podélné a pii&né

ILTOK
i
R

Obr. 47

%) Tato omezeni vyplyvajf z druhé v&ty termodynamiky (viz /17/). Neplat-
nost t&chto omezen{ pochopni{me, uvédomime-li si rfiznost vzorcid pro zmé&-
nu objemu u dané struktury a u ndhradnfiho kontinua.
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pruZiny mej{ tuhcst Kk, , diagondlni pruZiny ke . Jaky musi byt pomér
téchto konstent, aby vznikl model izotropni elastické roviny? jaké budou

moduly pruZnosti a Poissonovc &¢1slo této roviny jednak za predpokladu ro-
vinné napjatosti, jednak za predpokladu rovinné deformace?

Névod k reSen{ a kontrolni vysledek

VySetfete &isty smyk jednak pii zkoseni dhlu mezi osemi X , Yy ,
Jjednak v souradnicich o 45° otodenych. Majf-1i byt oba moduly pruZnosti
ve smyku stejné, musf byt ¥ = Lk, (podminka izotropie). Modul pru%-
nosti ve smyku je pak

G"kg_‘: ‘Lq/ﬂ_

Ddle vySetite prodlouZeni modelu ve sm&ru oy X , resp. Y . Za
podminek rovinné napjatosti ( @3z =0, Txa = O, Tyz = 0) vyjde

4 _ A
E-5Y vV =3 (17.1)
Ze podminek rovinné deformace ( €3 = 0, ¥y = O, Yy = 0) bude
. L =4, (17.2)
E= m k4 Vv m

Poznamenejme, Ze jak ze vztahd (140), tak z rovnic (142), (17.1), (17.2)
je zrejmé, Ze tloudtku néhradn{ roviny bereme jako jednotkovou.

11. PRIKLADY NESPRAVNYCH NEBO NEVHODNE UTVORENYCH MODELU

Je-1li prost& podepireny prizmaticky nosnik staticky zatiZen jednot-
kovou osem&lou silou fe = 1 N v mistd X = X, (obr. 48), je ohybové
téra Wy (X) déna rovnict
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£-x
e g <ok =) )
(168)
Wel) = L- ¥ 1
GLFEI 1(16){1-!&—3@” ‘é—E—j(\t—Kﬂs (x>xy)

Obr. 48

Méme=-1i po ruce tyto vzorce, miZeme byt v pokudeni{ dosadit funkce
Wy (x) pro riznd kL do aproximace obecné ohybové &&ry W (X t)
a po vzoru (7) napsat

W) = G BW 0+ -+ G (B We () + -+ ol Wn ) (169)

Teoreticky proti tomu nelze nic namftnout. Bézové funkce Wy (%)
splnuji vSechny okrajové podminky a soudet (169) miZe jist® velmi dobite
vyetihnout p#ine jmen3im prvn{ harmonickou sloZku jaekéhokoli kmitavého po-
hybu, tim spiSe pak staticky prdhyb pfi obecném zatiZeni.

Pfi prektické reelizaci se v3ak ukéZe, Ze pii vEt3{m poltu N stup-
nd volnosti vzrostou zaokrouhlovaci chyby, které mohou vypo¥et upln& zne-
hodnotit. A tak i dobfe pfipraveny vypoltovy program, ktery sprédvné& po-
¢{tal vzorové ladic{ pi{klady o malém podtu stupnd volnosti, vyddvd pfi
v8t3im podtu t&chto stupni uZ jen nesmyslné &{sla. Je to zplsobeno tim,
%e se "konkuren&ni" funkce Wy (%) tvarov® navzéjem jen mdlo 1i3{.
Piesnd ji PFedeno, jsou navzéjem tém&F mafinni. K porovndni prib&hd funkc{

Wy (x) Je vhodné nédsobit je takovou konstantou, aby byl maximélni pri-
hyb stejny. Nejv&t3{ moZné diference je vid&t na obr. 49. Kdyby se tyto
funkce neli¥ily tvarem vibec, ztratila by dloha uréit zobecn&né soufadni-
ce jakykoli smysl.
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Obr. 49

Matematicky model nosniku vytvofeny s aproximaci (169) je tedy
z praktického hlediska nevhodny.

Pripomenme, %e velilina
zna&{ prihyb v mistd X = X¢ zpisobeny jednotkovou silou ff = 1N

pisobic{ v mist& X :xi . Velidiny Ud% joou tedy pfidinkové Cinitele.
Jimi 1lze vyjédrit prihyb nepi. v mist& X = Xg

N
=1

Jde-1i o soustavu podpor (nosnik na mnoha podpordch), lze deforma&n{ pod-
minky upravit pomoci pii{&inkovych ¢initeld do tvaru

[ty g --- %an] [ £ 5, |

gy ey --. Olap f o
: ' 1 : = 4 & (172)
Ong One --. Olan| { fn L Snj

Zde 51 a% On josou prihyby v mistech "nadbytednych" pedpor, které
vzniknou, JjestliZe tyto podpory odstrenime, a f1 aZ fn jsou reakce
v té&chto podporéch.

Tento postup je formdln& jednoduchy. Matice L d{f] v rovnieci (172)
pfedstavuje matici poddajnosti. Vysledky fe3eni soustavy (172) v3ak byva-
ji pii velkém poltu rovnic vlivem zaokrouhlovacich chyb nespolehlivé.
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Pomineme chyby, jichZ se lze dopustit pfi odvozovéni matic tuhosti
v metod® kone&nych prvkd. Vznikajf nejiast&ji tim, Ze interpolaéni funkce
nemaj{ na hranicich prvkd potfebnou spojitost; takovou, aby se soulet
deformadnich energif{ uvnitf jednotlivych prvkd rovnal deformaZni energii
v celé defini¥n{ oblasti. O poZadavcich, kterym mus{ kone&né prvky vy-
hovovat, jeme pojednali na jiném mist& /19/.

Uvedeme v8ak jinou, velmi
castou chybu, které se dopoudté-
ji feSitelé pifi aplikaci modeld
prutd a t&les utvorenych z kone&-
nych prvkd, ze jména tzv. hermi-
teovskych. Na obr. 50 je prosté
podepfeny prizmaticky nosnik roz-
délen na dva kone&né prvky a rov-
( nom&rng zstiZen liniovou silou
9 (N.m™1). Chceme vypoditat pri-
hyb uprostfed nosniku. ™

VyuZi jeme toho, #%e pro nosni-
kovy prvek podle obr. 26 jiZ zné-
me matici tuhosti (102). Slo%enim dvou takovych matic podle schématu na
obr. 24 dostaneme pdsovou matici pro stupnd volnosti {; aZ ¢; (obr. 50).
Okrajové podminky vyZadujf, aby byle ¢, = O, s = 0. Vynechéme tedy
prvni a pdty sloupec (ndsobi se nulami) i prvni & péty Padek (reakce
v podpordch nds prozatim nezajima j{). Dostaneme tak zmenZenou matici tu=-
hosti [_kf] typu 4 x 4 a 8 n{ i zdkladn{ rovnici pro statickou ulohu

Cbr. 5C

Caw 6h 2w o] (g.] (%)

7 -6 h 24 G Gh... ] % | . {y L

W 2K 0 sht  2h| | g, Iy (173)
L © 6h 2h ah] | g b |

Dané spojité zatf{Zfeni ¢, vstoupi do hry prostiednictvim zobecnZnjch sil

fo, %5, 44 » §¢ . Intuitivn® mdZeme usoudit, %e se celkové zat{Ze-
ni qﬁ\ na kazZdém z obou prvkd dé4 nahradit soustavou dvou rovnob&Znych
8il v uzlovych bodech o velikosti Qwal (obr. 51 a). Dosadime tedy

f:s"_ﬂ'q_i‘ ﬂ")l_\‘ =-gh

‘;"L - ]tl.t = }9 = D (174}

%) Nezam¥nuj liniovou sflu q. se zobecn&nymi soufadnicemi q, a% qe .
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b)
qh 2
gh’ i 2 g gh
17 12
12 ) ah 2
9_'] é=2 J] gh
12 12
Obr. 51
Bude
s -sh 20 o] [ga) (6
E7 | -6h 24 0 6h Qs *
h3 2 ht 0 gh 2 O --q_h 1o > (175)
L 1
. O ﬁh 2h 4h I L qu LO
Cdtud vypolteme
q’ha q,h“ _ - qhﬂ!
hemauE ! BT em W0 % = es (176)
misto piesného
W3
G= e T TheEr | WO % ™ T3E3 (177)

Chyba ve vypoftu meximélniho prihybu je 20 %. Mohli bychom se 8 tim spo-
kojit, vZdyt jsme zvolili pouze dva prvky!
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Ve skutednosti jame zvolili chybny vektor iobecnénjch ail, Aproxima~
ce (93) pro prihyb nosnikového prvku pofaduje, aby virtudlni prdce

h
-bw)gax
DK( )q
elementdrnich sil q,dx byla rovna virtudlni préci
10, + 104, + fadgy fu 0g
zobecnénfeh 8il. S oznafenim zavedenym v rovnici (98) tedy musi byt

W
- 18V TG Tgax - (54174} (178)

& odtud - vzhledem k libovolnosti {Sq] -

h T 1
Pro jeden prvek o épyfech etupnich volnoati odtud vyjde
= _Gh_ s L
)t1 - 7 C n )
(180
. L _ L 9h
b=y I

Sprévné je tedy ndhradni zetifeni zndzorn#né ne obr, 5lb. Po slofeni silo-
vych vektord (180) pro oba prvky nosniku podle schématu na obr. 23 dosta-
neme

1
¥1="%'2" fs=-gh
- . GR
fy =0 b=~

(181)

S hodnotemi {181) d4 rovnice (173)

- 105 -



4 -6h 2t 01 /(g:) 6 )
. 2 0 6 h 12
= 6 h 4 e Gs L . ] r (182)
W an 0 8ht 2h G n| o
0 6h 2 h 4h"‘ L g0 | Lh-
Cdtud vyjde
G = 357 %s WeEl
Gy = O Ge = Tag3

S jistym dzasem zji%fujeme, Ze toto PeSenf je presné! Jak je to moZné?
Vidyt skutelné prihybovka je parabolou &tvrtého stupn® a my jsme ji apro-
ximovali dvdma parabolemi stupné tifetiho! MiZeme vdak byt klidnf; véci
opravdu nejsou tek dobré, jak vypadajf. Dostali jsme piesné hodnoty zobec=-
n&nych soufadnic, to znamend prdhyby a sklony v uzlovych bodech. Mezi
uzlovymi body vdak jsou prihyby vypoltené z aproximace

wx) = [hy(x) hyla)] {;h} (184)
3
pro 0 < %; <h , X, m&Feno od bodu A (obr. 51), resp.

W) = [hylx)  hy(x)] {21} (183)

pro 0 < X, < h , X, méfeno od bodu B , o ndco mélo men3{ ne% prihyby
pfesné, vypoltené z Bernoulliho-Navierovy teorie. Rozdily v3ak jsou ne-
patrné.

Tento pifiklad nds poucil o tom, Ze se ¢asto nevypléci{ spoléhat na
"gelsky rozum"; v prostém principu virtudlnich praci je rozumu obsaZeno
mnohem vic.

Nevhodnost né&kterych modeld byvé zplsobena nesprdvnym odhadem tu-
hosti &i poddajnosti podpory, zanedbdnim vil{ i tem, kde maj{ rozhedujici
vliv atd. (viz /20/). Jinym zdrojem chyb byvéd nerespektovédni singuldrnich
silovych plsobeni, kterd jsou disledkem idealizace skutelnosti. To se ty-
ké zejména kontaktnich dloh (/21/, /22/).

Nékteré omyly p¥i ndhrad® pravidelné struktury homogennim kontinuem
vstoupily do historie. O néhradu trubkového &ela s pravidelné& uspofddenym
polem otvord ekvivalentni deskou bez otvorl se nezédvisle pokusili v USA
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roku 1952 profesofi Malkin a Horvay. Perforované &elo si piedstavili ja-
ko ro3t, jeho% pri&ky tvor{ pravidelné Sestiidhelniky, a tento rodt pak
nehradili deskou bez otvord. Dosp&li pritom k riznym vysledkim. Na strén-
kédch &asopisu Journal of Applied Mechanics, Trans. ASME, pek bylo moZné
sledovat jejich velmi ostrou polemiku, kterou lapidérnimi argumenty ukon-
$il ve svij prospéch Horvay. Préce /14/ je zobecn®nim jeho vysledkld pro
roit s neprizmatickymi pF{&kami.

Zvlé3tni skupinu problémid, jimiZ jeme se pro nedostatek &asu ne-
mohli zabyvat, je interakce mezi tekutinou a pevnou konstrukei. Ve stroj-
nictvi jde nejfast&ji o pohyb trubek tekutinou obtékanych nebo protéka-
nych. Protéké-1i tekutine pruZnou trubkou, kterd je na obou koncich bud
kloubové podepfend, nebo vetknutéd, je systém konzervativni /2/. PFi urdi-
té rychlosti tekutiny ztrat{ trubka stabilitu, tj. je-1li prohnuta né& jakou
vné j8{ silou, prdhyb se po odstranéni této sf{ly nezmens{ nebo dokonce d&d-
le vzroste (nestabilita typu divergence). Zcela jinak se chovd trubka,
kterd je vetknutd jen na jednom konci, zatimco druhy konec mé volny. Ten-
to systém je nekonzervativni. Proudf{-1i tekovou trubkou tekutina smérem
od volného konce dovnit# (pfiped séni), mi%e nastat nestabilni kmitavy
pohyb uZ pfi velmi melych rychlostech proudu; pifi opeéném smyslu proudé-
ni se volny konec trubky rozkmitd teprve pii prekrofenf{ ur&ité kritické
rychlosti (flutter, tj. nestabilita typu negativnfho tlumeni). Jev tohoto
druhu, toti%Z hadovity pohyb hadice p#i velké rychlosti proudu, kdy% je-
J1 konec hasi&i neudrZ{ a pusti{, byl popsén jiZ roku 1885 /28/. JestliZe
pruZnou hedici nahradime systémem tuhych trubek spojenych pruinymi klouby
podle obr. 28, ukédZe se, Ze tento model miZe ve vertikdlni poloze (za pi-
soben{ gravitadnich sil) ztratit stebilitu vlivem divergence, kde%to sku-
tednd hadice se 8pojitd rozd&lenou ohybovou tuhostf{ ji timto zplsobem
ztratit nemliZe /29/. Jinymi slovy, studovat chovéni nekonzervativniho
systému diskretizovenymi modely miZe byt pochybné /30/.

Poznédmka

Hybnost elementu hmotnosti tekutiny @’Slld# , ktery za ¢asovy in-
terval dt opust{ volny konec trubice, mé& do smEru proudu sloZku aF& =
= AL Q Sudt ado sméru prfiného dp, = (/D) € S mdt ;
ProtoZe se ¢asovéd zména hybnosti rovné plisobici sfle, jsou vektorové
sloZky sil pdsobicich na konec hadice

F=-gsu Fo= =@ Su (75)yue (a)

P¥{&néd sloZka s{ly F; Je E; (0w f’DX)hL , takZe prédce pirilnych sil pii
prihybu konce trubky (?u;{ﬁﬁ)sz je za jeden kmit o period& T
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EI QS U ‘?n“i% @gu[.%ﬂ’_) ] 4 (b)

a mi¥e byt, jek vidno, kladnd i zdporné. Kladné préce vede k naristéni
amplitudy kmitd, zdpornd k jejich zmenSovéni (tlumeni). Je-1li konec

¥ = { trubky podepfen nebo vetknut, je A = 0 | tzn. systém se sta-
ne konzervativnim.

Pf{kled 18
Vypodtéte reakce u spojitého, prizmatického, rovnomErn& zatiZeného
nosniku na p&ti nepoddajnych podpo-
rdch podle obr. 52.

Re3en{

PouZijeme-1i pfi&inkovych &ini-
teld, uvolnime podpory 1 aZz 3
a vypodteme 8 pouZitim (168) a (170)

Cbr. 52
a @
Oy = %™ T8 ©3
1 L3
Qg = Oy = gy = B2 = 8 57
3 3
e SR e (18.1)

V t&chto vztazich £ = 4h ., Prihyby rovnomérné zatiZeného nosniku,
prost® podepreného v bodech 0 , 4 , budou

53 gquv
Bt G S
g _ 5 gt (18.2)
. gy EJ
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Soustava (172) bude mit tvar

9 11 7 £ 57
1
I 11 16 11 fo = 9t 80 (18.3)
768 6144
7 11 9 {3 57
Cdtud vyjde
i 16 16
b . Y
Lo f = — 13 = LI TH 13 (18.4)
56 14
by 16 16

Pro reskce fo , {y zbyvé
fo = fe = % (bgh-h-fu-£) = 5 g (1855}

Kdyby 8lo o velky polet podpor, vzrostly by zaokrouhlovac{ chyby. V tom
piripadé by byla vhodné j8{ metoda koneénych prvkd, kterd dévé pro sousta-
vu &ty? nosnikovych prvkld, znédzorndnou na obr. 53, matici tuhosti desdtého

d 44

. >
A 6 \'8 \10

Obr. 53
rddu. ProtoZe v3echny liché zobecnéné posuvy vymizi, lze 3krtnout vSechny

liché sloupce i Fddky. Zbude matice tuhosti pdtého Pd4du a s ni vyjde zé4-
kladni rovnice ve tvaru
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[ & 2 0 0 0] G -1
2 8 2 0 o0 A 0
c 2 8 2 0| <G » = it 40 (18.6)
1ME]
o o 2 8 2 G 0
L 0 0 0 2 4J \_ qu L 1 .

Silovy vektor na pravé stran® (18.6) byl sestaven z elementérnich vekto-
ri, z nichZ kaidy obsahuje prvky {1 §q vypoZtené podle (180), a to
slofenim podle schématu na obr. 23. ®/) K reBeni soustavy (18.6) miZeme -
- pokud nevyu%ijeme poditade - dosadit

4. = ~ Geo 4y =-0p Gg =0 (18.7)

Tyto vztahy plyncu ze symetrie. Dostaneme

o Gh* .Gk o
% Y1 EJ ATy e

Kdy? taekto vypodtené hodnoty zobecné&nych souifadnic dosadime do di{ve
Ekrtnutyeh lichych FAdkd pdvodni soustavy, vyjdou na pravé strand vysled-
né uzlové e{ly, které se sklédajf z vn&jsiho zatiZeni ( ~gh /2 2z kaZdého
pole priléhajicfho k uzlu) a z reakce v daném uzlu, tj. v podpofe. Napi.
prvni a t¥eti{ #édek daji{ po rozepséni

Ed h
Bl (6hgar bhg)=-H e, (18.9)
EJ
. (-thi ' th,g) =-gh +1 (18.10)
atd. Celkem vyjde
et =2=gh %-rp=-% =
1= =g 4 1713737 gh Vgt S5 gh Mg 1)

%) Indexy v rownicich (180) odpovidaj{ lokélnimu &{slovédni, v rovnici
(18.6) globdlnimu &{slovén{ stupnd volnosti.
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A% ne oznaleni, které je nyni odvozeno z obr. 53, a nikoli z obr. 52,
jsou vysledky PfeSeni ob&ma zpisoby stejné. Av3ak tento druhy postup je
necitlivy k zaokrouhlovaci{m chybdm i pFi velkém poltu staticky neur&i-
tych podpor. Rozd{l obou pristupl poznévéme jiZ z letmého srovnéni
gtvercovych matic v rovnicich (18.3), popf. (18.6). V prvnim pi{padé
jde o plnou matici, kterd md i mimo diagonélu prvky srovnatelné veli-
kosti jako na diagonéle. V druhém pF{ipad? jde o pésovou metici, v niZ
jecu v3echny diagonélni prvky absolutn® v&t3{ neZ mimodiegonélni. Tako-
vé matice je z hlediska dosaZitelné numerické presnosti pfi poditéni

s neliplnymi &{sly vZdy vyhodné j31i.

12, KONSTITUTIVNf ROVNICE A REOLCGICKE MODELY

Aplikace novych materidld klade i nové ndroky na znelost jejich
termomechanickych vlastnosti{. VyZaduji to nejen nové vyrobni zplsoby
a technologické procesy, ale i potfeba sprédvné dimenzovat hotové soulds-
ti pro dané provozni podminky. V praxi se nejvice uplatﬁuji fenomenolo-
gické teorie, které pracuji pouze s makroskopicky mEfitelnymi fyzikdlni-
mi veli¥inami, jeZ tedy vychézeji z teorie kontinua. Jiné teorie, které
se zaklddaji na modelech mikrostruktury, bl{Z{ se sice vice kauzédlnimu
vykladu pozorovanych jevdl, av3ak nejsou tak rozvinuté, aby mohly byt pro
praxi - za dne3n{ drovné znalost{ - srovnatelnym p¥inosem.

Cist® empirické odvozovéni fenomenologickych teorif ustupuje v posled-
ni dobé& do pozad{ pred matematickym modelovdnim vychézejicim z mechaniky
a z termodynamiky kontinua. Vztahy, které se piritom odvozuji nebo vytvé-
reji, lze rozdé&lit do dvou skupin. V prvni{ jsou bilanéni rovnice (pohybo-
vé rovnice, zdkony zachovdni), které plat{ nezédvisle na tom, o jaky ma-
teriédl jde. V druhé jsou konstitutivn{ (konstitudni, materidlové) rovnice,
které charekterizuj{ vlastnosti pouZitého materiélu.

Konstitutivn{ rovnice popisuj{ vztahy mezi ¢asovymi prib&hy fenome-
nologickych velidin (naméhéni, deformace, teplota, tepelnd kapacita,
teplotnf gradient, tepelny tok). Takové jsou nap¥. Fourierdv zdkon vede-
ni tepla, Hookelv zékon, Newtonlv zédkon pro vazké tekutiny atd. S t&mito
Jjednoduchymi teoriemi zpravidla nevystadime, jde-1li o sloZité fyzikélni
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procesy, a musime vytvdfet teorie nové. Jde napi. o velké deformace
um&lych hmot, o viskoplastické vlastnosti materidld za vysokych teplot,
o vliv normélovych nep&t{i na polymerni tekutiny, o chovéni granulédrnich
prostiedi atd. Nové teorie nemohou byt pf{l1is slo%ité, maji-1i slouZit
praxi, a proto nemohou vystihnout chovdn{ daného materidlu v celé 3{ri,
ale jen v urditém oboru stavovych prom&nnych. Nap?. tedeni{ materidlu se
zpravidla vibec neuplatni{ za nizké teploty; za vysoké teploty lze naopak
zanedbat pruZné deformace.

Nemaji-1i nové teorie ztrécet £Wziké1ni opodstatnéni, musi vyho-
vovat urditym axiomim, o nichZ pojedndvé reciondlni mechanika (viz napf.
/24/, /25/). Touto problematikou se nebudeme detailné& zabyvat. UkéZeme
pouze, jek se sestavuji reologické modely a jak se s jejich pomoci vytvé-
feji obecnéj8i konstitutivni zékony.

Existuji t#i zékladni druhy reologickych modeld:
(1) Lineérni pruZina, Hookelv model (obr. 54a)

Sila % v ném je Um&rnéd prodlouZeni, tj.

£ = k(e L) (186)

zde Ao je pivodnf a £ ektudlni délka prufiny o tuhosti k.

(2) Lineérn{ tlumi¥, Newtondv model (obr. 54b)

S{la f je Umérnd relativni rychlosti pistu ve védlei, tj. Casové deri-
vaci délky modelu (derivaci podle &asu znadime tedkou):

{=ct (187)
[ l o |
f
0) ‘—L—W—J—b
k
f
c
f
e/ LI
y
Cbr. 54
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(3) Dvojice se suchym tienim, Saint-Venantdv model (obr. 54c)

Sila + je za pohybu konstantnf, rovnéd smykovému tfeni *y , kdeZto
za klidu je v absolutni hodnoté& mensd{ nebo rovna Y

141 = y (¢ =0) —
£ < yaign(€) (€ 40)

Chovédni t&chto t#{ modelld je pruZné, popi. vazké (viskozni) a tuho-
plastické. Modely se povaZuji za nehmotné, takZe u Hookeova modelu mohou
byt funkce £(t), L£(t) nespojité. Ostatni dva modely vyZzaduji nejen spo-
jitost funkce L(t), ale i existenci jej{ derivace.

Z téchto t¥{ zdkladnich typd 1lze sestavit paralelnim &i sériovym
fazenim slo%ené modely pro rizné typy materidld vystihujicf jejich chové-
ni p¥i jednoosé deformaci. Pro viskoelastické létky jsou nejb&Znd j&{ mo-
dely Maxwelldv (obr. 55), Kelviniv (Voigtdv) (obr. 56), Pointingliv-Thomsoniv
(obr. 57) a Burgersiv (obr. 58).

—F -
o—{ F—"vW—o — WAV

|
L

Obr. 55 Obr. 56

]
.

Cbr. 57 Cbr. 58

Pro plastické materidly byl vytvoien Prandtldv model (obr. 59), pro
viskoplastické létky Schwedoffiv model (obr. 60), popf. Binghamiv model
(obr. 61).

T{m samozfejmé nejsou vylerpdny viechny moZnosti. UvaZme nap#. cho-
véni Prandtlova modelu (obr. 59). Zdvislost mezi silou { =& prodlouze-
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nim L- Lo snadno uhddneme. Deformaéni charakteristika tohoto modelu
je zakreslena na obr. 62. Abychom ji matematicky popsali, zavedeme ve-

_'.__,' AVaVaVa
— O—
Cbr. 59 Obr. 60
4 -0,0>0
=y T %
— te l
o— —\A\—0 0 >
_L__D—'
YT
Obr. 61 Cbr. 62

li¢inu ™ (£) jakoZto délku modelu v Case +t > 0 pFi odlehZené pru-
%in& (pri jejim nulcvém napit{). Pak bude f = k(L-o0) @ také o =0

pro | f| <y .

Zavedeme operétor €& [+] definict

1 (x=1)
- (189)
€ [x] {0 (k)

Vztah mezi o (£) a L(t) pak miZeme popsat jedinou rovnici:
‘ k , . 3
o = U5 (L) 4ign (L) 1 £ (190)

UvaZme, co se stane, spojime-li paralelné dva rdzné Prandtlovy mo-
dely (obr. 63). Tehdy bude (pro 3 =1, 2):
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Obr. 63

{- = ‘L, {(*U-q) + ky (€- Dﬂz)

|| ¢ Yy + Yo
Y . (191)
ctj o L —Y"; L{—o(j) Agn (L)1 2

Jsou-1i pruZiny v nezatiZeném modelu bez napéti, zafne prvni kluz p¥i
sile

Yy
g-t. = (Y\;lh _'::-)(L:"i ¥ kf-) 192)

Neomezeny kluz nastane pfi mezni sile

gH = ¥y + Y2 (193)

Chovéni tohoto sloZeného modelu je zndzornéno na obr. 64. Paralelnim
tazenim mnoha (teoreticky a% nekone&né& mncha) Prandtlovych modeld dosta-
neme model s obecnou deformadni charakteristikou (viz pfiklad na obr. 14).

Dal&iho zobecné&ni dosédhneme zevedenim vil{ mezi nékteré &ésti modelu.
Rozbor tekovych piipadd ponechédvéme &tendii. V3echny popsané modely popi-
sujf{ chovéni zkuSebni tyfe pifi jednoosé napjatosti nebo jednoosé deforma-
ci. UkdZeme, jak lze takto odvozené zékony zobecnit na prostorové pi{pa-
dy. Vrédtime se k Binghamovu modelu viskoplastického materidlu (obr. 61).
Nedo jde-1i ke kluzu, chové se model jako jednoduché pruZina, tj. plati
vztah
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Lo b (L-o) ¢ <y) (194)

Je to Hookelv zékon. Dostoupi-li sila % velikosti smykového tfeni Yy ,
zaéne se pohybovat i pist ve vdlci, tekZe bude

=l 4-a) = cct +y (f>y) (195)

Sila & je Umérné napé&ti @ , tuhost k zastupuje modul pruZnosti

v tahu, {-O znamend elastické pom¥rné prodloufeni £, , kdeito ot
pfedastavuje plastické pom&rné prodlouZeni Ep . Kone&né& Yy odpovidd
statické mezi kluzu @ . Rovnice (194) dé4vé tedy Hookedv zdkon ve tvaru

G =Eg, (6 € Gy) (196)

Rovnice (195) miZeme pPepsat do tvaru

G = E¢g,

(G >Gy) (197)

ProtoZe £ = Ep + €, (celkovéd pom&rné deformsce je déna soutem plastic-
ké a elastické &ésti, coZ plati p#i malych deformacich), bude podle (197)
zdkon viskoplastického teleni materidlu
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. G A
£ = -—-E—- + Y (G‘-G’t) (G'>Gu) (198)

Tento zékon nyni zobecnime na trojrozmérnou deformaci &¢i napjatost.
Proto%e vime, Ze plastické deformace nebyvaji ovlivnény hydrostatickou
slo?kou napjatosti (kulovym &i izotropnim tenzorem nepjatosti), dosadi-
me do (198) za nap&ti © devidtor napjatosti o sloZkéch

Sy = G'q;a' = J{G’u ogj (199)

Podle index}, které se dvakrét opekuji, se s¥{t4 (Einsteinovo pravidlo),
takZe nap®. Sy = Op- 5(Gy+Gay + ) = 1(16y - 67, -Gy). Déle vime, Ze kluz
nestane, kdyZ druhy invariant

j;_ = %‘_ S¢j Sep (200)

dos&hne mezni hodnoty, kterou oznadime Tx* . *)

piretvofeni o sloZkéch

Zavedeme Jje3t&® devidtor

= C- 3 Eue dif (201)

a dostaneme tento ekvivalent k rovnici (196):

6 .y
4 G ¢
202
. " ({?E.‘ Te) e

Elastické deformace jsme popsali pomoci ¢asovych derivaci sloZek prislud-
nych devidtord, abychom eliminovali &len popisujic{ moZné poldte&ni
(konstantnf) plastické pretvoreni. & je modul pruZnosti ve smyku,

K modul objemové pruZnosti.

%) Jak se snadno pPesvéd&ime, je Ty mez kluzu pFi &istém smyku.
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Ekvivalent k rovnici (198) je

x 1 ' L _.T—t'-
€j ~ i e (A ﬁ)scj (13, > T) (203)

Kdy% se vztahy (202), (203) porovnaly s experimentdlnimi vysledky ziska-
nymi na rdznych, prevdin& kovovych materiélech, vyvstala potieba daldi-
ho zobecn&ni. Konelny tvar konstitutivnich rovnic, z n&hoZ se v soulas-
nosti vychézi, lze zjednodudit zavedenim operdtoru < > podle definice

0 (F=0)
< Q(FR)> = ¢ (F) (F>0) (204)

zde F je bezrozmé&rovd funkce

{7,
Fah 4
Te (205)
kteréd mé pri stetickém (velmi pomalém) zat&Zovéni vyznam Misesova
plastického potenciélu. Funkce (ﬁ je empirickd. Napr. zvolime
I TR F AN
¢ (F) = F°-( = ) (206)
kde Jje materidlovéd konstanta. Konstitutivn{ rovnice nyn{ jsou
i = o= (y < B> —L
L - ‘a
I fg tY T (207)
s 1
8y = g ©Ow

Zde 7 Jje dald{ meteridlové konstenta, kterd méd fyzikdlni rozmér a7,

Plastické sloZke pretvoren{ je tedy ddna deformadni rychlosti

YL Sy
Bq = 7 <Q(F)> F (2c8)

Je nenulové pouze pro F >0 nezévisle na tom, jakd je derivace F
(v tom je zédsadni rozdil proti elestickoplastickému materidlu).
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Utvoime z deforma&nich rychlosti (2(8) druhy invariant

4 5 2
L =« e&}? e,,;; (209)

S pouZitim (208) a (200) vyjde

\t, =3 ¢(F) (210)
Dosad{me-1i sem z rovnice (2C5), bude po prav#
4. I
(3, = i+ () (211)

Je to vztah mezi invarianty devidtoru rychlosti plastické deformace
zna-

a devidtoru nap&t{, zekresleny schematicky na obr. 65. Symbol @'{

menéd funkci inverzni k @ (F).

1 .

4F

Obr. 65

Z tvaru rovnice (211), resp. z obr. 65, lze usuzovat, Z%e efektivn{

napét{ ve smyku QJL piti plastickych deformacich zdvis{ na rychlosti
deformace. Je-1i mezni ¢Ara v diagramu hlavnich sloZek devidtoru napéti
51,583,853 dana pfi statickém pfetvafeni kruZnici o poloméru R, (obr. 66), je

u viskoplastického materidlu déna kruZnici o poloméru

R = Ro L1+ §7( 13 (212)
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To je znézornino na obr. 66. Materidl je eleeticky na trajektorii 0%, )
clastickoviskoplesticky na ZéFe To® T P , 2 toho 2dst PP odpo-
vidd konstsntn{ hodnot# invariantu Il tasové derivace tengoru plastic-

kyeh deformaci.

b4,

PHiklad 19

Odvodte diferencidlni rovnici popisujici deformasci Burgersove modelu
podle obr. 58 a zakreslete pribéh deformec{ pii creepové zkoudce, pifi
které je zkuSebni tyl zatifena v Sasovém intervalu o5t &t
konstantn{ silou § .

ReSen{

Burgersiv model vznikl sériovym zafezenim Mexwellova modelu (obr. 55)
& Kelvinove modelu (obr, 56). Zavedeme oznaden{ podle obr. 657. Ziejmé
budou platit tyto vztahy:

£ = Lo £, + £y {19.1)

{- - klé‘l = k},‘é}, + cté;- (19.2)

£ o= ab (19.3)
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Cbr. 67

Z rovnice (19.1) vypo&teme nejprve {. a pak i Zasové derivace ét §
i_. Ty dosadime na pravou stranu (19.2). Kromé& toho bude

I

£ = —ii" L= (19.4)

Kdy% vyslednou rovnici upravime & pouZitim (19.4), bude nakonec platit,
Ze

L]

G ca.
—k;i ) = €l 4 kak (19.5)

Prib&h creepové zkoudky, b&hem niZ je ¢ = konst., f=4%=0 , Je
naznalen na obr. 68. Po zat{Zeni vzroste délka tyfe ihned o pruZné
prodlouZeni{ f[ k4 . Pak ndsleduje primérn{ creep, b&hem n&ho% se po-

Obr. 68
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t4teén{, pomérn& velkd deforma&ni rychlost L postupng zmenSuje a bli-
%21 ustdlené hodncté fqu (sekundérni creep). PFi odlehéeni nésledu-
je okamité elastické zkrécenf o {[l; a pak zotaveni (dopruZovéni),
a% nakonec zbude trvalé deformace (§/¢,)(t,- to)-

Poznémka

ReSeni rovnice (19.5) pro % = konst. mé4 tvar

by
@

oy 0o (19.6)

f:=0.+-c—;'

kde 4 , b jsou integra&ni konstanty. Ur&ime je zv143% pro interval
tod b & &y apro Lt > ty (z podéteénich podminek).

13. MODELY FYZIKALNfCH PROCESU V_MIKROSTRUKTURE

Typickym pi{kladem fenomenologického p#istupu k popisu nevratnych
procesld probihajicf{ch v mikrostruktufe materidlu jscu teorie popisujici
Unavu materidlu pri ¢asov® prom&nném namdhéni. To je v3ak problematika
pt{1i8 Sirokd, takZe se ji zde nemiZeme zabyvat. Uvedeme jiny, snad i
vhodné j3{ pFiklad, ktery bezprostiedn® navéZe na predchoz{ kapitolu.

V semindfi /27/ jsme se podrobné zabyvali tefenim kovd za vysokych
teolot. Uvedli jsme Heffovu teorii creepu, kterd vychdzi ze znémého
Nortonova zdkona (pro jednoosou napjatost)

£ = kG ; (213)

zde k y, N Jjsou materidlové konstenty
£ - logaritmickd deformace
@ - tahové nap&t{

Tedkou oznatujeme ¢asovou derivaci.
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PF¥i creepu je zat&Zujic{ sila F  konstentnf. Je-1li So poldtedni
profez tyée a S jeho aktudlnf velikost, bude © = F/[S | take

M (214)
Z podminky nestladitelnosti materidlu S€ = xonst. dostaneme
(215)

Kdy% z rovnic (214) a (215) vyloudime £ , dostaneme diferencidln{
rovnici pre funkei S(t) ve tvaru

- S’H 4s kF" (216)

dt

MEn{i-1i se &as t v mezfch DSt = t i+ » zatimco se plocha prifezu S
z podte&ni hodnoty So pfi t =0 postupné zmenZuje a% k hodnoté
S=0 opFi t =tu+ , bude

Eevit

_ Sog""dg - LF" S dt
Co o] (217)

a odtud

A 1 n S
—C" =

'L't,vﬂ"k_F,}'n —

(218)
kn G"

Tente vzorec upravime s pouZitim vztahu (213), podle ndhoZ je podéte&ni
creepovéd rychlost &, = kGf‘. Vyjde Hoffdv vzorec pro Zivotnost tyle za
creepu

ne, (219)
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Tento vzorec byl odvozen za pfedpckladu, Ze se ty& bez omezeni ztenduje,
pti¢emZ materidl si zachovdvd plastické vlastnosti beze zm&ny po celou
dobu pokusu. U kovovych materidld za vysokych teplot souhlasi Hoffova
teorie uspokojivé s experimenty, aviak jen pfi pom&rn& velkém zat{Zeni
tyde. Jz2-1i zat{Zen{ malé, vyjde ze vzorce (219) mnohem dels{ doba neZ
pozorovand Zivotnost. To znamend, Ze ve skutefnosti dochézi bd&hem creepu
k vnitfnimu po3kozovédni meteridlu, ktery ztrdci pivodni vlastnosti. Sku-
te&n&, zjistilo se, Ze v materidlu vznikaji drobné dutinky - kavity -,
které zplsobuji, Ze skutedny prifez ty€e neni{ G , jak se ném v fase ¢
makroskopicky jevi, ale W So . Funkce  (£) se m&n{i od jedné k nule

a fenomenologicky popisuje znehodnoceni materidlu v prifezu vznikem
dutinek v mikrostruktuie, kdeZto makroskopicky se prifez nem&ni nebo m&-
ni jen velmi mélo. Je tedy

S(8) = w ) Se (220)

Pro funkei po3kozeni Y (£) zvolil Kaanov vzteh podobny Nortonovu zé-
konu, totiZ rovnici

d v
ﬁ% Ll (221)

kde C , V jsou konstanty zdvislé na materidlu a jeho teploté.
Protote @ = GoS0 [S , vyjde z rovnice (221)

dq’ V' g° v v ‘1 B
ar = ew () s -eed 5 {280

To je diferencidlni rovnice pro funkci ly(b], kterou Rabotnov upravil
na obecn&js{ a vhodné&j3{ tvar. Predev3im zavedl jako miru poskozeni
Joekysi dopln&k k funkei Y , totiZ funkei W :

wlt) = 1 - y(s) (223)

Tato velidina je vhodn¥j3{, nebot b&hem podkozovédni roste od nuly k jedné
(kde%to funkce Y kless). Krom® toho napdti © = Go So /S predstavuje
prim&rnou hodnotu, avdak prib&h poskozovdni bude zdviset na jeho lok4l-
nich hodnotdch. Napdt{ bude - zv14%t& po vytvoreni kavit - rozddleno

v mikrostruktuie nerovnomérnd. To miiZeme respektovat tak, Ze misto nepiri-
mé Uiméry mezi Q@ a S zavedeme obecnou mocninnou funkci s novym materiglo-
vym paremetrem l@ . Misto (222) pak budeme mit rovnici
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dw G‘ov

i m (224)
s potétedni podminkou W(0) = O . Integrac{ dostaneme
(B+1)ealt = 1- (1-w) ! —
Protoze W = 1 pro t = tuﬁ} , vyjde z rovnice (225) pom3rny tase
%;‘.ﬁ (- (1w (226)

Tento vztah popisuje prib&h po3kozovéni W jako funkeci Zasu. Cas je
zde vztaZen k celkové Zivotnosti ﬁth} tyce pri creepu (viz obr. 69).
PoZ%kozovéni probihd nejprve pomalu, ale pozd&ji se zrychluje.

Obr. 69

Podstatou metody je tedy to, Ze nespojité probihajic{ proces vzniku
dutinek v mikrostruktufe materiélu popisujeme spocjitou funkei{ WI(t) .
Je to cbdobny obrat, jekého jsme pouZili v 10. kapitole.
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