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V publikaci se podrobn& vysvétluje aplikace termodynamickych zédko-
nd pFi vypodtu deformaci a napjatosti termoelastickych t&les. Objasnu-
je se podstata vazby mezi zménami deformace a zm&nami teplotniho pole
a formuluji{ se podminky, za nichZ lze tuto vazbu zanedbat.

Zékony termoelasticity Jjsou pak pouZity k FeSeni mnoha praktickych
dloh. Probiraji se rovnéZ energetické principy, jeZ jsou zdkladem p¥i-
bliZnych numerickych metod, napi. metody kone&nych prvkid. V daldim textu
se uvdd{ dynamickd teorie termoelasticity a aplikuje se na p#ipad jedno-
rozm¥rného vlndni v termoelastické ty&i. Objasnuje se vznik a vyznam
dtlumu kmitdn{ ty&e vedenim tepla v tyé&i.

V zédvéru publikace se probiréd relaxace a creep konstrukeci vystave-
nych plsobeni vysokych teplot. Poditd se doba Zivotnosti konstrukel pPi
8tédlém zati%enf jednek za predpokladu dokonale vazkého poruSeni, jednak
za predpokladu kvazik¥ehkého poruSeni, a vysledky vypolti se porovndva-
ji s experimenty. Probiraj{ se energetické principy a také stabilita
konstrukc! v podminkdch creepu.

Predpoklédajl se jen b&%Zné znalosti zdkond termodynamiky a teorie
pruZnosti. Vyklad postupuje od jednoduchych p¥ipadd k sloZité&jsSim a Je
doplnén t¥iceti &tyPmi instruktivnimi FeSenymi \dlohami.



OBSAH

Gvop

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10,
11.
12,
13.
14.
15.
16.

VNITRNI ENERGIE V PEVNEM TELESE

STAVOVE VELIZINY A ZAKONY TERMODYNAMIKY
JEDNOOSE NAMKHANY TERMOELASTICKE TYCE
DUHAMELUV - NEUMANNUV ZKKON

TERMOMECHANICKA VAZBA PRI PROSTOROVE DEFORMACI
NEVAZANA KVAZISTATICKK TEORIE TERMOELASTICITY
ENERGETICKE PRINCIPY V TERMOELASTICITE
NUMERICKE METODY RESENf GLCH TERMOELASTICITY
ROTACNE SYMETRICKA TENKOSTENNA TRUBKA
TLUSTOSTENNA TRUBKA .

VOLNA DESKA S PRICNE PROMENNOU TEPLOTOU
VLNENY V TERMOELASTICKE TYCI

TEGEN! KOVU ZA VYSOKYCH TEPLOT

ENERGETICKE PRINCIPY V PODMINKACH CREEPU
STABILITA KCNSTRUKCI ZA VYSOKYCH TEPLOT

ROZPTYL ZIVOTNOSTI KONSTRUKCI NAMAHANYCH V PODMINKACH

CREEPU

12
17
28
31
41

- 56

70
8l
86
91
102
114
117

123



",.. chodil jsem jen na povinné piedmé&-
ty." "A které?" zeptala se Alenka. "No

predev3im samoziejm& na bd&ni a spani,”
odpovédé&l PaZelv. "A pak na motyku

8 vdelijakymi po¥etnimi dkony, jako je

svitén{, odmitdni, nesoleni a Zelen{.”

Lewis Carroll, Alenka v #{3i diwd

GVOD

InZeny#i, kteP{ si bdhem studia osvojili znalosti pouze povinngch
predm&ti, nevddi o teplotnim pnut{ ani o vlivu teploty na mechanické
vliastnosti pevnyech létek prakticky nic¢ nebo jen velmi mdlo. PrestoZe se
ve strojnictvi uplatnuji &{m d4l tim vice um&lé hmoty, zejména kompozit-
ni materidly, vyrdbi se v&tSina dlleZitych strojnich &ést{ z kovi. Je-
jich velkd tepelnd vodivost zplsobuje, Ze Jje v nich teplota v&t3inou
rovnomérnd rozd&lena. Vyjimkou jsou jen exponované &ésti energetickych
strojd a gzafizeni, u nich%Z dochdzi k intenzivni vimén& tepla. A tak si
inZeny#i v&tSinou teploty p#{1li3 nevdimaji a navrhuji{ stroje a jejich
Edeti tek, jako by jejich teplota byla konstantni{ a nezdvisléd na provoz-
nich podminkdch. Bezstarostnost tohoto druhu se v3ak mi%e vymstit. Napi.
kola %elezniénich vozidel mohou praskat vlivem pnut{ vyvolanfch intenziv-
nim ohPevem nékolkd p¥i brzddni. G4sti strojl a konstrukc{ vystavené Jed-
nostrannému plsobeni sdlavého tepla se nejen roztahuji, ale také prohyba-
jif. Nemohou=-li voln& dilatovat, mohou se vyboulit vlivem ztrdty elastické
stability nebo se mohou i trvale deformovat. Vruby v t&lese pusobi koncen-
traci teplotnich napdti, jeZ se sklddaji s napétimi pisobenymi wvné&jsim
zat{Zenim. M&ni-1li se teplota periodicky, mi%e vyvolat kmitavy pohyb,
ktery se p¥i rezonanci zvét3uje. MiZe vzniknout tepelnd dnava materidlu.
Zm&na teploty kompozitnich materidld miZe zpﬁqobit Jjejich poskozendi
i tehdy, je-1li teplota rozd&€lena rovaom&rn&. P*{&inou je rozdilné teplot-
ni roztaZpost jednotlivych komponent. Ze vysokych teplot vznikaji trvalé
deformace, jeZ mohou ohrozit funkci stroje a zkrédtit jeho Zivotnost.
Av3ak i pokles teploty miZe vést ke katastrof& vlivem zkiehnut{ materidlu.
S teplotnim pnutim musime samoziejm® podfitat viude tam, kde dochdzi
k pFestupu a k veden{ tepla. S teplotou musi{ inZenyr politat i p¥i tech-
nologickyeh procesech, zejméns p¥i tvd¥eni{ a p’i tepelném zpracovéni.
Nedbalost se nevypléci; nap¥. mikrotrhliny vzniklé pFi nesprévném povrcho-
vém kaleni mohou vést k pozdé&jd3{im dinavovym lomim,



Deformaci a pnuti{ vyvolanjch zm&nami teploty lze vyuZit k mé&¥eni
teploty a k regulaci. Na tomto principu pracuji bimetalovd &idla a pre-
pinae. Trvalych deformaci vyvolanfch jednostrannym lokdlnim ohfevem se
vyuZivd k rovndnf plechd plamenem.

Vnucuje se otdzka, prol se v zdkladnim studiu na vysokych Skoldch
v&nuje vlivu teploty na napjatost a pevnost &dsti stroji jen meld pozor-
nost. Je tomu tak proto, Ze se nédroky na roz3i¥en{ obsahu udiva nemohou
dostate®n® uspokojovat v nemé&nném &asovém rozvrhu studia. I kdybychom
se zam&¥ili pouze na elastické deformace, tj. zabyvali se jen termoelas-
ticitou, musili bychom ne jprve podrobn& vyklddat jednak teorii piestupu
a vedent tepla, jednak teorii pruZnosti, a pak syntézu obou t&chto dis-
ciplin. Prév® tato syntéza se na nadich vysokych 3koléch v&tSinou vyne-
chdvd a odsouvéd do postgradudlniho studia, v nejlep3im p¥{pad® do spe-
cializaci,

V tomto seminé¥i poddme vyklad zdkond termoelasticity a creepu
a doplnime jej mnoha pi{klady. Na3i snahou bude, aby vyklad byl co nej-
srozumitelnd j&f{, nikoli co nejipln&j3i{. Bude to tedy jen dvod k dal3fmu
studiu, co% p¥i daném rozsahu semind¥e nen{ ani jinak moZné. Vybsr létky
v8ak umoZni pozornému &tend¥i, jak v&Ffime, aby samostatnd a s porozuménim
te8il rizné problémy inZenyrské praxe a aby dobie chdpal jejich fyzikdlndi
podstatu.

Autor d&kuje vSem pracovnikdm Domu techniky CSVTS f;éha, kte*{ se
podileli na pFipravdé semindfe a na vytist&ni t&chto skript. Zvla3t ddkuje
Ing. Vladimiru VAclavikovi, ktery se po mnoho let ob&tavé& stard o to, -aby
népln cyklu "Stavba strojd" neztrdcela aktudlnost a byla skutednou pomoci
inZenyrim a technikim v rdznych oborech nadeho strojirenstvi.



1. VNITRENf ENERGIE V FEVNEM TELESE

Pevnd ldtka se sklédd z atomd, z iontd nebo z molekul umist¥nych
v t&sné blizkosti. V krystalickych l4tkdch jeou usporddédny viceméné& pra-
videln® (nepravidelnost je zpisobena jen poruchami ve struktuite krysta-
lu a prekd¥kami ve volném rdstu pri vzniku krystald). KdyZ krystal taje,
uvolnujf{ se vazby mezi jeh6 ddaticemi prakticky najednou p¥i urdité te-
ploté (bod téni). Struktura amorfnich ldtek, jekymi jsou nap¥. sklo,
asfalt a Zetné plastické hmoty, tuto pravidelnost nemé. x) Amorfni l4tky
1ze povaZovat za kapaliny s extrémn& velkou viskozitou. Nemaj{ pevny bod
téni; vazby mezi jejich hmotnymi ¥&sticemi se u nich uvolnuji postupné,
tak¥e amorfni pevnd létka pFejde nejprve do kaSovitého stavu a pak
teprve - p¥i dal3im zvySovdni teploty - zalne kapalndt.

To, %e si nezati%end pevnd t¥lesa zachovdvaji pfi nezmén&né teplo-~
t& svij tvar, je zpisobeno vazbami brénicimi vzédjemnym posuvim mezi ato-
my, popi. ionty &i molekulami. Zmé&na jejich vzdjemné rovnovdiné polohy
Jje mo%nd jen za silového plsobeni nebo zm&nou jejich teploty.

Pro ndzornost omezime sviij vyklad na pi#ipad krystalu, jehoZ model
uvddime na obr. 1. Atomy piedstavuji hmotné body, kdeZto vazebni sily
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ptedstavuj{ nehmotné pruZiny. Krychle, jeji%Z hrana md4 délku rovnou mezi-
atomdrni vzddlenocsti @1, , obsahuje jen jeden atom. Pisobenim jednoosého
napétf © ge jejf hrany, rovnob%#né s pisobicim napétim, prodlouZ{

o AQ . Podle Hookeova zékona bude pro malé deformace platit, Ze

aq G (1.1)

Go ~ E

%) N3které ldtky se mohou vyskytovat jek v krystallcké tak v amorfni{
modifikaci. Pfi¢nou kontrakei zatim neuvazujeme.
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1

Zde E Jje Younglv modul pruZnosti. Sily prendSené pruZinami budou mit
vy¥slednici

F = Gao (102)
tak%e pruZinovd konstanta vazby bude
cal

F 2 Ea, (1.3)

v Sl

Nep¥. u hlinfku je Qo = 2.86,10"1%, E = 7.10'° Pa, takzte ® =
= (7.1010) (2,86.10'10) 20 N w1, Kdyby byly vSechny atomy nehybné a%
na atom uvnit# krychle na obr. 1, mél by tento atom vlastni{ frekvenci

volného kmitén{
-~_‘_\l %
V=g I m (1.4)

ProtoZe atom hlinfiku mé hmotnost M = 4,5.10'26 kg, vyjde V =

= (1/2%) \ 20/4,5.107%°® 2 3,4.10' Hz. Skutedny kmitoZet vibract
atomd v hlinfku je pribliZn& 6,4.10% Hz. Rozd{l vzniké tim, Ze atomy
nekmitaji izolovan¥, ale vZechny najednou. Také vypolet-konstanty (1.3)

Jje p¥11i8 zjednoduSeny. Z hlediska ddelu, ktery sledujeme, je vB3ak sho-

da naSeho vypodtu se skuteénosti\vyhovujici; potvrzuje, Ze se energie

miZe uvnit¥ pevnfch ldtek akumulovat bud jako potencidlni energie (v ne-
hmotnych prﬁﬂinéch), nebo jako kinetickd energie kmitajfcich atomd (v hmot-
nych bodech nadeho modelu). Oba druhy energie se ov3em vyskytuji vidy
zéroven. x) Celkové energie vibra&nich pohybl, kterd se neustdle periodic-
ky m&ni z potenciélni na kinetickou a naopak, nazyvd se teplo. Odmyslfi- "
me-1i 8i vibrace atomi, které se déji s neobylejnd vysokymi frekvencemi

a s velmi malymi amplitudami, zbude potencidlni deformadni energie.

Kmitavé pohyby atomd vS8ak nejsou u v3ech atomd stejné, nebot jde
0 soustavu 8 neoby&ejnd velkym po&tem stupni volnosti. Energie se miZe
mezi atomy rizn¥ vyménovat a jeji rozddlen{ lze popsat jen statisticky.
Pro stfedni hodnotu energie vibraéniho pohybu jednoho atomu kmitajiciho
v t¥{dimenziondlnim prostoru (v tepelné rovnovédze 8 okolim) ddvd4 statis-
tickd mechanika vyraz 3&T , kde © = 1,380 62 . 10723 J K™} zna&t
Boltzmannovu konstantu a -1 absolutnf teplotu. ProtoZe jeden kilomol
14tky obsahuje ggévé _yo atomd (coZ je Avogadrovo &islo, No =
= 6,022 17 . 10°" kmol ~), bude celkovd vnit¥nf energie v jednom kilo-
molu nedeformované pevné létky

%) Kinetickou energii danou pohybem t&lesa jako celku neuvaZujeme; tdle-

80 je ve statické rovnovéze.
-8 - (



UD=13N&T = 3RT (1.5)

zde R = No& £ 8,31.103 J k! xmo1™! je univerzélng plynové konstanta.

Privedeme-1i do této l4tky mnoZstvi tepla Cy , aniZ t3leso deformujeme
(a tedy pti nezmEn&ném objemu Vv ), stoupne jeho teplota o 1 K. Hodnota
Cy se nazyvé molovéd tepelnd kapacita (molové specifické teplo) pii
st41ém objemu. K diferencidlnf zm3n& teploty o AT je t¥eba dodat teplo
Cy AT . To se miZe v jednom kilomolu létky uloZit jen jako pi{iriustek
dU celkové vnit¥n{ energie (1.5). Tedy

Odtud vypodteme
Cy=3R= 2,49.10% 7 k1 kmo1~? (1.7)

Rovnice (1.7) vyjad¥uje Dulongiv - Petitdv zdkon, ktery platf, pokud je
teplota | dostaten& velké. Nenf-1li tomu tak, je t¥eba po&itat s kvan-
tovénim energie v jednotkdch WV , kde W = 6,626.10"34 J.s je Plancko-
va konstanta a V kmito¥et. Molovéd tepelné kapacita pak zévis{f na teplo-
t& a vyjde men3{ ne% podle (1.7). Vzorec (1.7) plati jen pro 6T >» hy |,
Bl{Z{-1i se absolutni{ teplota k nule, bliZ{ se k nule i molovéd tepelnd
kapacita (Einsteindv a Debeylv vzorec, viz /4/).

SpiSe neZ s jednim kilomolem létky politéme s jednim kilogramem.

Dostdvéme pak m&rnou tepelnou kapacitu C, = Cy /M a mérnou plyno-
vou konstantu r = R/M , kde M je molovéd hmotnost. Misto rovni-

ce (1.7) dostaneme x)

3 \
Cyy = il loxtietl] (1.8)

a mérnéd vnit¥ni energie je

w, = -3’—;&11 [gxet] (1.9)

Vzorce (1.8) a (1.9) plati rowvné% jen pro dostate¥n® velké hodnoty 'T ‘

JestliZe se pevnd ldtka také deformuje, ukléddd se v ni mé&rnd defor-
maéni energie

x) Veliliny vztaZené k jednomu kilogramu budeme znadit malymi pismeny.



1 -1
= — \ G dg .. Jk 1.10
Uy 3 SG% dz% [ g W] ( )

Zde Géj pfedatavuje elastickou &4st pomErnych deformac{ (elastickou
g4st slo¥ek tenzoru pPetvoreni). Na pravé stran& rovnice (1.10) jeme

pou#ili tenzorové symboliky. S¥ité se podle indexd v, } =1, 2, 3;
Q zna¥f hustotu, ij slo¥ky tenzoru napjatosti. Celkovd vnit¥ni

~ energie v 1 kg létky je pak '

'(/L = u,\ + ’{/Lr)_ + 4/‘/19_ . (1-11)

Glen Uy vyplyvéd z vazby mezi pgpelnymi a mechanickymi velidinami;
v podrobnostech odkazujeme na literaturu /4/, /11/. Viz té% p¥{klad 13
za 5. kapitolou t&chto skript.

Jak jesme prévé ukdzali, zdvisi vnit¥ni energie pruiného pevného té&-
lesa jednak na teplot#, jednaek na Sesti pom&rnych deformacich (na slo¥-
kéch tenzoru pPetvofenf). Proto U = 4 (T €y) . U idedlnich kapalin ne-
existuje esmykové napd&t{. Je tedy u nich Qﬁq = Opro ¢ %3 , tak¥e po-
lomdr Mohrovych kruZnic zndzornujicich napjetost v néjekém bod¥ kapali-
ny je nulovy. Odtud plyne Pascallv zdkon Gy = Gpo = by = - , ktery
platf{ v idedlnich tekutinéch, a v3echny osy v daném bod® jsou hlavaimi
osami napjatosti (je jich nekoneén# mnoho). V takovém prfpadd je defor-
ma¥n{ energie ddna vyludéné pomdrnou zménou objemu € = AV/V | Proto
je u idedlnich kapalin vnit¥ni energie funkc{ pouze teploty & pomdrné
zm¥ny objemu, tedy L =4 (Tj¢) . Kone¥nd u idedlnfch plynd %4dnd de-
formadni energie neexistuje a vnit¥ni energie zévis{ pouze na teploté,
Ctakte AL = w(T) . ’

Priklad 1

Vypoé&téte mérnou tepelnou kapacitu (m&rné teplo, specifické teplo)
gistého hlinfku, olova a uhliku podle Dulongova-Petitova zékona a porovnej-
te ji s ddaji zjiSténymi experimentdlnd. ’

Re&ent

e

Pro hlinfk méme ™M £ 27, takZe podle vzorce (1.8) vyjde

24 900
Cy(AL) = — 2922 g kgt k1

Ve fyzikdlnich p¥irulkéch se pro pokojovou tepleotu uvddi hodnota
¢y (AQ) = 900 J kg™t X1,

- 10 -




Pro olovo bude ™M £ 207, takZe rownice (1.8) dé

24 900 -
Cy (P6) = ——— 21205 kg7t k!
207

kde¥to v literature najdeme C, (P¥) 2 130 g kg™t k1.

Pro uhlik je M = 12, proto *)
24 900 | L
Cy(€) =—-12——-=2075Jkglxl

Av8aek v literatuie se najde pro pokojovou teplotu cv(Q) = 690 g kg’l L.
Vzorec (1.8) plati pro uhlfik (tuhu) pFibliZné& teprve p¥i teplotdch vyZsfch
neZ asi 1000 K. P¥i pokojové teplot® neplati.

Priklad 2

Porovne jte m&rnou vnit¥n{ energii hlinfiku p#i pokojové teplot®& s mé&rnou
deformaén{ energi{ p¥i naméhéni prostym tahem nap8tim 100 MPa.

ReSent
Podle (1.9) vyjde pro teplotu | = 300 K

24 900 . 300

Qy = t2,8.10° J kg~1
27

| N de
a podle (1.10) dostaneme pro Q = 2700 kg m 3, E = T =
= 72 200 MPa

" o 100° . 10%? 3 "

= = 0,26 J kg
* 1QE 2 . 2700 . 72 200 . 106 '

%) Uhlfk se vyskytuje ve dvou modifikacfch (tuha nebo diamant).

= 1 =



2. STAVOVE VELICINY A ZAKONY TERMODYNAMIKY

Nechi 1l4tka - lhostejno, zda pevnéd &i tekuté - zaujimé v prostoru
n&jakou oblast a necht jejf makroskopické fyzikdln{ vlastnosti jsou
v ka?dém bod® této oblasti stejné. Soubor t&chto vlastnosti charakteri-
zuje stav ldtky. Predpokldddme tedy rovnom&rné rozd&leni fyzikdlnich
vlastnosti, ale nikoli jejich nem&nnost; stav ldtky se mbZe s &asem m&-
nit. Chemické zmény nepiedpokldddme a chemické vlastnosti neuvaZujeme.

Fyzikédln{ velidiny, které za klidu popisuji stav dané ldtky (dané-
ho t¥lesa), ozna¥fme X; , Xy , ..., Xa4m . Jsou to nap¥. teplota,
vnit¥ni energie, sloZky tenzoru napjatosti, sloZfky tenzoru pretvoieni,
hustota apod. KaZd4 veli¥ina, kterd n&jak souvisi se stavem zkoumané
14tky, je stavovd velilina. JestliZe se tyto velidiny s &asem nem&nif, je
létka (t&leso) v termodynamické rovnovdze. Zéhy zjistime, Ze stavové ve-
li&iny neJaou zcela nezdvislé. Napl. mezi tenzorem napaetostl, tenzorem
pretvoreni{ a teplotou existuje u termoelastickych ldtek vztah ktery
pozd&ji uvedeme jako Duhemellv - Neumanniv zdkon. P¥edpoklédejme, Ze
existuje jemn M nezdvislych stavovych velidin X4 - Xl y seey Xm o Zné-
me-1li je, jsou jimi urdeny zbyvajici stavové velil&iny Xn+1 i Kpth » ssey
Xm+om (& oviem i fyzikélnf stav ldtky &i t&lesa). Existujf tedy vztahy

Xu = Set (X“X.L, S Xm) (2.1)

pro & = m+4 , m+2 | .., MNvtow | kterym P{kédme stavové rovnice.

To, co jsme psali o létce nebo o télese, miZeme vztéhnout i na libo-
volny systém ldtek &i t&€les uzavieny v koneéném prostoru tak, Ze nemiZe
nastat vym&na hmoty s okolim, Predpokléddme, Ze nedochézi ani k Zédnym
chemickym zm&ném. Predstavme si dva takové asystémy A4 . AD s U nich%
stavové veliliny nezdviseji ani na prostorovych soufadnicich, ani na &ase.
KaZdy z nich je tedy v termodynemické rovnovdze. Privedeme-li je do t&sné
blizkosti tek, aby se v ur¥ité plo3e dokonale dotykaly, pak se jejich ter-
modynemickd rovnovédha miZe, ale nemusi porusSit. Neporusi-li se, jsou oba
systémy ve vzdjemné tepelné rovnovdze. Pak existuje mezi jejich stavovymi
velidinami vztah

£ (X, 0] X“) HE:), NH X ey K m) = (2.2)

’

Zkrécend je]j zapiSeme ve tvaru
f(1;,2) =0 (2.3)

3
Jsou~li v tepelné rovnovédze také systémy A(ﬂ 5 A() , je rovndZ

-2 =



g (1 3) =0 (2.4)
Platf-1i (2.3) a (2.4), platf také
#(2;3) =0 (2.5)

Toto tvrzeni se n&kdy oznaduje jeko nulty zdkon termodynamiky: jsou-li

dva systémy v tepelné rovnovédze s tfetim systémem, jsou v tepelné rovno-
védze i mezi sebou.

Lze dokézat, %e vztahy (2.3) a% (2.5) mohou zéroven platit jen
tehdy, maji-1i funkce §{ , g v  tvar

F(1:0) = -5 ;
g (1;3) = fi- s (26}
'fv(')-i3) = fz"}s
kde
o= L (XD o %ad) (¢ =1, 2,3 (2.7)

Proto%e vyrazy (2.6) jsou nulové [srovneg 8 nimi vztahy (2.3) a% (2. 6)],
musi byt 5'1 = {-7_ = fs . Ozna®me tuto hodnotu © . Bude tedy napi.

0-4( Xy (1) IR er(x?) : (2.8)

1
Je to empirickd teplota systému A(). Jsou-1li dva termodynamicky rovno-
vé4%iné systémy v tepelné rovnovdze, maji stejnou empirickou teplotu.

AU) ,

Predpoklédde jme nyni{, Ze dva rovnom&rné a rovnovdZné systémy

Am nejsou ve vzdjemné tepelné rovnovéze. Privedeme je do vzé jemného
kontaktu pfes sténu. Mé-1li tato stZna takovou vlastnost, %e se rovnovédha
systémli nezm&ni, nazyvd se adiabatickd. Proces prob:'.ha:jici v systému
uzavieném ediabatickou st¥nou se nazyvé adiabaticky. Prdce AW | kterou
musime vynaloZit, abychom p#i adiabatickém procesu pireSli z po¥édte&niho
rovnovéiného stavu Xu (£) (o = 1, 2, «ssyM) do jiného rovnovédZného
stavu Xq [£5) , zévisi pouze na t&chto stayovyjch velidindch, a nikoli
snad na pribdhu funkef Xy () v otevieném intervalu to< t < ¢, .
Tato préce odpovidé zmén& vnitfni energie AU = U(ty)-U (o) . Protoze
do energetické bilance vstupujf vidy jen rozdfly AU , miZeme vnit¥ni
energii m8¥it od libovolného referendniho stavu, nap#. od U(‘bo)
To znamend, %e bude U(t)= AU , Ulk) =0 . veligina U (ty)
zdvisi vihradn® na Xy (%) , pFidem? +t, miZeme zvolit jakkoli. Pak
ov3em plati, Ze
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U=V (X‘\ | Xz; R XM) (2.9)

pro kterékoli t . Vztan (2.9) je zPejmé stavovéd rovnice. Podle zdkona

o zachovdni energie se doddvand préce AW mEni p¥i adiabatickém proce-
su ve vnit¥n{ energii AU . Platf tedy, 3¢ AW = AU , nebo v di-
ferencidlnim tvaru dW = dU . Neni-1li proces adiabaticky, bude se do
uzavienédho systému dodédvat z okolf jeété teplo d@ , takZe

aQ +dw =dU (2.10)

Energetickd bilance (2.10), vyjedPujfci zékon zachovéni energie, Jje
prvnim zdkonem termodynemiky.

Prirdstek mechanické préce se definuje jako soudin s{ly (intenzivni
velidiny) a p¥irdstku dréhy (extenzivni velidiny). ProtoZ%e préce a ener-
gie jsou ekvivalentni pojmy a proto¥e teplo je druh energie, vnucuje se
my3lenks vyjédrit p¥irdstiek tepla dQ  rovn¥% ve tvaru soudinu ndjeké in-
tenzivni velidiny (absolutni teploty T ) a prfirdstku 95 extenzivni ve-
liginy S '

dQ = TdS (2,11)
Velidina § zavedend definicf (2.11) je entropie. Absolutaf teplota T

je kladné &islo zédvislé pouze na empirické teploté. Stupnice pro absolui-
ni teplotu je déna rozpinavosti idedlniho plynu.

Entropie je extenzivn{ velilina, tj. entropie soustavy je soultem
_ entropif jejich &8stf{. Diferencidlnf zmdna dS entropie miZe vzniknout
. bud interakci's okolim (zména USe ), nebo z vnit¥nich pPL{éin (zména
d S¢ ). TekZe ,

as = dS, +dS; (2.12)

Je-1i dQ teplo pirivedend zvenku, pPivadl s sebou teké entropii

dge = i(-lg; {2.13)

Pr{rtstek oS odpovidd p¥{rlstku teple z wvnitPnich zdrojd. Mife vaznik-
nout napf. disipec{ mechanické energie vnitinim tlumenim materidlu,
plastickymi deformacemi, preménou elektrické energie v teplo pPi vedent
elektrického proudu apod. Je-1li d S¢ = 0, Jje d&j vrainy, Jjinak dS;> o0
a d&j je nevratng. PPfped dS; <% O nemfiZe nastat. *' Tato tvrzenf jsou
obsahem druhého zékona termodynamiky .

) Mab{-1li se mechanickéd prdce vnit¥nim tlumenim v materidlu, miZe tim
vzniknout pouze jeho oh¥ev, nikoli ochlazeni.
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A% dosud jsme pFedpoklédali rovnomErnost, tj. nezévislost stavovych
velidin Xo na prostorovych souradnicich. Obecn¥ v3ak miZe stavovd veli-
gina z4viset nejen na %ase t , ale také na poloze bodu P (%%, x3)
MiZe tedy byt Xy = Xg (P4) . V takovém pripadd budeme predpoklédat,
¥e stav 1l4tky v infinitesimélnim okolf bodu P 1ze popsat tymi% stavo-
vimi velidinami a %e pro n& plat{ stejné stavové rovnice jako v rovnomér-
nych systémech, u nichZ mdvislost na poloze bodu P odpadA4.

P¥{klad 3

Popiste d&j, ktery nastane, uvedeme-li do t&sného kontaktu dvé& rov-
novédzné soustavy A® , A | xters nejsou ve vzéjemné tepelné rovnovéze.

Re3ent

Soustava Am mé absolutni teplotu T , Soustava Am pak Ty .
Pokud jsou soustavy odd&lené, nezdviseji tyto teploty na prostorovfch
soutadnicich ani na %ase. Jakmile se za&nou soustavy dotykat,.vytvoii
jednu izolovanou soustavu (s okolim se nebude vymSnovat ani hmota, ani
energie). Pi‘edpokléde\jme, fe se za %as Ot odvede z t¥lesa Al) pres
do::'}tykovou plochu do t&lesa A teplo dQ > 0. Jde o vnit¥n{ zménu
v izolované soustavé, takZe bude =

Q
ds = a8 d Sdm= P

Celkovd zm&na entropie bude

o u) '(7_)‘— dQ dQ - T'1"'T7_
ds; = ds+dsi¥=- S+ s SR ag

Proto¥e musf byt dS; > 0 (druhy zdkon termodynamiky), je I1 = Ty .

Je-1i dS¢ > 0, je T, » T. a proces je nevratny (teplo prechézi

2z t&lesa teplej3fho do studen&j8iho, nikdy naopak). Je-1li ds; = 0, Je
T, = T , takZe jde o vzdjemnou tepelnou rovnovéhu.

P¥{klad 4

Na obr. 2 je znézornéna d4st tepeln® izolované tyde s nerovnom&rnd
rozd&lenou teplotou. Za &as dt projde prifezem o ploSe A ve vzddle-
nosti ¥ teplo dQ = Afidt & prirezem ve vzdélenosti ¥ + dx teplo

Al + A*Q = A Thdt + (M/OX)dxat]. zae predstavuje hustotu tepelné-
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oh

h h+:5;
3
_x ldx ]

OBR. 2

ho toku (W m™2). %) Do &&sti tyde o délce X ge tedy privede teplo
dQ - (dQ +dQ) =-d'Q ’

?
~ d™R = ”Ar‘)—f‘;d‘w“ = Q Adx du (a)

Tato rovnice vyjadiuje prvni zdkon termodynamiky (o pi‘i#edané teplo se
zvét3{ vnit¥n{ energie). Privedené teplo v3ak miZeme zapsat také jeko
Tds , kde A5 je entropie v 1 kg; pro element o hmotnosti @ Adx bude

0
— A dea_t = QAoLx-TdA (v)
S pomoci i-déntity
VN TIT T T T X ¢

? W 4 OT 70
(P Tmaw e ®E (a)

Je-1i teplo, které projde za 1 s plo3nou jednotkou prifezu, pak tou¥
plochou progde za stejny Zas entropie H/T . To znemend, %e pod{il w/T
(W m 2 ) pi‘edstavuae hustotu toku entropie prifrezem tyfe. JestliZe
dy = G(Se, + ds; , budeme moci v rovnici (d) ozna&it &len —(7/2%)(/T)

%) Castdji byvd hustota tepelného toku oznadovédna 9. . Tento symbol v3ak
pouZijeme jinak, toti%¥ jako teplo vztaZené k 1 kg.
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jako celkovy piitok entropie z okoli do jednotky objemu za jednu sekundu;
tedy

dee _ ;.0 (‘;—) (e)

Zbyvajici ¢len mus{ predstavovat pf{rdstek entropie z vnit¥nich zdrojl,
takZe

dse - v 2T
e =TT -

Protoze ¢ > 0, T >0, dS = O (druhy zdkon termodynamiky), musi bjt

Jr’uplé() (g)

(1
Teplo tedy sm&fuje proti gradientu teploty (postupuje z teplejSich mist
do studen¥®j38ich, a nikdy naopak).

Z p¥*1{kladd 3 a 4 je ziejmé, Ze druhy zédkon termodynamiky urduje smér
vyvoje fyzikdlniho d&je. Prvni zédkon termodynamiky predstavu je Jjakési
"i¢etnictvi" tohoto dé&je.

3. JEDNOOSE NAMAHANT TERMOELASTICKE TYGE

Budeme sledovat zm&ny p¥i zat&Zovdni pruZné tyde tahem, pop¥. tla-
kem. Prizmatickéd &4st ty&e zakreslend na obr. 3 bude naméhéna jednoosym
napétim & = F/A ( F je sfla, A prifez ty¥e). Viechny zmény nechi
jsou tak pomalé, Ze setrvainé sily miZeme zanedbat. Zmé&ni-li se pomdrné
prodloufent € = AL[/{ o diferencidlni p¥irlistek AE , vykond se
v jednotce objemu tyde prdce G AE , Tuto préci prepodteme na jeden
kilogrem hmotnosti, a to d&lenfm hustotou @ . Zéroven privedeme z okolf
teplo dQ ., Na jeden kilogram pfipadne mnoZstvi tepla dg = dQ/m .,
Opéi se pifidrZujeme pravidla, Ze veliliny vztaZené k jednomu kilogramu
ldtky zna&ime malymi pismeny. Soulet piivedeného tepla a mechanické pré-
ce predstavuje celkovou energii vloZenou do jednoho kilogreamu, kterd se
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F podle (2.10) v ty&i ulo¥f jako p¥irdstek
vnit¥n{ energie. Bude tedy

? do, + %—Gds = du (3.1)

Tato bilence energii odpovidéd prvnimi zédko-
nu termodynamiky.

Y Ty& deformujeme a oh¥{vdme tak pomalu,
l abychom mohli zanedbat kinetickou energii

F a abychom zachovali rovnom&rné rozd&leni na-

péti a teploty. Zanedbdvdme tedy i setrvalné
OB R. 3 8{ly, i veden{i tepla (k tomu p*ihlédneme
pozd&ji). -

Jaké jsou v tomto pFipad® stavové velidiny? Jesou to ty, které néjak
souviseji se zm&nou pldvodniho (referendniho) p¥irozeného stavu nezatiZe-
ného t&lesa, p¥i ndmZ je teplota t&lesa rovnomdrnd a nap&t{ nulové. Za
stavovou velidinu mlZeme ziejmé& povaZovat nap&ti o , pomé&rné prodlouZe-
n{ © , teplotu T , mérnou vnit¥ni energii W , m&rnou entropii A .
UkdZe se, Ze jen dv® z t&chto velidin jsou nezdvislé, Pozdéji zavedeme
jedt® jinou stavovou veli¥inu (volnou energii), avdak i ta bude funke{
pouze dvou nezdvislych veliin. Teplotu té&lesa v piirozendm stavu oznaéi-
me Iy . PPFi této teplotd je vztah mezi nap&tim @ a pomérnym prodlou-
Yenfm € dé4n Hookeovym zdkonem © = EE , Zv&t8uje~li se teplota neza-
t{%ené ty¥e, roste jeji pomdrné prodloufeni € podle vztehu dg =oxadT
( oo je délkové roztaZnost). Pro malé zmdny miZeme pPedpoklédat linedrni
zdvislost, tak¥e bude platit tento Duhamellv - Neumanndv zékon:

N

8 = ETG + oLT (T;TO) (3.2)

1

Zde ET zna&{ Younglv modul pruZnosti zji3fovany p*i konstantnf teplo-
t8 T = To ; symbol oty zna&fl délkovou rozta¥nost pri téZe teplotd.
Zm&nu t&chto veliéin s teplotou v linearizované stavové rovnici (3.2)
zenedbdvéme., Jsou-1li tedy dvé ze ti#{ velidin © , € , T dény, lze ze
stavové rovnice (3.2) t¥etf z nich vypodftat. Na t&chto velidindch pak
zédvis{ i prom&nné. UL , A &

Vztéhneme-1i rovnici (2.11) k jednomu kilogramu hmotnosti, bude
d,q =Tds . V tomto pifpadd jde o prirtistek tepla, resp. entropie,
p¥ivodem zvn&jsku, takZe as = da, , d&; = 0, Teplo privddime tak
pomalu, %e teplota je (tém&¥) rovnomdrn& rozdélend a veden{ tepla lze za-
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nedbat. x) Za tohoto predpokladu jde o idedln{ pruZnost, deformace jsou

vratné. Z rovnice (3.1) tak dostaneme pro priristek m&rné vnit¥ni energie
vztah

= 4

Vidime, e mdrnd vnit¥ni energie L je v rovnici (3.3) vyjédfena pomoci
stavovych veli&in 4 , € . Diferencovénim funkce L =At(0,€) vyjde

2 :
du = (%%—)e-ds 4 (,Dig)A de (3.4)

Indexy u zévorek naznaluji, kterd veli&ina byla pfi parcidlnim derivové-
n{ konstentnf{. Pak jiZ z pouhého vyrazu napi. (dw/0e)p poznédvéme,
%e bylo W = 4 (A, €) , a nikoli treba « = A4 (T, €) . Srovnénim
vyrazd (3.3) a (3.4) dostaneme, Ze -

U
T - (Con)e G = (5, (3.5)

Z rovnice (3.3) pozndvédme, Ze se celd vloZenéd mechanickd préce

sz&[? zméni v prirtstek AU m&rné vnit¥ni energie jen tehdy, je-1i

ds = 0, a tedy A = konst. (izoentropick4 zmé&na). Druhd z rovmic (3.5)
nazna¥uje, %e parcidlni derivac{ hustoty ©U vnit¥ni energie podle po-
mérného prodlouZeni (pi#i konstantni entropii) vyjde napé&ti. Hustota
vnit¥ni energie je tedy potencidlem nap&ti p¥i izoentropické zm&n&. To
vy%aduje, aby ty& byla tepeln¥ izolovéna (dg = Tols = 0). Mfsto toho
miZeme usporddat pokus tak, Ze budeme udrZfovat konstantni teplotu To
(izotermické zm&na). Pak je vyhodné zavést m&rnou volnou energii f podle
definice .

F=u-Ts (3.6)

Zavedli jsme dal3{ stavovou velilinu f , ale zéroven s tim i dals{ sta-
vovou rovnici (3.6), takfe se polet nezdvislych stavovych velidin nezm&nil.
Diferencovénim vztahu (3.6) vyjde

df = du- Tols - 4 aT (3.7

%) V tom je jisty rozpor, ktery objasnime v 5. kapitole.
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Za diferencidl AW dosadime z rovnice (3.3) a budeme mft

1
df = g Gde-AdT (3.8)
V rovnici (3.8) je zPejmé F = 5 €, T) , takZe
d&‘( )dﬁ‘r( =) T (3.9)

Srovnénim pra%jch atran (3.8) a (3.9) dostaneme
1§ ¢
G =0 ( e /v A_ = '—( ’OT)E W3 10)

Hustota Qf‘ volné energie je tedy potencidlem nap&t{ p¥i izotermické
zmén&., Jinymi slovy, p¥i izotermické zm&n& se mechanické préce méni ve
volnou energii, a naopak. '

V druhé z rovnic (3.10) je entropie funkei pom&rného prodlouZeni
a teploty. Pak ov3em

‘ do}=Td$=T[( )d8+ %AT) at |

(3.11)
Kdy%? sem dosadi{me z druhé z rovnic®(3.10), bude
7' +(folf ) ar ]
dg = ~T | MOE de 1T % (3.12)

Ptivedenim tepla C&} se p#i nezmd8n&ném pomErném prodlouZeni £ zvysi
teplota o dTl , pPilem¥ -

dg, = ceaT' (3.13)

Zzde C¢ znad{ mErnou tepelnou kapacitu p#i konstantnim pomdrném prodlou-
%en{ (p#i nezmdn¥né délce tyle). Pro tento pri{pad je e = 0, takZe
z rovaic (3.12) a (3.13) vyjde

o5 ) (3.14)

Ce = ‘T( 2T v
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Kdy% (3.14) do§adime do (3.12), budeme mit

dg, = 'T% de + CcdT (3.15)
a § poufitim prvé z rovnic (3.10)

dg = ~4 7 (7r),de+cedT (346

Rovnice (3.16) popisuje vazbu mezi mechanickymi a tepelnymi velidinami
(©j. mezi G , € a T, q )e

Je=1i ty& tepelné& izolovand, je 601 = 0. Z rovnice (3.2) vypol&te-
me

aﬁ-—)g = - E oty (3.17)

a oboji dosadime do (3.16). Vyjde

1 ’ .18
0 -_:E-ETQ(TTO{E-!—C&dT (3.18)
Nz rozdil od rowvnice (3.16) popisuje (3.18) adiabatickou zm&nu. Pro malé
zadny v okol{ teploty Tp odtud vypo&teme x)
E_ ol T
AT & ——L - Kg (3.19)
@C¢

Je to gména teploty vyvoland rovnomérnym elastickym prodlouZeniuw tepelng
izolovené tyZe. Pokud je oL > O, je elastické prodlouZeni tyZe spojeno

3 poklesem teploty; pi*i stladeni se ty¢ naopak zahfeje. Je to disledek
termomechanické vazby. K disipaci energie ani ke sdilenf tepla piitom -
podle pi¥ijatych pFedpokladd - nedochdzi. Presn&ji Pedeno, jde o vazbu
mezi zmdnami deforma&niho a teplotniho pole v termoelastickém t&lese. To
znamend, Ze elastickéd deformace vyvoldvéd obecn® v tepelnd izolovaném t&-
lese zm&nu teplotniho pole. Pozd&ji ukédZeme, Ze zm&nu ieplotniho pole
zplisobl ta &4st elastické deformace, kterd souvisi se zm&nou objemu,

#) Vzorec (3.19) byl odvozen zjednoduSené a je zati%en malou chybou, jak
podrobné vysv&tlime v pdté kapitole. Srovnej s rovnici (5.14)
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a nikoli se zmdnou tvaru té&lesa (pfi nezmén&ném objemu). Vyvoldme-li v t&-
lese naopak zmé&nu teplotnfiho pole, pak ka%dé blokovdn{ teplotnich dila-
taci je viZdy spojeno se vznikem teplotnich napdtf{. MnoZstvi tepla, které
musime dodat, abychom teplotu zvySili o dany teplotnf rozdil, zévis{i na
tom, zda jsou dilatace volné, &i zda je jim brén€no. Kdyby termomechanic-
k4 vazbe neexistovala, nemély by elastické deformace vliv na teplotnf po-
le a tepelnéd kapacita by byla na nich rovnéﬁ nezévisld. S termomechanic-~
kou vazbou souvisi i rozdil ve velikosti modulu pruZnosti v tahu - tla-
ka, ktery se mé&n{ podle toho, probihaji-li elastické deformace p#i kon-
stantnf teploté&, &i je-li ty& tepeln® izolovand, coZ nyni ukéZeme.

Pri izotermické zm&n& (T = To ) méme podle (3.2)

_ da

P¥i izoentropické zméné vznikne navic roztaZeni ty&e vlivem zm&ny teplo-
ty podle (3.19), tak%e bude

B
de dc _ae Etotir lo  dG
Odtud
1 1 oz To
E Er 0 Qc, 3.22)

Rezd 1l mesi izoentropickym a izotermickym modulem pruZnosti tedy je

T, BT,

e e

(3.23)

Modul pruZnosti je proto pii izoentropické zm&n& vidy o nécq vét31 ne¥

pii izotermické zméné&, Je to disledek termomechanické vazby, kterd se
v8ak v technickych dlohdch zpravidla zanedbédvéd (bere se EA = E+
a oznaduje jednodude E ).

Podle rovnic (3.1) a (3.13) je pfirlstek m&rné vnit¥ni energie

A = c AT + %Gda (3.24)

Odtud je zrejmé, Ze pri nezménéném pomérném prodlouZeni je du = C, AT,
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Kdyby 31lo naopsi o zmdnu p¥i stédlém nap&tf{ G = konst., bylo by podle
(3.2)

dg = oy AT (3.25)

Kdy% na levou stranu rovnice (3.16) dosadime 49 = (o 0T (teplo dodé-
vané pfi std4lém napdtf) a na pravou stranu za clg vyraz (3.25), vyjde

1 06

)

Zde se AT zkréti. S pouZitim (3.17) pak vyjde rozdil mérnych tepelnych
kapacit (m&rnych tepel) p¥i st4lém napéti a pri stédlém pom&rném prodlou-
%en{

A
Ce=C¢ = 7 Erog T (.27
Rovnice (3.19).pak dé
& Ag 4
AT’"(E%'”H? (3.28)

Zm&ny teploty p¥i elastickych deformacich tedy souviseji se zmé&nami te-
pelné kapacity. Kdyby se tepelné kapacita nem&nila ( Cg = C;), bylo by

AT = 0. Rozdfl v tepelnych kapacitdch zase souvisf s délkovou rozta%-
nost{ &T podle vztahu (3.27). Kdyby byia délkovd roztaZnost nulovd, vy-
mizela by termomechanické vazba a vyslo by Cg = Ce AT = 0.

Dosadime-1i z rovnice (3.28) na levou stranu (3.19) a odtud de (3.23),
pak pro E} nep?*f1i8 rdzné od ET- dostaneme uUm&ru

e _ B (3.29)
c, =

Poznédmka
Pro idedlni plyny plati znédmé Mayerova rovnice

Cp=Cp =T (3.30)

kde 7T je m&rnéd plynovéd konstanta. Pom&r m&rnych tepelnych kapacit p¥i
stdlém tlaku a p#i stélém objemu
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Cy

se rovnd Poissonové konstant& % , coZ je polytropicky exponent pfi izo-
entropické zm&nd. Rowvnice (3.30), resp. (3.31), je analogickd s rovnief
(3.27), resp. (3.29).

PFiklad 5

Jak se zmén{ teplota izolované ocelové tyfe, roztéhneme-li ji az
na mez Umérnosti, které odpovidd nap&ti v tahu 200 MPa? Déno: Er =
=2 .10 MPa, %r =1,2,1072 K%, ¢, = 460 J kg™ K73,

Q = 7860 kg w3, T, = 300 K.

ReSen{

Podle (3.19) vyjde

u (l 2.10"5)-(300) ' °
AT oo ST AG = - — . (200.10%) 2 0,2 k
Q Cg (7860) . (460)

Teplota tedy poklesne o dvé desetiny stupné.

Priklad 6

Jaky‘je pomér mé&rnych tepelngych kapacit Cg a Cé , pop¥. elastic-
kych moduld E% a ET u oceli z pPfkladu 57

ReSen{

Podle (3.27) vyJjde

A . , -
Cg= Cq +-@-ETu?’R (460) + (786071)

460 + 1,1 = 461,1 J kg~ ! k1

e

Rovaice (3.29) pak déavé

e Es, 461,1

= 1,002 4

Ce Er  460,0
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Pi{klad 7T

Jesou-1li ze &ty¥ prom&nnych X, , X, , X5 , Xy

jen dvé nezévislé,
plati pro n& identicky tento vztah:

DokaZte.

Redent

Pfedpoklédde jme, Ze

Xy = ¥¢(¥1,X3> Xy = XU( x1|x3\} (a)

Diferencovédnim dostaneme

2
d¥X, =( ’;;21 )xsdx1 ( Dx )x, Axg
(] ? w
Ay ( ’DX; )x Ay ( X )x s
0dtud vyloudfme X1 ; bude
' ]
(?Di’z)xa Ay~ %)xsdxq B
( ? 2 {
= (—’0)%,_')&, (%’t)qux3~ (—';‘Tiu-)xs ( 'bx;’s)x s (c)

Je-1li X, = konst., je jednak aX; = 0, jednak O‘X,L/ctxzs = ('DX.,_/?Xs)xq.
TakZe

)
%)Xs(%)%;>)(w N (%)%)Xs (9%’;—))(1— <%)’(3( 5)%"')"1 2
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Tuto rovnici ndsobime soudinem (’bxs/'b’(z)x,-mxs/?xz)xq-
Dostaneme

: ? Dx
(%)&3 (%)X»} - (‘%‘L’)Xs (W’%;)Xq B

? 0
- (22) ek (T (B

Pro dXy = 0 méme

2 0x _
dxy = (T):—)x axy + (—’ﬁé)x, ohxg = 0

3

a odtud

) ? 0
ﬁ%)xs (—({—:Z‘;)Xq ¥ ( ’0):‘”3 )x1 = &

UZitim prav:';dla o derivovdni inverznich funkc{ vypodteme z rovanice

7 v
(%))@ (%)M T (ﬁ%)xq

a dosadfme do rovnice (e). Vy jde

? 0 2
(), (), - (5e), (B, + (e (e, (o

Z rovnic (a) v8ak vidime, %e pro Xy = konst. je X; = f(xz)
Xy = Q(.Xﬂ . Podle pravidla o derivovdni sloZfenych funkci

2 _ _
(’DL;&)W (2;—;';))(\4 - (%}g{)*q

w 06

(e)

(£)

(g)

(g)

(h)

(i)

(J3)



To dosadime do vztahu (i) a zem&nime ob& strany rovnice. Dostaneme

/

'} I - ?
)., () (3, (52), = (o) (e

Nyni se ji%Z snadno presvdd&ime, %e rovnice (k) je totofnéd se vztahem,
ktery jsme m&li dokédzat.

Pi#fkled 8

Do vztahu uvedeného v zadédni p*fkladu 7 dosadte za prom&nné
X{ y eeey Xy postupn® € ,T ,4 ,6 , resp. T , £, G, A . Dokaite,
%e vyjde vztah (3.28), resp. (3.29).

ReSent

V prvnim p¥{ipadé bude

0

)
hey 02

(W)a]/ ('OT £

aviek (0/9T)g = ot , (9619T); = A¢ /AT  pri adiebatické zménd.

kromé toho (74/0T)e¢ = ¢ , (W /?T)y = Cg . TakZe
AT  , _ G
AE Ce (v)

To je v8ak - po malé dpravd - vzteah (3.28).
V druhém piipadé méme

Kl

2T e

?ﬂ;)A 1= GWE%L (e)
T 1y

755%6 (75507
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z definice (0T /7¢), = AT/Ae p¥i izoentropické zm¥nd,

(T/2e)g = ™', (76/2e), = E» , (% /%e)r = Er . Je tedy
AT Es
— = - = a
e 1 E, (a)

Xdy% za Ep / Er dosadime z rovnice (3.29), dostaneme (3.28).

Poznamka . Mérné teplo g neni stavovou veli¢nou a jeji infinitesimalni mnoZstvi neni uplny
diferencial (na rozdil tfeba od diferencidlu mérné entropie ). Stane se jim teprve po
vynasobeniintegraénim faktorem (1 /T) . Symboly GpIného a ¢aste¢ného diferencidlu jsme
v tomto textu nerozliSovali.

4. DUHAMELUV - NEUMANNUV ZKKON

Jednim ze zdkladnich zdkond linedrni termoelasticity je konstitutiv-
ni vztah mezi sloZkami napjatosti, sloZkami pfetvoifeni (pom&Ernymi defor-
macemi) a teplotou. Pro jednoosou napjatost mé tvar (3.2). Jde-1li o obec-
nou napjetost a o izotropicky materidl, plat{ té&chto Zest rovnic:

€ = = [ G -p(Gy +Ga) ] 4+ (T-To)

E
gy = -% [6,-u (624 &) T + & (T=To)

(4.1)
1 . o
€2 = = LGy - M (G x G)) t o (T-To)
A 4 b .
7xy = Ty Tyz = ?’Cg% daw = G Tax (4.2)
Pritom - jak znémo - E - 1(1ﬁu> & i M Jje Poissonovo &fslo chae-

rakterizujfc{ p¥{lnou kontrakci. Je-1li T = To = konst., dost4véme
Hookelv zdkon. Budou-li nulovéd napétf, vyjdou vztahy popisujic{ teplotn{
roztanost. Index "T" u moduld pru¥nosti E , G a u délkové roztaZnos-
ti o pro strufnost vynechévéme.

K rovnicim (4.1) a (4.2) lze napsat inverzn{ vztahy ve tvaru %)

%) V literatuPe /7/ je symbolem * oznalen soudinitel objemové roztai-
nosti, tj. trojndsobek délkové roztaZnosti. Na to je t¥eba pamatovat
p¥i eventuélni aplikaci vzorcd uvedengch v citované publikaci.
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8l
]

e + 166 -p(T-T)

g = e 1266y -p(T-To) (4:3)
G, = e + 26 Er=p (T-To)
Tyy = G')’xg Tyz = 6 2ys Tax = 6%ax (4.4)
Zde
E
A¢ = M e = +Eu+ € (4.5)
(14p3 (1= 1) Bt E
Jde o Lemého konstantu A* a o pezé€rnou zménu ¢ elementdrniho obje-
mnu. =) Konstanta p vy jde
_ Ex
(2) - 1-1’/,@ (4.6)
Sedtenim rovnic (4.3) dostaneme vztah
p= ~Ke +f (T-To) | (4.7)
kde
o= _%—(Gx ¥ Gy —\-G;) (4,8)
* E
K = 3’\'1'9'6 = (4.9)
3 3(1-2m)
zde K

znaé{ modul objemové pruZnosti.

Rovnice (4.1) a (4.2) mi%eme zapsat jako jednu tenzorovou rovnici.
V kartézskych souradnicich ¥,

y X0, Xa Je

-+
By = —f- Gy = 7e Ou Sy + o (T-TGy

(4.10)

x) Viz té% rovnici (5.12). V literatuPe najdeme i zkrécené oznadeni
"objemové dilatace”.
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Inverzni vztahy (4.3) a (4.4) lze nahradit rovniect

Gy = A € By + 16 eg - (T-T) Dy (4.11)

g
Zdklady tenzorové algebry a jeji aplikaci v rliznych dlohdch mechaniky
kontinua jsme podrobn® vyloZili jinde /16/.

Rovnici (4.7) dostaneme z rovnice (4.11) tdZenf{m (dosazenfm U =}
.a aplikaci Einsteinova sou&tového pravidla).

Je t¥eba pFipomenout, co jsme ji% Fekli v komentéd¥i k rovnici (3.2).
Elastické konstanty a &initele roztaZnosti zavedené do rovnic (4.1) aZ
(4.11) nejsou ve skute®nosti konstanty, ale zévisi na teplot&. Tuto z4-
vislost v malém okolf referen&ni teploty To zanedbévéme. Prakticky to
znamend, Z#e za n& dosazujeme konstantni stifedni hodnoty, platné - ov3em
jen p¥ibli%n& - pro cely provozni rozsah teplotnich zm&n. Kdyby byl ten-
to rozsah p#{li¥ velky, rozd8lili bychom jej na men3{ teplotni intervaly
a v kaZdém z nich zavedli ponZkud jiné konstanty podle p#fslu3né stFedni
teploty. Zpravidla to nebyvé nutné.

Poznédmka

V literatufe se Lamého konstanty zna&f obvykle A MoV této
kapitole jsme pro n& pou¥ili symbold A¥ " G . Ponechdvéme totiZ ozna-
eni obvyklé v technické praxi (modul pruZnosti v tahu &i tlaku E )
modul pruZnosti ve smyku G , Poissonovo &islo /A ). Prvni Lemého elas-
tickou konstantu A , s kterou ziskajf rovnice (4.3) vyhodny tvar,
rozliSujeme hv&zdi&kou od sou¥initele tepelné vodivosti A . Druhou
Lamého elastickou konstantu jsme ozna&ili G , nebot je to vskutku
modul pruZnosti ve smyku.

Pi{klad 9

Urlete napjatost a deformaci p¥{mé kolejnice zpdsobenou stoupnutim
teploty o AT = T - T, ., Predpoklddejte, %e se kolejnice nemiZe ani
prodlouZit, ani prohnout a Ze teplota je v kolejnici rozdélena rovnomé&rné,

ReZent

Nechf osa X souhlas{ s osou kolejnice. Pak Oy = Gy = O; rovnéi
smykovd nap&t{ jsou nulovd. Z rovnice (4.1) dosadime do podminky nulového
pom&rného prodlouZeni Ex = 0. Vyjde

Gy = -Ex aT (a)
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P#1&né rozmé&ry kolejnice se zm&ni o pom&rné pF{irdstky

ty = € = (4+}L)0LAT (b)

5.TERMOMECHANICKA VAZBA PRI PROSTOROVE DEFCRMACI

Ukézali jsme, Ze ke zinéné teploty dochézi i pouhou deformaci (bez
pFfivodu &i odvodu tepla). Tento jev jsme nazvali termomechanické vazba.
Uvahy ze tiretf kapitoly zobecnime na p¥{pad o/becné prostorové deformace,
jeZ je popsédna tenzorem druhého #d4du se Sesti nezdvislymi sloZkami.

V kartézskych souladnicich a v obvyklém oznaleni jsou tyto sloZky

ty ={Eﬂ; €y €33y €y € 83"} -

1 1 1
=i€x) €y , €z ’I?’xy|Tyga)T2’%x} (5.1)
Byla-1i d#fve mérné voln& energie § = f(€T) , bude nynt F =
= §(£{,3-,T) 5 v,y =1, 2, 3. Misto rovnice (3.10) dostaneme
=~(£) g..-@(w)
/5 2T 51,) (,3 'DE{)‘ T (5.2)
kde
G&a = {'G'ﬂ \ G’q_q_‘ G}g, .qﬂ-! G"L;}I G?‘l}
= S,G_,L { Gy | G% | txy ! t“lil I%X} (503)
jsou sloZky tenzoru napjatosti. Rovniei (3.12) dostaneme ve tvaru
’01{ (D’l}
dg = -T (mraej deg + —grr AT) (5.4)
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(s&1{t4 se pres indexy + , § =1, 2, 3 podle Einsteinova sou¥tového
pravidla). Zvolfime-1li diga‘ = 0, bude

ro"b
G(q‘ = Cvd.-r =—T /o-rfq_ dT (505)

Symbolem Cv jeme ozna&ili m&rnou tepelnou kapacitu (m&rné teplo) pii
konstantn{ deformaci. Pozd&ji ukdZeme, Ze je stejnd jako m&rnd tepelnd
kapacita p*i konstantni{m m&rném objemu; odtud index "y ". x) Méme tedy

3
dq, = =1 m 6{6{9' + C,vd'r (5.6)

Kdy% sem dosadime podle druhé z rovnic (5.2), dostaneme

‘ T |06y
dq = __Q— (T{-L)qugda' + Cpdl (5.7)

Tato rovnice je analogické ke vztahu (3.16). Parcidln{ derivace ?Gég'/DT
se p¥i nezmén&nych pom&rnych deformacich Eq' dé vypo&itat z rovnice
(4.11)., Z¥e jmé

16y
(7 ), = P

kde . 5-{,3' je Kroneckerovo delta ( 5«.‘4' =1 pro v o= 3 s 56‘;' =0
pro { #% y ). Prifazen{ indexd je takové, Ze napi. oy = Gn , -
Gy =Gy , Ty = Oy atd., Kdy% (5.8) dosadime do (5.7) vyjde

-
ag = g bdgy + CodT (5.9)

P¥ipomenme, Ze 6‘;2'6(61;3' = deg = dgy + AdEgy + d€33 = d‘sx +

+ dgy + dey = (g [srovnej s rovnici (4.5)] . Takze
dg = + .

%) To bude zPejmé z rownice (5.10). Pro de = Adv/dv =0
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Jeky je vyznem diferencidlu de ? Necht AV 2zna¥f elementérni
objem, tj. AV = dxady dz . Mrny objem je W = dV/dm =
= dxdy ot%/@ axdydz = Q“ . PPirdstek objemu p¥i malych deformacich
vy jde

Aav = (1+e)dx (M+g)dy (14 g)dz - dxdyds =

2 (Ex +Ey + €3) dxaydr = ¢AV (5.11)
Znamend tedy
AclV Anr
G —e == .12

pomérné zvét3en{ objemu a de jeho diferenciéln{ pfiristek. Neméni-1li

se objem, je @€ = 0., Z rovnice (5.10) pak vyplyvé, Ze 0‘6), = Co dr c
Tenzor pretvofeni L (‘:fj] lze rozddlit na tzv. kulovy tenzor 30 [ &yl

a devidtor L ‘2,4;3-] , kde Gca' = ‘5‘53" % Q,SQ- . %) Nem&n{-1li se objem,
je kulovy tenzor nulovy, ale devidtor miZe mit nenulové sloZky. Z rovnice
(5.10) je ziPejmé, %e se devidtor pretvoren{ na termomechanické vazb& ne-
podf{lf{. Tuto vazbu piedstavuje prvni &len na pravé strané rovnice (5.10).

Je-~1li teplota v t&lese rozd&lena rovnomérnd a téleso je tepelné izo-
lovéno, je da,. = 0. Z rovnice (5.10) pak dostaneme pro malé zm&ny okolo
referenéniho stavu Kelvinlv vzorec

T
AT - — _O_.&_re - TO(} ﬁ.—"i
Cv(\? C‘VQ v

(5.13)

Pro velidinu [ plat{ vztah (4.6). Podle (5.13) zévisi zm&na teploty vy-
voland elastickymi deformacemi pouze na pomérné zmé€né& objemu. Zm&na tva-
ru pPi stélém objemu teplotu t&lesa neovlivnuje.

Pro jednoosou napjatost méme 6y = _AG' , ostatnf sloZky tenzoru
napjatosti jsou nulové. Pak ovSem

E\L=A€ 2% a\dsa%:_/b(,AE e=(_'1"l/,k)A£

Z rovnice (5.13) vyjde pro tento p¥ipad

%) ZapiSeme-li slo¥ky tenzoru ve tvaru matice, pak [5(;3'] znadil jednot-
kovou matici.
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At = CVQ /U. Cv @

At (5.14)

To je v3ak rovnice (3.19), pokud C4 = Cg . Rovnost téchto mdrnych
tepelnych kapacit pondkud prekvapuje, nebot je logické, aby bylo

Cg = Cp (Je-1i pFi jednoosé napjatosti @ = konst., je konstantni
i kulovy tenzor napjatosti). Jak pozd&ji ukédZeme, 1i3{ se rozdfl

Cg - Cg 0d rozdflu Cp - Co [ srownej rovnici (3.27) s p¥fkladem
10]. zrejm® musf{ bft Cp = Ce > Cg > Cy . Rozdfl mezi t&mito hod-
notemi je v3ak relativné velmi maly, takZe rovmost C, = Cg platd
velmi p¥ibliZn&. Z praktického hlediska tedy miZeme byt spokojeni, ale
teoreticky nés toto tvrzeni neuspokojuje. Nepfesnost vznikla patrné tim,
Ye jeme v rovnici (3.10) brali volnou energii jako funkci { (¢, T) ,
kde ¢ = ¢4 , misto sprévného f(g T) s U, 3 =1,2, 3. Jak
pozd&ji ukdZeme v pr{kladu 13 a v tab. 1, Je

'b‘f (E.(,',T) T
— M - - _%’_ bog ~ Co In | (5.15)
a samoziejm& také
"{ (egT 1
W = = -
aT* Co- T (5.16)

shodn& 8 rovnici{ (5.5). Budeme-1li v3ak podruhé podle teploty derivovat
za podminky .E4 = konst., bude se ty¢ pifi zmé&n® teploty v pii¥ném smé-
ru rozpinat, takie - ozna&fme-1i tuto derivaci symbolem D /DT -.vyJjde

DE“’ (’DE“) - 9.( 1+/,L)oc

‘- (5.17)
Podle toho bude
D 2 1
¢, - _TF—(—,E_—)=€T[3.Q(1+/~L)O<+CV (5.18)
Odtud vypodteme .
2 (14T
Ce = Cy = 3 (5.19)
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shodnd & vysledky odvozenymi v p¥ikladu 10 a v rovnici (3.27).

Jak jsme prdvé ukdzali, dopustili jsme se ve tretl kapitole jen té
neplfesnosti, %e jsme do stavovych velidin zahrnuli pouze jednu ze sloZek
tenzoru pretvorenf, nebol 5lo o jednoosou napjatost. To znamené, Ze
v pPfi¢ném sméru neplisobilo %4dné nap&ti a p#i pi{iéné kontrakci se nekona-
la #4dné préce. Proto je chyba, které jsme se dopustili, prakticky ne-
vfznamnd., Nicméné& je tfeba poznamenat, %e vzorec (3.19) je touto chybou
zat{%en a Ze sprdvny je vzorec (5.14). ZjednoduSeni ve t¥et{ kapitole
jeme volili zém¥rn&, aby se vyklad stal pHehledn®jiim a pochopiteln&jSim.

Shrneme dosavadn{ poznatky. Termomechanickéd vazba se projevuje na
jedné stran® tim, %e objemovd dilatace &i komprese je provdzena zménami
teploty, na druhé strané tim, %e tepelnd kapacita zdvis{ na tom, zda na-
stévd volnd objemovd dilatace, &i zda je ndjak omezovéna. Existuj{ dv&
zmény, p¥i nich% maji{ nap&ti potencidl. P¥i izoentropické zmé&né je timto
potencidlem vnit¥ni energie, pri izotermické zm&n& volnd energie. Pi#i
té&chto zméndch proto existuje mezi nap&tim a pietvorenim jednoznadény
vztah; ob& tyto zm&ny jsou vratné, Existuji proto dv& verze Hookeova z4-
kona. Li3{ se tfm, ¥e za Younglv modul pruZnosti dosazujeme bud izoentro-
picky, nebo izotermicky modul. Modul pruZnosti ve smyku je v obou p¥ipa-
dech stejny. Izoentropicky Younglv modul pruZnosti v tahu - tlaku je ne-
patrné v&tEi neZ izotermicky. Podobny maly rozdil je i mezi izoentropic-
kym a izotermickym Poissonovym ¢islem. V souvislosti s tim se v praxi
n&kdy rozliduj{ "statické" a "dynamické" moduly pruZnosti. U kovl je v8ak
rozdil tak nepatrny, %e se nejlast®ji zanedbdvd (viz p¥fklad 6).

Hookelv zdkon je tedy definovdn - prisn& vzato - jen pro izoentro-
pickou nebo igotermickou zménu. V Z4dném jiném pP¥{ipadé nelze o idedln{
elasticité& hovoi¥it. Dojde=1li k nerovnom&rnému rozd&leni teploty‘- a k to-
mu do jde i pouhou nerovnom&rnou objemovou dilataci nebo kompresi -, je
tfeba poditat s vedenim tepla, a tedy s termodynamikou nevratnych procesi.
To nyni ukéZeme. K

Predpoklad, %e teplota je v té&lese rovnomé&rné rozd&lena, je v rozpo-
ru s pfedpokladem, Ze do té&lesa piivddime teplo. Do vnit¥nich &dsti té&le-
sa miiZe teplo proniknout jen vedenim, tj. za nerovnomérného rozdéleni
teploty. Teplotu pak miZeme povaZovat za rovnomdrnou jen uvnit? elementér-
niho objemu oV = dxdy dz . Do tohoto objemu privedeme teplo dR =
= dq,.Q av . St&nou dydz se privede v roving X = Xo za Jednu
sekundu teplo v, dy dz a v roving X = Xp+t+ dx se zdroven odvede

[y + (Vb [0x) Ax ] dy dz « Celkem se tedy privede mnoZstvi tepla
~ (Dt /0x) AV . Analogické vyrazy dostaneme i pro sméry y , z . Do
jednoho kilogramu hmotnosti tedy privedeme za &as df teplo
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- 1 @ﬁm ?ﬁ@ 4,
dg =~5 (o * 7y + ae) (5.20)

Vyraz (5.20) mi%eme zjednodudit, piejdeme-li k tenzorové symbolice. Ozna=-
&ime

o Uy ey e Y = (Rl (5.21)

L

vektor hustoty tepelného toku a pro derivace jeho sloZek zavedeme symbol

Vg

e (5.22)
u¢ (DXZ

Index za &drkou tedy znamend derivaci podle pfisluiné souradnice. Pak

1
dg = “'Q—%c,t dt (5.23)

S¥{té se pres { = 1, 2, 3. Rovnice (5.23) je totoZnd s rovnici (5.20).
Kdy% (5.23) dosadime do (5.10), bude

de ar
L= z= = 02
"'#“L.b T{} o +ch Tt (5.24)
V izotropickém t¥lese plat{ pro veden{ tepla Fourierdv zdkon ve tvaru

‘ﬁ\w = = L 'D—X(,. = - LT”). (5-25)

de A (wolxl) je tepelnd vodivost. Predpoklédéme, %e je konstantni.
S poufitim (5.25) ziské (5.24) tvar

AT = Thé +QCeT , (5.26)

Tedkou oznadujeme - jako obvykle - derivaci podle Casu.

Pr{klad 10

Doka%te, Ze rozd{l m&rnych tepelnych kapacit p#i stdlém tlaku a pFi
s8tdlém objemu je ddn vzorcem
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3 Eo? T

CP - Cv 1_ O.fj, N Q
Redent
Je=11 p = konst., jsou teplotni pomé€rné deformace v izotropickém
t&lese !

V tomto vztahu je 51% Kroneckerovo delta. Vztah (a) vyplyvéd z rovnic
(4,1) a (4.2). Na levou stranu rovnice (5.10) dosadime dq, =Cp at
Pro de¢ dostaneme 8 pouZitim (a)

de = 5(;3' dﬁd} = ol 54;3' Sga' AT =
£ AT = € (§y + Onp + Os) AT = occlT
(b)
Vyjde
3T P
Cpol = —5— dT +cpdl (c)

Pro (b plati{ (4.6), tek¥e rovnice (c) je totoZnéd se vztahem, ktery
jsme m&1i dokdzat.

Jiny zplsob dikazu spoéivd v tom, Ze za proménné Xq , ..., Xy
v prikladu 7 dosadime po ¥ad¥ v, T , q , p . To jiZ ponechévéme
tendPi.

Pi{kiad 11

Najdéte rozd&leni teploty v tenkém kotou&i podle obr. 4, do n&ho%
se teplo pfivéddi na obvodu o poloméru @ a odvddi na obou licnich plo-
chdch, na nichZ podminky pifestupu tepla nezdvisi na polom&ru. Pfedpoklé-
déme ustédleny stav. )

Reen{

Zanedbdme-1i termomechanickou vazbu, dé rovnice (5.26)

AT =906, (a)
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zde V'V = T . Levou stranu

l 1 h musime doplnit o teplo privedené lieni-
mi povrchy, které bude Um&rné rozd{ilu
— i . teplot © = T-To od teploty okolf T, .
-— S Konstantu Um&rnosti oznadime =% ,
-— . — tak¥e dvéma plochami I1TX vodr . projde
- = za sekundu teplo -HTrdre O . To
) -:—"“-:—'_' pod&lime objemem dV = 1T volr.¢
- —_— a dostaneme prirdstek tepla v jednot-
L= — ce objemu - 1% 0 /¢ . Konstanta %
- 1 — predstavuje soulinitel piPestupu tepla.
Misto rovnice (a) pak bude platit
TT vztah
b AVO - 1%0/6 =ece O (p)

V ustdleném stavu 0 = 0, takZe bude

OBR. 4

a9 1 do 2% ~ _
at T Y ar A b =0 e

To je Besselova diferencidlnf rovnice. ReSen{ mus{ zista® konedné i pro
T = 0 a mus{ splnovat okrajovou podminku

e
Agr = v pro T = (a)
Vypo&teme
v T (CY‘) (e)
S = e
v L/t T, (ca)
kde

a Io (x) znaé{ modifikovenou Beeselovu funkci prvniho druhu, nultého
¥ddu.
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Pr{klad 12

Stanovte podminky pro zanedbdn{ termomechanické vazby.

Redent

Rovniei (5.26) upravime do tvaru

: TR €
AT = 0CT [1+§%;‘?f] (a)

Termomechanickou vazbu lze zi¥ejmé zanedbat, je-li druhy &len v hranaté
zdvorce (a) mnohem men3f{ je%Z jedna. Pak oviem

¢ -Q Cwy (L QCv
7 < T = (1~ 2p) e ) (b)

Nap¥. pro ocel vyjde za normdln{ teploty 20 °c

(7860) . (460) )
§ = (1 - 2.0,3) 2 170

2
(2.1011) , (1,2.207%) . (293)

Za zvySené teploty nap¥. 100 °C (T = 373 K) vyjde pribliZng 5' = 130,
Hledené kritérium tedy Jje

e (e)

oF <9

Z¥ejmé zédle%i na pomdru rychlosti, s jakymi se méni objem a teplota;
5 Jje bezrozmérové &i{slo zd4vislé na materidlu a na jeho teploté,

Pifklad 13

UkaZte, jak souvisi vnit¥ni energie termoelastického t&lesa s jeho
teplotou a pFfetvofenim, )

Redent

Odvodime vzorec pro m&rnou vnit¥nf{ energii U = LL(.H &;)yztaZenou
k jednotece hmotnosti., Pro pr{rdstek OU mérné vnit¥n{ energie platf
vztah

- 30 =



du = dq +-é)— Gy ey (a)

ktery dostaneme z prvniho zdkona termodynamiky. Podle (5.9) Jje

. .
dg = Tds = -q,—(bo(e“ t Cpy AT (b)
takZe
d = — $ BT e Gy Ao (e)
g Pdewt Cr @ %4ty

Integrujeme v mezich od | = .To do T = Ty aod 6(;3' = 0 do
S%:= 5%4 . Index 1, kterym jsme vyzna&ili koncovy stav, po dokondené
integraci vynechéme. Vyjde

T+T
w(Teg) - (To0) = QQO Pew *
1
+ 0y (T-To) + 5= Gy €4y
v (T-T) T (@)

V prvnim &¢lenu na pravé stran& jsme za T dosedili st¥edni hodnotu in-
tervalu, tj. teplotu (T+To)/2 ; tento &len vznikl interakci elas-
tické deformace a teplotnfho pole, souvisi tedy s termomechanickou vazbou.
Druhy'élen na pravé stran® rovnice (d) pfedstavuje zvySeni m&rné vnitini
energie pfivodem tepla za nezm&néné deformace (za nezméné&ného objemu).
Posledn{ &len piedstavuje mdrnou elastickou deforma&ni energii. Byla vy-
podtena integraci poslednfho &lenu v rovnici (e¢) za piredpokladu konstantni
teploty (8 pouZitim Hookeova zékona).

Poznémka

Veliliny vztaZené k jednotce hmotnosti oznalujeme jako "mErné". Vzta-
huj{-1i se k jednotce objemu, hovo¥ime o "hustotdéch”. Nap¥. hustotu de-
formadni energie dostaneme, kdy% mérnou deformedni energii vyndsobime
hustotou (specifickou hmotnostf). Vyrazy pro m&rnou volnou energii f ,
pro m&rnou vnit¥n{ energii 4L a mé&rnou entropii 4 , popP. diferencidly
t&chto veli&in, najdeme v tab. 1. Vztahujf se k 1 kg hmotnosti. Otend#i
doporudujeme, aby se pokusil tyto vztahy semostatnd odvodit.
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N8které stavové rovnice termoelastického télesa

Tab. 1
pT 1 g
u= 5 Eca"‘C«rT'!'Té' Giy Evj + konct.
u:{,L(EL'J',T) -
du =(l%—5q*'%'5q)d8q-r0vdT
T
b = (6gT) ar
& cu=%dw+cv-;
e G # 0T =T T ¢ konet
IZ.Q 1/3 (.3 AT a W T
§=5(eeT 5 -
af ‘-"%"G@jd{,q}‘('@'EM*Cv%'ﬁ')dT

6. NEVAZANK KVAZISTATICK TEORIE TERMOELASTICITY

_ Zanedbdme-1i termomechanickou vazbu danou prvnim &lenem na pravé
strand rovnice (5.26), zbude rovnice popisujici vedeni tepla

T = B o

Tndex “v" u m¥rné tepelné kepacity vynechdvéme, neboi neexistuje-1i
vazba mezi teplotnim polem a elastickou deformaci, je (Cy = Cp » 1o~
hu o vedeni tepla Pesfime nyn{ nezédvisle., Ptedpokldddme, Z%e se teplota mé-
ni 8 mistem PO%e Xg, Xa) i s %asem t , tok¥e méme T =

= T(Pt), Omezime se viak na p¥ipady tak pomalych zmdn, %e setrva&né
sfly bude mo%né v ka¥dém bod& t&8lesa zanedbat. Deformace t&lesa pak bez-
prosti¥edné sledujf{ zm&ny teploty a zatiZeni, tak¥e fas je jen "slepym"
paremetrem dlohy. To znamend, ¥e termoelastickou dlohu budeme pro ka%dy
okam#ik Pe8it jakoby v zastaveném Ease. =)

%) K setrvadnym silém p¥ihlédneme ve 12. kapitole.
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ReSenf rovnice (6.1) vyZaduje znalost po¥dtednich a okrajovych pod-
minek. Na poldtku d&je byv4 zpravidla T(%0) = To = konst. Okrajové
podminky popisuji{ fyzikdln{ d&j na povrchu t&lesa a bjyvajf sloZitdjs{.
Je-1i piedepsédna povrchové teplota T , Je v bod® P na povrchu té&le-
sa

T(Pt) =T(Pt) ©(6.2)
»

Je-1i pfedepséna hustota tepelného toku, bude podle (5.25)
M
AP = 4w (Pt) (6.3)

7de W gna¥f teplo privédd&né za jednotku &asu jednotkou plochy povrchu,
o je vektor vn&js8{i normély a %1‘/®nw derivace teploty v jeho sméru.
Je-1li povreh dokonale izolovany, je

('P"b) =0 . (6.4)

Stfké-1i se povrch t&lesa s tekutinou o jiné teploté& T} > takZe se
teplo 8d{l{ konvekci, je

T
A’W = 0(,* [ Tf - T(.'Plt)] (6.5)

‘«de h,Cﬁ* je .soudinitel piestupu tepla.

Dotyka ji-1i se ur&itou &ésti povrchu dv& rizné& tepld t8lesa, pak
pfi dokonalém dotyku budou v kaZdém bodé P dotykové plochy platit pod-
minky

T, (Pt) = To (P ¥) (6.6)
’OT T2
/lq - L'P (7) LL Am (PI b) (6.7)

Zde o Jje spolelné normédla v bod# P . Neni-1li dotyk obou t&les doko-
naly, nahrazuje se vztah (6.6) zévislosti
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i

T,
Ay —«a-,,l—‘ (Pe) = % [T, (P)-Ty (P4)] (6.8)

v niZ R zna&t dotykovy odpor.
Je-1i &4st povrchu vystavena sdlavému zdFeni, je podle Stefanova-

-Boltzmannova zédkona

oT 4 _ T4
L () = € LT - TR

7zde Te je teplota povrchu t&lesa, z n¥ho% teplo s4lé na povrchovy
element v bod® P. termoelastického t&lesa. Ten mé teplotu | . Vztah
(6.9) je nep¥ijemny tim, %e je nelinedrni{. Proto se ndkdy linearizuje.
Plati, Ze

T |
Xy (PE) = R* [T () -T(Rt)] o

‘R* = C (T:‘\- TgT + TQ,T'L“‘ TS) (6.11)

Prom&nlivost R* se pfi malych zm&néch teploty zanedbdvd. V literatude
se velidina R* &asto oznaduje ndzvem radiadni povrchovd vodivost. Je-1li
Te > T , lze misto vztehu (6.9) psit

T "
A By = CT7 = konct. (6.12)

a vztah (6.9) tak pPejde do tvaru (6.3). Prakticky stadf, je-li Tc >I4T
chyba vzorce (6.12) je pak men3{ ne% 6,7 %.

NejsloZit& j&8{ okrajové podminky byvaji pro styk t&lesa s tekutinou.
Sou¥initel % prestupu tepla v rovnici (6.5) nebfvéd konstantni, ale m3-
ni se v prostoru i v %ase. Zdvisi na fyzikdlnich vlastnostech tekutiny
a na tom, zda jde o vynucené &i o volné prouddni. Podrobn&j3{ diskusi
o okrajovfich podminkdch pro tilohu o veden{ tepla lze nalézt napi. v lite-
ratute /6/. .

JestliZe jeme vytFeZili teplotni pole, znédme pro kaZdy okam¥ik €
funkei T (¥¢) , kterd vstupuje do Duhamelovych-Neumannovych rovnic
(4.3) a (4.4). V tenzorovém zdpisu bude podle (4.11) v kartézskjch sou-
tadnicich platit, Ze
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Gy =A*e g + L6¢eg - B (T-T) by (6.13)

kde @ = Eyy = Ey + Epyt €4, 2nall objemovou dilataci. Slgzky gé{
tenzoru pretvoreni zd4vis{ na posuvech 4l podle vzorce

gca‘ = 52-' (ublg + ua,,(,) G (61514)

a nap8t{ Ouy splauji podminky rovnovéhy

. —
zde X{ (N m’3) je 4V -té slozka vektoru X objemovjch sil. Vztahy

(6.13) a% (6.15) predstavuji soustavu patndcti rovnic pro rezndmé funkce
polohy ch y &¢ , A¢ . 04 soustavy rovnic teorie pruZnosti se 1is{
jen tim, %e v rovnici (6.13) je navic &len -@(TlTb)gg‘, co? je znémé
funkce polohy, kterou jsme ziskali pifedchozim FeSenim teplotniho pole.

Okrajové podminky pro tuto dlohu se zpravidla formulujf{ tak, Z%e na
g4sti Sy povrehu t¥lesa jsou zaddny posuvy ¢

Wy = e (P) (6.16)
~ na zbyvajici &ésti S@ povrchu je zadén vektor napdti ?L
G&.z. my = £ (P) (6.17)

Pruh nad symbbly znamend, %e jde o dané (zndmé) funkce.

Dosadime-1i z rovnice (6.14) nejprve do (6.13) a pak do (6.15),
dostaneme soustavu t#{ diferencidlnich rovnic ( ¢ = 1, 2, 3) pro nezndmé
posuvy AL

* .o . [ c =
(AF+6) Ujjo + Garg 4y + X -BTe =0 (6.18)

Misto toho lze z rovnic (6.14) vyloudit .posuvy Al¢ ; dostaneme tek Best
rovnic kompatibility, kterym musf{ vyhovovat pomérné deformace Ecg . Kdy%
je pak vyjédi¥ime pomoci napéti uZitim konstitutivanf rovnice (4.10), vyjde
soustava 3esti rovnic pro nap&ti GQJ ve tvaru

- A =



A+
(1+/u) G%u + Gu.oj + EO\[ M Tk 54;3' *T;Cj] +

A+
+/‘(_1—‘/%) K Bgp + (14p)(Xey £ %) = 0 (6.19)

K témto Zesti rovnicim kompatibility p#istupuji t¥i rovnice rovnovéhy
(6.15) a okrajové podminky (6.16), resp. (6.17).

Rowvnice (6.18) predstavuje zobecn&ni Navierovych rovnic, znédmych
z teorie pru¥nosti. Rovnice (6.19) vznikla zobecnénim rovnic Beltramiho-
-Michellovych. Metodami FfeZeni t&chto rovnic se nebudeme zabyvat. Odvod{-
me z nich v3ak dva dileZité praktické poznatky.

Predev3im si v3imneme rovnice (6.18). Oznadime-li velidiny vstupuji-
c¢i{ do této rovnice hornfim indexem T , budeme mit

(Af*’@) ua':,ta‘t' + 6 MMIN + le - T,l;-, =0 (6.20)

Index L znamend, %e jde o dlohu termoelasticity. Kdyby bylo T =
= Ty = konst., dostali bychom dlohu elasticity (index L )

I

s
Gji 0

(L*+6) “‘J«I?}t' F 6 M v X = (6.21)

Kdy% takto rozepiSeme a porovnéme i konstitutivni rovnici (6.13) pro ob&
dlohy, bude

Gig +p (TTo) by = A6y + L6 €5 (6.22)

T T
G = k*@-ﬁgi,a' +26 €y

) (6.23)

T T T I
Zvolme MU¢ = L . Pak bude také et = ¢t , Ly = Eg .

Deformace L a L se budou z¥ejm® shodovat, bude-li

I —
)(3I =X, - \,§ - (6.24)
(gg. = Gy + 0 (T-To) by (6.25)



To vypl§véd ze srownéni rovnic (6.20), (6.21), pop¥. (6.22), (6.23).
Kdy% (6.25) dosadime do okrajové podminky (6.17), vyjde

E - IEep (T my (5260

Rovnice (6.24) a% (6.26) vyjad#uji Duhamelovu - Neumannovu v&tu: vliv ne-
rovnomérného rozdéleni teploty na napjatost a deformace t&lesa dostaneme
feSenim izotermické lohy teorie pruZnosti, nahradime-li objemové sily
Xy vfrazem y@-—[31}d a vektor povrchovych nap&ti ?} vyrazem
;}i-@ (T-T})rnw . 0d vypodtenych normdlovych napdt{ pak musime ode-
&ist soudin (3 (T-T,) . V&tu znézornuje obr. 5.

VETA DUHAMELOVA - NEUMANNOVA
|

i

Duhamelova - Neumannova v&ta FeSeni{ neusnadni, ale tim, Ze pievede
vliv teploty na mechanické pisobeni{ objemovych a povrchovych sil, poskyt-
ne nézornd jS{ pifedstavu o plsobeni{ teplotniho pole.

Dal3f ddsledek vyplyvéd z rowvnic (6.19). Je-1li

) "
T ML
1 ?Xéb)(a'

]

(6.27)
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pro v3echna 4 , j =1, 2, 3, vliv teploty se neprojevi, nebo &len
8 hranatou zévorkou v rovnici (6.19) odpadne. Rovnice (6.27) mé4 Fe3ent

T =To + 04X + QX2 + GzXg (6.28)

vnémi To , Gy , Gy , Qs Jjsou konstanty (popF. veli¥iny, které zé-
visf pouze na Zase a m&n{i se jen zvolna); X%, , Xo , X; jsou kartéz-
ské souradnice. ¢

Je-li tedy teplota rozdslena v prostoru linedrn& a na t&leso nepi-
sobf ani objemové, ani povrchové sily, jsou - za predpokladu spojitych
posuvld - napéti v t¥lese nulové. ’

K tomu pPfipojime poznémku. Predpoklédddme, Ze v pFirozeném (refe-
reninim) stavu nezdvisi teplota na prostorovych souradnicich ) napé&t{
je (v nezatifeném t&lese) nulové. Vlastni pnutfi vzniklé nap#. tepelnym
zpracovénim tedy neuvaZfujeme. Zminka o spojitosti posuvl se tyké n&koli-
kandsobn& souvislych oblast{; nespojité posuvy v nich mohou vznikncut
Volterrovymi dislokacemi /24/. Kone¥n& poZadavek, aby nepisobily povrcho-
vé 8{ly, znemend, Ze teplotnim dilatacim t&lesa nic nebrénf{. Neni-li to-
mu tak, mohou teplotni pnut{ vzniknout t¥eba i pi#i konstantni teploté
(p¥*{klad 9).

Pr{klad 14

Presvid&te se, %e rovnice (6.19) neodporuje Duhamelov® - Neumannové&
vEts,

ReSent

Rovnice (6.19) plati pro termoelastickou tlohu. K symboldm v této
rovnici bychom si tedy mohli p#imyslit horn{ index I. Obdobnéd rovnice
pro ekvivalentni izotermickou \dlohu nemé vyraz v hranaté zédvorce a veli-
€iny v ni majf index II; zn{ takto:

T
(e + Gl W XEE O xE0 -0

Dosadfme-1i do rovnice (a) vjrazy (6.24) a (6.25), musime dostat rovnici
(6.19). Tak tomu bude, jestliZe pro funkce ‘

G'ca- = (3 (T‘To\5¢3' X = ‘ﬁTyi (b)
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bude platit, Ze

1 1+
UV’“) G‘J\U"‘"/"’ ({%) Xk.z 51’4{ = Ex (Tf%) T 51}3‘ (e)
Sepii + )Xo+ Xp0) = BT, g (d)

Rovnice (¢) a (d) skutedn¥ platf, nebot podle (4.6) .

B = Ea/(1-2u) (8)
a pro funkce (b) vyjde
' £
G’ug‘&la' = 3(}—[-,1}3' (£)
X + Xjo = 0B Tig i

7. ENERGETICKE PRINCIPY

Vraime se k ty&i podle obr. 3 naméhané prostym tahem. KdyZ ji zati-
¥i{me v mezich Umdrnosti napdtfm © = F/A | vznikne v ni pomdrné pro-
‘dlou¥eni - za nezm®ndné teploty - ¢ = G/E a ulo%f se v ni deformadni
energie o hustot& G6*/2E . Nyni ponechéme zatiZfenf nezm&n¥né a tyé za-
h¥ejeme o AT = T - Tp . K tomu musime na ka%dou jednotku objemu do-
dat teplo @caT . Zéroven vykond napét{ G préei G AT |, Vztahu-
jeme ji rovn&% k jednotce objemu. Dodéme tedy energii G'/2E + QCAT +
+ G AT a dostaneme se v pracovnim diagramu na obr. 6 do bodu B
po drédze OAB , Termomechanickou vazbu poklédéme za nevyznemnou, takie

Cp=c'\r= C E/, =E1~=E.

Nyn{ budeme postupovat obrdcen&. Nejprve ty& zahiejeme dodénim tepla
QC AT do ka?dé jednotky objemu a pek teprve ji zati¥fme nap&tim 6,
Dostaneme se rovn¥% do bodu B , avdak po dréze OCB , prifem# do kaZdé
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ljéao:mot.ky objemu dodéme mechanickou pré-
ei G?/2E , Celkovéd dodené energie bu-
de men3{ neZ v piedchozim piipadd, a to

o hodnotu @ o AT | ProtoZe se dodand
energie mdni v obou pPipadech ve vnit¥ni
energii a ta je jednozna&n& urd&ena teplo-
tou a pomdrnym prodlouZenim v bodd B ,
m&la by byt vynaloZend energie v obou -
p¥ipadech stejnéd. V &em spodivéd uvedeny
rozpor?

Mohlo by se 2zddt, Ze rozpor vzniké
tim, Ze zanedbdvédme termomechanickou vaz-
bu. Toto podezien{ je zcela oprévnéné,

OBR.6 protofe nevdzané teorie termoelasticity
neni fyzikéln& zcela v porédku; zenedbd-
véme sice vazbu mezi mechanickymi a te- '

pelnymi velilinami, ale nezanedbdvéme teplotni rozteZnost, afkoli v‘ime,\
%e uvedend vazba vymiz{ zdroven s teplotni roztaZnosti. .

~ Tento rozpor je zasadni. Kdybychom pfi zméné OAB opravdu spotfebovali vétsi energii neZ
pfi zm&né OCB, mohli bychom pfi cyklickém procesu OCBADO ziskavat energii zadarmo.
Bylo by to perpetuum mobile.

Termomechanicka vazba je popsana vzorcem (5.13). Pro jednoosou napjatost z né¢ho
ziskame vztah (5.14). To znamena4, Ze pii prodlouZeni ty¢e o Ae = Aa/E poklesne teplota
tyCe o hodnotu

—AT, = T°“ ~Ao (7.1)

Dodame-li nyni teplo

Aql Toa — Ao (723)

vratime se na pivodni teplotu 7y, takZe vysledny pfiriistek teploty bude nulovy. K jeho
zvy3eni na hodnotu AT = T — T, musime dodat dals{ teplo (pfi konstantnim napéti)

Aq, = c, AT (7.2b)

Celkem tedy dodame teplo Aq = Aq; + Aq, , takZe pro soucasny ohfev a prodluZovani tyCe
bude platit bilan¢ni rovnice

(7.3)

TQ a

Aq = ——Ac + c, AT
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To je spravna rovnic:,e. pro analyzu naseho problému. Pfi zméné€ izochorické odpadne na pravé
strané prvni ¢len, pfi izotermické druhy. Dostaneme hodnoty mérnych energii podle Tab. 2.

Tab. 2
Zména | Dodana mérnd energie
OA Tox 102 o
—p_ o+ ;ﬁ Z Tab. 2 je zfejmé, Ze prace, kterou vykona napetl c
na teplotnich dilatacich a(T — To) »s€ anuluje s vazebni energil.
AB ¢p(T —To) + E(T_‘Lo)ﬁ Nemé proto vliv na dgformaéni energii. I tehdy, Ctovat
zanedbame-li vazebni energii, budeme tento poznatek respektovat.
BC Ta 1 g2 Hustota deformaéni energie proto bude
P p2E
CO —Cp (T - TO)
OABCO | Soudlet energii je nulovy

A =02/(2E) = (6/2E)(e — aAT). (7.4)
PFi trojosé napjatosti bude analogicky k rovnici (7.4)
A-=% Ggj L €y m X (T-To)dig 1=

i
- LGy b~ & o (T-T,) B
fh t ’ (7.5)

Kdy¥ sem dosadime za G'ga‘ z rovaice (6.13), pop¥. (4.11), doestaneme
g pou¥iti{m vztahd

* _ 3N +26 A
po=o(3N+26) E=6—Fe om0

viraz
1\_ = 1')__ )\,‘k @1'\’ G EL}' 51,'3' "(3*?*' QG)O( (T"To) ¢ +
s 335+ 2.6) ™ (T-To)? (7.7)
Pritom € = Ex+ &y + €z (jako difve) a
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2 1 i
GEC)'ECj = (3(a,’{-+5g‘+s;+jiy¢g+jig@ﬂ%.yax) (7.8)

Dosadime-1i do rovnice (7.5) naopek za Ewg z rovnice (4.10), vyjde
po Upravé

—

N = 5 1616y + 63 -1 (Gu6y + 6y Ga ¢ Ga6x) 1+

1 2
t a5 [T+ Tge + Tax ]
(T7.9)

Vyraz (7.9) se shoduje s tim, co se uvddi jako hustota deformalni energie
(d¥ive nazfvané potencidlni energie napjatosti) v kaZdé ulebnici technic-
ké nauky o pruZnosti a pevnosti. Neobsahuje %4dné &leny zé4vislé na teplo-
t% a teplotnf roztaZnosti. Rovnice (7.7) a (7.9) jsou ekvivalentnf; pokud
plat{ Duhameldv - Neumanniv zdkon. V 3irSich souvislostech mechaniky Jje
viak treba povafovat vztah (7.7) za prvotni. Hustota deforma¥ni energie,
je-1li chdpéna jako funkce pom&rngch deformaci, je totiZ potencidlem nap&-
t{. Platf, Ze

- = Gy (7.10)

jek se snadno presv&d¥ime dosazenim z rovnice (7.7). P¥itom pamatujeme,
Ze

e Vew Y ( €us bue) s
08G  Teg Deiy 9 (7.11)

a g €q : (7.12)

a %e pro ka plati rovnice (6.13).

Potencidlem pom&rnych deformaci je v teorii pruZnosti hustota komple-
mentérni energie napjatosti [\ , pro kterou mus{ platit, Ze

18
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~

Hustotu komplementérni energie napjatosti A proto povaZujeme za
funkci nap&t{ ©g . Pro pom¥rné deformace plat{ vztah (4.10). Podle
rovanie (7.13) a (7.9) pak usoudime, Ze

i

N - A+ o (T-To) G = :

< A+ & (T-To)(Gu+ Gy +G3)
(7.14)

za A dosazujeme na pravou stranu (7.14) z rovnice (7.9).

Méme tedy podobné& jako v teorii pruZnosti deforma®n{ energii, jeji%
hustota je ddna vztahem (7.7), a pak komplementdrn{ energii napjatosti
8 hustotou podle (7.14). V teorii pruZnosti jsou ob& tyto dudlni energie
stejné, pokud plat{ Hookedv zékon. V teorii termoelasticity se obZ ener-
gie 1i8f{ i tehdy, plat{-1li Duhameldv - Neumanniv zékon, tj. v linedrn{
oblasti, a to o ¥len S (T-To) Gy, [ srovnej s rovnief (7.14)] .

Je-1li hustota deformadni energie A , pak celkové deformadni ener-
gie v t&lese jJe

U - SéS Nav - (7.15)

Podle zndmého principu virtuélnich praci se virtudlni prace akénich
sil {povrchovychsil £; a objemovych sil X¢) rovnd virtuélni zménd
(variaci) celkové deformadni energie, takie *

sU = I 5 du As + SéS X; Stue v (7.16)
s

P¥itom podle (7.10) a (7.15)

SU gSSgAdV*‘ SS quo{v ﬁ Gydegal (o oy

Z Cauchyho vztahu (6.14) ddle vypo&teme

8e¢3-= (duy, +5ua,b) (7.18)

Rovnice (7.17) a (7.18) #{kaji{, jek ziskédme variaci deformadni energie
dU , je-1li déna variace posuvid SaLg .

®) Maiji-li akéni sily potencial, vyjadfuje rovnice (7.16) Lagrangedv variacni princip minima
celkové potencidlni energie. V dalsim textu pfedpokladame, Ze na povrchu nejsou
predepsdny nenulové posuvy.
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K Lagrangeov® variadnim principu (7.16) existuje ve statice
princip minima komplementdrni energie napjatosti

{55 Aav (7.19)
Podle n&ho je variace komplementdrni energie napjatoati‘nulové
SU -0 (7.20)

pokud je virtudlni komplementédrni préce piedepsanych posuvi také nulové,
jak tomu nejast¥ji byvé. !)Jeto(hsﬁgﬁanﬁvvanaénipﬂndp.

Rovnice (7.16) je zékladem deforma¥nich, princip (7.20) silovfch
metod pFibliZného Fedeni dloh termoelasticity.

P¥{klad 15

Doka%te, %Ze pro dv& nezévisld pole LLg(XQ) , G}g (Kk) plat{
vztah

gg& Gy Uy my dS = j\S/S Cgjg weaV + %S Gy A AV (a)

ReSent

Oznalime ijbk;= Tﬁ‘ » co%. je vektor o sloZkéch V3 , Vp , Uy
Pek podle Gaussovy véty :

Kg V3 5 vy as = SSX (b)

Podle pravidla o derivovdni soulinu v3ak plat{, Ze
Vig = gt + Oy ey (e)

Dosazenim (c) do (b) dostaneme (a). Poznamenejme jedt&, %e tenzor napja-
tosti je soumdrny, takZe s pomoci (6.14) dostaneme

Géj Wi g = j{ G'«.g o v % G4 Wyc
= %_ Cij (Wgj+Mgic) = O €4
(a)

=) To objasnt pi#fklad 17.
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Proto 1lze rovnici (a) upravit takto:
Weyeq av = [650mds- (o mas @

Vztah (e) plat{ pro jakékoli geometricky kompatibilni pole posuvl Al
a pom&rnych deformaci 84;3' (_t_.zn, splnujict Cauchyho kinematické vztahy
(6.14)] a jakékoli nezdvislé pole napjatosti G«}a' (nezdvislé na toy ).

Pr{klad 16

V rovnici (e) z pifedchoziho p#fkladu zvolte za pole posuvl variaci
Su.; a j1 pFislu3né pom&rné deformace ) €¢j a ukafte, Ze odtud plyne
rovnice (7.16). '

ReSent

Podle (7.17) bude
“S ch 5&-3- dv = &V | (a)
v

Pak jeSt& dosadime z rovnic (6.17) a (6.15) a dostaneme ;(7.,16).

Pi#{klad 17

V rovnici (e) z p¥fkladu 15 zvolte za Gl;a' variaei 0 Gt'j a ukaite,
%e odtud dostanete varia&ni princip (7.20).

ReSent
ProtoZe
BU = Ség 6(9 561'3' 0(.\/ . (a)
vy jde
50 = SSS ,u,g/vfa' 5&}'0(5 - S§Su¢56‘q.3' AV (b)

S pouZitim (6.15) a (6.17) dostaneme

50 - &Sﬁﬂ&ds - Sﬁ A O X AV (e)
&3 v

&
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Aviak 5‘1; jsou predepsané sfly na povrchu S a X, Jjsou predepsa-

né objemové sf{ly. Variace t&chto veli&in je proto nulovd (nep¥ipoustime
ji). Pokud na povrchu nepfedepisujeme nenulové posuvy, je nakonec

50 =0 (a)

To v3ak je rowvnice (7.20). PFi tomto odvozeni jeme predpoklédali, %e na
povrchu §=S8,US, jsou na &asti S, pfedepsany mérné povrchové sily fi=f
(vektor nap&tf{) a na zbyvajfci ¥4sti S, povrchu je predepsén nulovy
posuv {{;, , takZe

ﬂﬁugégcds = SSW5§d5+Sga¢5§dd‘S =0 (e)
< Se Sw

Prvn{ &len na pravé stran® rovnice (e) odpadd, protoZe 08 = o. Druhy
¢len odpadd, pokud Ay = O na S“,. Kdyby tato podminka neplatila, bylo
by

SV = {{x dfcds (£)
Sw

Na pravé stran& rovnice (f) je virtudlnfi komplementérn{ préce predepsa-

nych posuvi.,

Priklad 18

Dokalte, ¥e princip virtudlnich praci (7,16) je ekvivalentni se
soustavou diferencidlnich rowvnic rovnovdhy a 8 okrajovymi podminkami na

SG’.

Resen{

S pou¥itim vysledkd z pFfkladd 14 a 15 a pomoc{ vztahu (7.17) upra-
vime rovnici (7.16) na tvar

SS (Gmi-£.) ducas = §§ (Gegig + %) duaalV L)

Se v

Proto%e variace Sug ({=1, 2, 3) jsou libovolné (aZ na nepodstatné ome-
zen{, viz nap#. /10/), mus{ bft vyrazy v oblych zdvorkdch nulové. Tim

ziskdme hledané ekvivalentni rowvnice. Vztah (7.16) zFejm& predstavuje
kompaktni vyjddieni celé soustavy rovnic (6.15) a (6.17).
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8. NUMERICKE METODY RESENf GLOH TERMOELASTICITY

Podstata numerickych metod FeSeni loh z mechaniky kontinua spo&ivé
v tom, Ze se fyzikdlni pole v defini¢ni oblasti (termoelastickém télese) .
p*ibliZnd popiSe n&jakou soustavou algebraickfch rovnic s konednym poZtem
neznémych, které nahrazuje podle zvoleného kritéria rigoréozni soustavu
parcidlnich diferenciélnich rovnic. MiZe se tak stét nap¥. tim, Ze pie-
jdeme od diferencidlnfch rovnic k diferen®nim rovnicim (metoda siti),
nebo tim, ¥e t&leso s nekonednd® mnoha stupni volnosti nahradime mechanic-
kou soustavou s kone&nym poXtem t&chto stupnd (metoda fyzikdln{i diskreti-
zace, Ritzova metoda aj.).

Probereme podrobnZ Ritzovu metodu, jejim%Z zvlddtnim pFipadem je i de
formaéni varianta metody konednfch prvkii. Vektor zobecn&nych posuvid
{&L(XIU,%)} , tedy neznémé vektorové pole, napileme ve tvaru

{‘U«LX\H.%)}"-‘ LAxy2)1{g} (8.1)

kde [AJ] je matice zvolenjch bézovjich funkef a {q} . Je vektor nezné-
mych parsmetrd. Rovnice (8.1) plat{ jen p#ibliZnd. Parametry ve vektoru
{q} vybereme tak, aby byla tato pPibliZnost v jistém smyslu co -nej-

véts{. Za neznémé parametry miZeme zvolit zobecn&né posuvy koneé&ného
poétu bodd vybranych z definién{ oblasti, ale obecn® to men{ nutné. Pid-
vodni pole {i&} je déno, znédme-1li zobecnZné posuvy v kaZdém z nekonel&né
mnoha bodd ( X , Y , 2 ) defini¥nf oblasti. Rovnice (8.1) toto pole po-
n&kud zjednoduduje; zobecnEZné posuvy zde politdme ufitim pouze koneZného
po&tu prvkd vektoru {q} , 8 to pomoci piedem zvolenych funkc{, z nich%
Je sestavena matice L Al . Obecn& se toto pole od pivedniho pondkud li-
81. Vztah (8.1) predepisuje kinematiku pohybu vdech bodd t&lesa, je-li
vektor {*3} dén. Volnost pohybu télesa je tak um&le omezena na podet
stupnd volnosti odpovidajfeci poltu prvkd ve vektoru {q} "+ Rovnice
(8.1) predstavuje matematicky model, kterym popisujeme - ov3em jen pfi-
bliZnd - fyzikdln{ model t&lesa s nekoneénZ mnoha stupni volnosti. Pro-
toZe pohyb matematického modelu je zde d4n pohybem odd&lenych -(= diskrét-
nich) bodd, pop¥. koneénym poltem jinfch parametrd, mluvime o diskrétni
soustav®, o diskretizovaném modelu, popi. o soustavd se soustfed&nymi
parametry.

Je-1i pole posuvi {Lby“‘hnémo, mdZ%eme z n&ho podle vztahd (6.14) vy~
poditat pom&rné deformace. Nejde-li o posuvy v kartézskych souiadniciéh,
ale o zobecn&né posuvy ’), odvodime z nich zobecn&né pom&rné deformace.
Vychédzime-1li pritom z eproximace (8.1) skutedného pole zobecninjch posu-

%) Bli%31 vyklad obsahuje nap¥. /18/.
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vl, budou tyto zobecn®né pom&rné deformace {E} zdviset rovn&Z na
vektoru {q,} . Dostaneme vstah

{ehy ) =By 2)lig} (8.2)

Matice [ B] je odvozena z matice 1 Al a obsahuje jen znédmé funkce
soufadnic.

Duhameldv - Neumanniv zékon (4.3) a (4.4) gapiSeme rovnd% v matico-
vém tvaru. Bude

fay = LET(Ley - {ed) (8.3)

kde {Eo} pPedstavuje vektor poldtelnich pom&érnych deformac{ a symbol
[E] predstavuje matici elastickjch moduld. Podle (4.1) a (4.2) vyjde

[ Lgo 0( (T‘ TQ)
€yo o (T-To)
{gow_‘ =gt 5 o J&(T-To) L (8.4)
Yxyo 0
Yyzo 0
) 0
| 2 \ )

Pdjde-1i o zobecn®né pom&rné deformace, dostaneme jiny, ale obdobny vztah
pro polétedni zobecnéné hodnoty. To ukéieme pozd&ji (viz pFiklad 19).
Vektor {€o) odpovidd teplotnim dilatacim v uvoln¥nych elementérnich
hranolcfch t¥lesa, pro né¥ (G} = {0} . Kdyby se t3leso naopak
nemohlo vibec deformovat, bylo by {g} = {0y az rovnice (8.3) by vy-
Sel vektor polédtednich nap&ti

£160Y = ~[El{e} - (8.5)

Rovnici (8.3) bychom pask mohli napsat ve tvaru

(G}- {&y=TE{e} (8.6)

Rowvnice (8.3) a (8.6) jsou rovnocenné.

Nechf nynf na t&leso pidsobf objemové sily {X} a na &4st povrchu
Se predepsané 'povrchové mdrné sily {H (vektor nap&tf). Krom& to-
ho af plsobi v refereninich uzlovjch bodech soustfeddné zobecndné sily
1 $v} + Zprincipu virtudlnich praci (7.16) pak dostavame
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(1§ {sey  t6yav = (f{oul {{yas+

Ce

+ (5 8w dT{XY + €301 {40}

v
(8.7)

Variace vektoru { S y Te8p. {52} , mus{ respektovat omezen{ stupnd
volnosti ‘dané rovnief (8.1), resp. (8.2). Bude proto

foul = [A1{5q} {6ey=[81{5} (8.8)

Dosadime-1i (8.8) do (8.7), dostaneme

{817 (S IBI {6 YoV = {5} (JLAIT{T1aS +
vV

S¢

T T T
1) SERUASEIRTRIEY (8.9)

Za vektor {G)] dosadime s rovnice (8.3) a sa {E} =xe vstahu (8.2).
Po dpravé dostaneme

{60 [k1{q} = {8q1 L £} (8.10)
kde
[kl = SéS [BIT[EI[BIAV (8.11)
{4y - ”s} + H‘v} +{ 4} + {fv} (8.12)
{4y = {fTAIT{FYas (8.13)
SG .
{43 - SéSIA]T{X}dV | (8.14)
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{41 = (S rer'rer{etav=- fi 81 {&o} v (8.15)

zde [K] 3zna¥f matici tuhosti, {{‘s} vektor sil ekvivalentnich prede-

psanym povrchovym s8ilédm, {fv} vektor ekvivalentni objemovym silédm

a {}T}» vektor sil piredstavujicich Udinek teplotnfho pole. Vektor
{fv} predstavuje osam¥lé s{ly ptipojené v uszlov§ch bodech. ProtoZe

variaci {Sq} miZeme zvolit jakkoli, musi platit vztah

Tk1{q} =~ {§} (8.16)

mé-1i byt rovnice (8.10) spln¥na. Je-1li t¥leso podepfeno tak, Ze se ne-
miZe jako tuhy celek pohybovat (miZe se v3ak deformovat), a je-1li toto
omezen{ uZ zahrnuto do aproximace (8.1), je matice tuhosti [KJ] poszi-
tivné definitnf{ a je moZino ji invertovat. Pak

{gt =TT {4y (8.17)

Znéme-1i ia,} , Vypo¥teme z rowvnic (8.2) {&} a z rovnice (8.3), popt.
(8.6), nep&tf (@} . Vyjde

18 (%, 2) 1 = TEIIB(x Y 2)1{g] + {Go(xy, 2)} (8.18)

Vektor poldtelnich nap&ti ﬁGb} ptedstavuje teplotni pnutf{, které by
vzniklo v t&lese, jeho% zobecn&né posuvy {q,} by byly nulové. To je
stejmé z rovnice (8.18), dosadime-li tam {q} = {0} . V tom pffpadd
jsou v3ek - podle (8.1) - posuvy nulové vBude. Po&tedn{ napdt{ [Go}
vznikajfi tedy ulinkem teploty v t&lese, které se nedeformuje (deformaci
je dplnd sabrénéno). )

Nevzniké-1i teplotn{ pnutf, jsou {G} , {¢} » {4,;} nulové
vektory. Rovnice (8.3), pop#*. (8.6), pak prejde v zobecn&ny Hookeldv zdkon.

Vybereme-1li bédzové funkce tak, Ze jsou nenulové jen v blizkém okol{l
uzlového bodu, k n¥mu% se vztahuje p¥islusny zobecn&ny posuv, dostaneme
metodu konednych prvkd. Postupuje se vZak obrdcen&: dand oblast se nej-
prve rozgd&l{i na podoblasti - kone&né prvky - a v nich se voll tvarové
(interpola¥nf{, "nédsadové”) funkce, nejlast&ji ve tvaru polynomd. Z t&ch
se pak sestavuji bdzové funkce 8 uvedenou vliastnosti. Podrobnostmi se zde
nebudeme zabfvat; Etendle odkazujeme na specializovanou literaturu, v ni%
se lze poulit nejen o zédkladnich principech metody kone&nych prvkd, ale
i o gplsobu realizace vypo¥td na po¥ftadi /3/, /8/. O jinych metoddch,
zv145t8 o metodd hranidnfi (okrajové) integrace, se lze poulit v litera-
ture /36/.



Pr{iklad 19

Nahra&tg rovnomdrné zatifeny prizmaticky nosnfk podle obr. T mate-

Z,
27\1 /4I3
_——

" 0BR.7

matickym modelem o &tyFfech stupnich volnosti. Pak predepiste okrajové
podminky odpovidajici prostému podepteni nosnfku (kloubové podpory nebré-
nfc{ osové dilataci umfst®né na koncich nosniku). Rozd&len{ teploty pifed-
poklédde jte nezdvislé na soufadnieich X , Yy , aviak linedrnd zdvislé na
soufadnici 2z . Nosntk je soumdrn§ k rovin® ohybu ¥ , 2,

ReSent

Vyjdemé-1i z jednoduché Bernoulliho - Navierovy teorie ohybu, bude-
me moci popsat vedkeré deformace nosniku pridhybovou Zérou, tj. posuvy
w (%) bodd na jeho stfednici. Za zobecn&né posuvy {q} vezmeme posu-
vy a dhly otodeni v koncovych Fegzech nosniku na obr. 7, kde jsou piislus-
né stupn® volnosti oznaleny &fslicemi 1 a% 4. S pFfihlédnutim k obr. 7 de-
finujeme {Q) takto:

4, \ r W(o\w
¢ G -1 ~w'(0)
Y= < > = 4 >
t 93 w (¢)
(a)
. QH J-. L - W'(L)‘
Aproximaci prihybové ¥4ry zvolime ve tvaru kubického polynomu
W(X) = Go + Gqx + QX + Qx> (b)
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v ném% jsou &EtyFfi nezndmé koeficienty (jejich poZet souhlas{ s poZtem
prvkd ve vektoru {%} ). Ur¥ime je tak, aby byla splndna rovnice (a).
Vztah (8.1) pak bude mit tvar

G1
wod = [y ) ), Y09 Yy 0] { %

%3 (e)

4u

Zobecndné posuvy G, , ¢a Jjsou skuteiné posuvy v podpordch. Jsou
oviem nulové, ale tuto podminku zahrneme do vypo&tu pozd&ji. V rownici
(¢) bude

@ = 1= 3R a2 (%P = 3T~ 2 (P
(a)
3 xt x3
o= X2 - =T T
Za zobecndnou pomdrnou deformaci bereme kiFivost, takZe
dw (% oA
(e}~ fe(o0) = [NW Y. £ furin) (o)
a za zobecn¥né napdt{ ohybovy moment x)
(6] = {60 = {M) (£)
Matice elastickych moduld bude prvého #4du a bude mit tvar
[E] = L(E3)] (g)

kde E]‘t zna&{ ohybovou tuhost. Dosadime-1i (c) do rovnice (e), dosta-
neme rovnici (8.2), v ni%

BT = Tylo0, ¢ (), 45 (), g (%) ] (n)

%) Takie deformalni energie v elementu nosniku o délce ClX je
dU = L e e} dx.

= 6T =



S pouZitfim (b) vypo&teme

{ X 1 X
W--cErg RS Rl
[ 1 X | 4 X
MRS Y =lg-6p

8érkou znadime derivaci podle X .. "Objem" nosniku piedstavuje otevie-
ny interval 0 < x <L  a "povreh" jsou koncové body X =0, x =¢
tohoto intervalu, v nichi je predepsén nulovy prihyb. Objemové s{ly tedy
jsou

{x} ={t-gn (1)

kde g je piredepsané délkové zatf{Zeni. Nezamdnuj délkové zatfZent G

se zobecndnymi posuvy ¢, , 4. , 43 , Gy . Predpokldddme, %e 4 je
konstantn{ a sméfuje dold (proti smyslu osy Z ). Povrchové s{ly nejsou

pledepsdny.

Vypo&teme je3td vektor poldteinich teplotnich nap&t{ {61, Je to
ohybovy moment, ktery vznikne v nosniku vliivem nerovnomérného rozdélenit
teploty, sabrédnime-1i jeho deformaci. ProtoZe je dén priibdh teplotnich
rozdfld \

T(.Z) —:To = kz (j)
~ kde k je znémé konstanta, bude hledany ohybovy moment

M. = {E«IT@®-T,]z2as =
S

= Eock ([ Zats = Eyak

p (k)

Je-1i AT  rozdfl teplot krajnich vldken nosniku a h Jejich vzddle-
nost (vyika nosnfku), je k =aT/h . Tekie

EJya AT ‘ (1)
L
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{®}={Mﬁ (m)

Nyn{ jiZ mdZeme vypodf{tat matici tuhosti podle rovnice (8.11). Vyjde

(¢ -3¢ -¢ -3¢ |
- -3¢ .¢* .Y/ Lr
- Y
Lk 22 -6 ey G Y
(n)
-3¢ ¢ Y4 20

Ddle vypo&teme vektor sil ekvivalentnich objemovym silém podle vztahu
(8.14). Dostaneme

2
g = [-3, 28, gL 8L T (0)

A kone¥nd vzorec (8.15) a4

i} = To, -uy, O, M1 i

Rowvnici (8.16) miZeme zapsat symbolicky takto

-

ty b ti fry | (94 (£1 ]
2y o tas fay Q. f
4 L .
Roan 1YY 2% fay % ﬁ fa (q)
‘b'-H qu; hnﬂ ﬁ'-#f L %J | f‘f

ProtoZe matice tuhosti je singulédrni, nelze odtud zobecn&né i:oauvy {4}
vypolitat. Nejprve musime vyloudit pohyb nosniku jako tuhého celku, tj.
ptedepsat jeho podepfeni podminkami

=
%) Je tedy L€} = i- P% , srovnej s rovnic{ (8.5). Horn{ vlédkno

mé vy33{ teplotu nef spodni, pokud AT > O,
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(r) -
Q1 =0 q}'—' 0 .

ProtoZe se t¥mito nuleami nésob{ v rovnici (q) prvni a ti¥eti sloupec, mi-
Zeme tyto sloupce vynechat a psdt

[ Ry ] (5,

fan b | [g,) |

b fa | |G aEA ( (s)
|ty "qu_ | fu)

sfly §{i , {» majf vfznem reakc{ v podpordch a pro zaidtek nés nezaji-
maji., Vynechdme tedy i prvni a tfet{ Fddek a dostaneme

b ke | [ge r , (t)
by  hyy Gy fu
To je jif regulérn{ problém, nebof matice tuhosti je v této rovmnici po-
gitivn® definitni. Rospisem dostaneme maticovou rovnici pro dvd nesndmé

2 1 |- ¢
Q.E-l:I [ ) ] ch' - &E' - MT (u)
L 1 Gu _al vy
A1
8 Fedenim
o
{a"" } R R w T L
\ €1 n - N
% CEdy | - —%%L + Mr
2
R 4 M ()

4 EJy gt +n M7

Zobecné&né souradnice G2 » Gy 2neamenajf hly otoleni v podporéch. Za
kladné bereme ty, jejichZ smysl se shoduje se smyslem otdleni hodinovych
rudifek (srowvnej s obr. 6). Je tedy ' ’
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- . . _9¢ _ Lo AT
9 G4 24 EJy 24y

G~ G = 0 (w)

Tento vyisledek je presny, jak se snadno presvddiime, ale aproximace (c)
presnd neni, pokud ¢ * O. Skute¥ny prihyb je d4n parabolou tvrtého
stupnd, je-1li ¢ = konst. V daném pFipad® dostaneme z rovnice (¢) dokon-
ce jen ‘kvadratickou parabolu, nebof kubické &Eleny se zrudf. Vyjde toti#

w(x) = —x((-x)( :"f;% = 409‘_:1-) (x)
8 nejvdtiim prdhybem uprostied
5+ -wlf) - - S
Plesnd hodnota tohoto prihybu v3ak je
§ a— G0 . bl (2)

) h
a8 E'.l.\(1 8

8ést prihybu zpisobend nerovnomdrnym teplotnim polem vySla presn¥, sbfva-
jlel ¥4st odpovidajici délkovému zatiZenf vySla pribli¥nd. Z rovnice (s)
vypolteme reakce v podporéch

&1’&%' f=0 fs’gq_& f4=0

a z rovnice (8.18) zobecn®né nap¥t{. VyuZijeme pFitom toho, Ze 91 =0,
O3 = O. S pfihlédnutim k definici (f) vyjde

| n L 7 61
M= Ejy[‘{’zl"ﬁr]{%w} + {6} = ﬁ:‘[

Teplotn{ pnut{ je nulové. Je to disledek toho, Ze teplota je rozddlena
lineérnd a teplotnimu prohnut{ nosniku ani jeho osovému roztaZeni nic ne-
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brénf{. Osovou dilataci jsme viak vjpoltem nepostihli, nebof jeme nesa- .
vedli ve smdru osy nosniku #4dny zobecn¥ny posuv ani silu a pro osové po-
suvy nemédme Z4dnou aproximaci. OChybovy moment M  vysel konstantni,

M = gq¢*/1. , a¥koli se ve skute&nosti mni podle paraboly v mesich
od nuly do qc“la . Tato velkd nepiesnost je ddsledkem toho, Ze se
v matici [®] vyskytujf druhé derivace interpoladnfch funkcf. Derivovd-
nin se kaXdd nepresnost zvitSuje. Kdybychom chtdli dostat pteon&jii vf-
sledky, musili bychom nosnik rosdélit na n¥kolik prvkd. To nyni ukdieme.

PFiklad 20

Reste dlohu z pf{kladu 19, avSak nosnik rozd¥lte na dva ste jn& dlou-
hé prvky podle obr. 8a, takie nepodepieny nosnik (jeho matematicky model)
bude mfit Sest stupnd volnosti. ' '

a)
| 1 $3 S
[ o[ o]
Lt '
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Kedent

PouZi jeme vysledkd odvozenych v p¥ikladu 19. Pro lev§ prvek (pro
levou polovinu nosniku) bude platit rovnice (q) z p¥fkladu 19 s tou zmé-
nou, %e misto zobecndnyfch sil 5, fq zde budou plsobit sily fg’ ’

&&ﬂ pFipadajici{ na levy nosnikovy prvek. Bude tedy

F"ﬁum by Ry Ry ] 'C{A (6 )
24 oy hay Ry Q¢> b ,
=<
by e ks s | | ga 50 (a)

by gty twy 1 L9 §q(1) )

L

- \

Druhy nosnikovy prvek bude mit stejnou matici tuhosti, aviak stupné. vol-
nosti budou mit indexy 3 a¥ 6. Takie

- 3

[ ‘b, I ‘ﬁ:qq, ‘h' 1 42'1\1 0(3 &f:-)

LYVRRR PR PN SR X e
w |1 7%, ¢
byt Rw b | g0 |4 (b)

N 6“1 {0“1’1— ‘k,l.,;; b.:w IR ayé ) L _g‘

-

(o 7
o a\

Zde ’ pfedstavujl zobecn®né silly piipadajici na druhy prvek
(na pravou polovinu nosniku). ProtoZe

(1
fo- 89 40 el @

budeme moci slo%it vztahy (a) a (b) platné pro jednotlivé nosnikové prvky
do jednoho vztahu platného pro celou soustavu. Vyjde x)

%) Rozepsdnim se lze presvidiit, Ze plat{-li (a) a%Z (c¢), platf i rovni-
ce (4).
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by  fa

LYV Y]

%31

m

0 0
.0 0

fogy
R1a

{QMH
%y

0
0

Ly (bag+bu) (Bay*he) 2o

fun  (binthar) (Buy+hay) Bog
fay

Po dosazeni z rovnice (n) pFfkladu 19 bude

(6 -3¢

-3¢ et

Lg o
. 0 0
Lo 0

~6
K1/

12

0
-6
-3

-3¢
L’L
0
et
3
L‘L

0
0
-6

3¢
)

3¢

’4; ) "51 }
G { f
%3 s

= <
Gs fe

L %) L f6 )

rq" b "fq p
a| &
Qs {a

) 9u # * fu .
4| T 4r

\ an - fe .

(a)

(e)

ProtoZe ah.':" 0, 0§r = 0, vynechédme v rovnici (e) prval a péty Fddek
- a v #atici tuhosti prvanf a pdty sloupec (ndsobf se toti% nulemi). Zbude

.

L
3¢
2EJy
A 4
K

3L
12
0

-3¢

c‘.
0
et
_CL

o 1(g.
-3¢ g3
¢ 1‘%
1] | 9¢ ]

A

l(

(£
£
B3

fc‘

d

(£)

S pouZitim vztahd (o) a (p)-z-pikladu 19 sestavime vektor pravé strany

posledni rovnice pro pfipad, Ze q, = konst. a M

= konst. Dostanene



r'-g-.].\ 'qg‘z“l :MT ’, 0 - 0 W
R S YAL 0 -gtin 0
{ = ¢ T+< } » Y >+ S >
4y -gein Mr 9t -Mr
L"{G_J ( 0 J L 0 ] L ‘01.62{12._ L HT‘
[N ~ - - - ~ ’
zatdZuje levy prvek zatdZuje pravy prvek
(g4 - Me | (Gt - ETyaT/h |
- gt -q¢
- - ' 0 } = 1 o ' r
[ "geT1n+M J | -g¢%2 + ETyoAT/h |
ReSenim soustavy (f) dostaneme
o . 9%¢ _ LoaT
G = "% 3ETy h
bg et Lo AT .
7 " wes, T T n B =0
Tyto hodnoty jsou piesné. Aproximace
W) = T, 4007 {Zz‘s (0<x<)

W = [((,,(x-z)( gy (x-0] {%,3(.} @< x<2e)

(g)

(h)

(i)

Je op¥t nepresnd, aviak chyba je nepatrné. Ohyd zplsobeny nerovnomérnym
rozd8len{m teploty je popsédn kvadratickou parabolou,-takfe je v p¥{kla-
du 19 i 20 aproximovédn bez chjuy. Pdsobi-1i na nosnik pouze délkové zati-
fenf G = konst. (takfe AT = 0), je ohybovéd ¥éra popséna polynomem
&tvrtého stupnd. PFibliZné Feleni ji nahrazuje dvéma oblouky kubickych
parabol soumérnymi k Fezu ve vzddlenosti X = { . Srovnédni piesného

a pFibliZného Fe3eni je v tomto pFripadd ziejmé z tab. 3.
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Srowvnéni pi‘ogného a pribliZného Fedeni v pFfkladu 20

Tab. 3
/e 0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
aprox. L 2 6
prox  WETw 0 1,544 912 4,08 4,736 5
} . '
presnd y 0 1,570 2,970 4,065 4,762 5

Vychazime-li z principu virtudlnich praci*), jsou aproximované
prihyby (v absolutnf hodnetd) vidy menSf nebo nejvys stejné jako piesné
prihyby. Zobecnéné napitf (tj. ohybovy moment v nosniku) dostaneme podle
veorce (8.18) pro O < X 5 (, ve tvaru

M o= Ey Lyt ol L) + (e -

. ¢35 CoaT
= Ej)[(—[-cﬁ)(%ﬁl’- ‘:3)*

6 X 5q¢! C"’aAT
et )(_ .a,qu., )1+
‘ElyxalT _ ¢C
+ h Y +

1 X _(.i)

V intervalu. { € x < 2¢ je pribéh soumbrng. Srovndni pfesného a piblii-
ného prﬂblhn ohwbovyeh momentd je siejmé s obr. 8b. Presnost redeni se
tedy podstatn& zvydila, a¥koli jsme nosnik rosd¥lili pouse na dva prvky.

v pﬂkladoeh 19 a 20 jeme svolili velmi jednoduché zadéni, aby bylo
mo¥né pribdh Fedeni podrobn¥ sledovat i bes vypoletni techniky. Vghoda
metody koneZnych prvkd se oviem uplatni téprve u rozséhlych a sloZitych
dloh, u nich# biychom s ru¥nim vypo&tem nevystaZili.

9. ROTASNE SYMBTRICKA TENKOSTENNA TRUBKA

Budeme pledpokléddat, Ze stiedni polomér trub'h je T a tloudfka ati-.
ny h . Teplota v trubce je konstantni, T =T y tj. nesévis{ ani na
~ soufadnicich, ani na lase. Poldtek soufadnic svolime v okrajovém prifesu .

*) Pfevedeme-li oba ¢leny pravé strany rovnice (7,16), které ptedstavuji variaci potencialni energie akénich sil
(se zapornym znaménkem), na levou stranu, dostaneme podminku stacionarni hodnoty (minima) celkové
potencialni energie, coZ je Lagrangeliv variani princip. Jim lze odiivodnit uvedené ohraniceni.



v nékterém bod¥ na obvodu stiedni plochy (obr. 9). V osovém sméru bude

OBR.9

soufadnice X , v obvodovém Y (méfend po oblouku) a v radiélnim smé-
ra 2 , Protoie soufadnici Y n3f{me po oblouku, nejde o kartézské sou-
i‘admco. Vzhledem k rotaini symetrii nebude %4dné velilina gdviset na Y
takfe pijde o dvourozmérnou lohu na defini¥nf oblesti O <X € 2 ’
~(hit) € 2 £ (h)1). Zévislosti na souradnici 2 se zbavime tim, %e budeme
pFredpoklédat, Z%e body na normédle ke stifedni ploSe zlstanou na této nor-
méle i po deformaci st¥ednf plochy (Kirchhoffova hypotésza). Kromd toho
sanedbdme nap&tf G, i smykové deformace. Pro momenty a sily zakreslo-
né na obr. 10 pak budou platit tyto konstitutivni vztahy /34/:
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Eh ,du w
Ne = 0 Lac +)

_ Eh w du
N\j h 1-,u,1- (_Y-‘- +/"’ -d._;)
d < (9.1)
Mc =D 'Ez%. M‘J = M My .
Pro ohybovou tuhost D ptitom plat{ vstah
N ER
= 1'2.( {- ‘l) (902)

Takto zjednodulend teorie vyatihﬁje sloZitou skuteZnost .:jen tehdy, je-1li
h«y , tje je-li trubka tenkostdnnd. PFitom (L , resp. W , zna&f
posuv ve sm¥ru osy X , resp. % .,

Predpokléde jme, %e v trubce pidsobf vnit¥ni pfetlak P . Pro sily
a momenty podle obr. 10 pak plat{ tyto podminky rovnovéhy x)

d.N*Y'dL{ =0

dardy + Nydxdy - pragadx =0 5.3)

dAMyrdy - Qrdydx =0

2 prvnf z tdchto rovnic vyplyvé, Ze Nx = konst. Z druhé a ze tretf
rovnice vyloudime posouvajici sflu R . Dostaneme

daM 1

Kdy% sem dosad{me z rovmic (9.1), vyjde diferencidlnf rovnice &tvrtého
#d4du

dtw Eh ™ A
Do 7 W = p-pTEN, (9.5)

—

%) Sily a silové dvojice se v teorii desek a skoFfepin vetahuji k jednotce
délky pfisludného Fezu stfednf{ plochy. Viz nap®. /34/.
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ProtoZe jde o linedrn{ rovnici, miZeme pouZit princip superpozice
a partikulédrni reZeni

.
Wit = = 7%2— T N« (9.6)

platné pro zati%eni trubky konstantni osovou silou odd&lit od FeSen{
platného pro trubku bez osové sily. Pro Nx = 0 budeme mit

dtw Eh
D@ ¥ W %P (9.7)

Nyni dlohu zobecnime pro p¥ipad, Ze v trubce exlstuae nerovnomérné roz-
d&lené teplota T (x,2) dand vztahem

2 ’
Txz) =To+ T(X)+ T T (X) (9.8)

To znamend, %e vndj3{ st&na mé teplotu To + Ti + To @ vnitfnf std-
na To +# T, = To . Linedrnf prib&h teploty napi{& stdnou je moZné
pFedpoklédat jen proto, %e trubka je tenkostdnné. Pak oviem 1, + Ty
zna&{ teplotu stifedni plochy ve vzddlenosti X od levého okraje trubky
a T, poloviéni rozd{l teplot obou povrchl v témiZe ﬁisté; To Jje re-
ferenéni teplota, kterd do vypoltl nevstupuje.

Chceme-1i zabrédnit teplotnim deformacim, musime pFipojit jednak ob-
vodové a osové s{ly brénici obvodovému a osovému pomErnému prodlou¥eni,
jednak ohybové momenty brédnic{ zm&ndm k¥ivosti; budou to tyto sily

Eoth

Npy = Ny == 1- ] T () (9.9)
a tyto ohybové momenty
| Esh
M’J.x - M'L\, = T(:/T)— To (X) . (9,10)

Zéroven vzniknou teplotn{ napdt{
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By = QGyo = —— [Ty () + h 1, (x) 1 (9.11)

},L

sloZend z nap&t{ tahovych (tlakov§ch) a ohybovych.

Je ztejmé, e sfla Ny odporuje prvnf z rovnic rovnovéhy (9.3),
pokud nenf T, = konst. Abychom rovnovéhu obnovili, musili bychom p#i-
pojit objemové sily plsobfci ve smdru osy X , které by hyly Um3rné de-
rivaci dn /dx . M{sto toho budeme pfedpoklédat, %e Nix = 0 a Ze
se trubka miZe v osovém sm¥ru volné roztahovat. V tom p¥ipad® bude

N, =0 Ny = - ExhT (0 C (9.12)
E‘Okhi
My = MQ\* = m T2 (X) (9.13)
2E _
G’XO = - m 2 T1 (x) (9014)
| ea
By, = ~EaTil) - -—-——*“ oh 2 (%) (9.15)

S{ly a momenty podle (9.12) a (9.13) v trubce ve skuteZnosti nepsobf.
Musime je tedy odelist, &im% trubku uvolnime. Zistanou v nf pak uZ jen
teplotnf napétf. To znamend, Ze na okrajfch X =0, X = £ pkipojime
ohybové momenty

E h”*
A
MTx (C) == M,_,, (G = ——m T,L(a

To viak jeSt¥ nestadf. Dosadfme-li do rovnice (9.4) za M ~ vyraz pro
My, 2 rovnice (9.13) a za N‘dr vyraz pro ng podle (9.12), dosta-
neme tlak 'Pr » ktery mus{ plsobit, mé-1i se udrZfet rovnovéha. Vyjde



Faht  d'Tyx)  Eoh
‘PT = 6(1-/“) de - r T1(x) (9.17)

Tento t:)Lak_ ve skuteénosti na skofepinu neplsobi, takZe jej musime ode-
ttst, ®

Shrneme-1i tyto poznatky, mi¥eme konstatovat, %e pro trubku naméha-
nou teplotnim polem T(x,z) podle rovanice (9.8) a vnit¥nim pietlakem
b (%) plati diferencidlni rovnice

at Eh -
D dM:(Sx) + = wh) = pX) (9.18)
v ni%
PO = PK) = pr (X) (9.19)

znadf ekvivalentni zati{Zeni respektujfici i vliv teplotniho pole. Zéroﬁoﬁ
je nutné okraje trubky zatf{fit ohybovymi momenty M  (0) , Mg (&)
podle vztahu (9.16) a k vypodtenym napdtim

12
Oy = — h3 Mz (9.20)
il 12
Gy iy Ny 3 My 2 (9.21)

pripo&ftat po¥&tedni hodnoty Oy, , Ggo podle rovnic (9.14) a (9.15).

Nékteré ilustrativni pF{klady analytickych FeSeni rovnice (9.18)
lze nalézt ve zprévé /20/.

Pr{klad 21

Trubka podle obr. 9 & volnymi konci je zah¥dta na teplotu, kters
probihd po délce trubky lineérnd a v tlouStce trubky je konstantnf. Ur&e-
te deformace trubky a teplotni nap&ti.

%) Tento tlak a% dosud brénil radidlnim posuvim.
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ReSent

V tomto prfpadd T, (x) = & + ¢x , To(x) = 0. Podle (9.17) a%
(9,19) dostaneme

dw Eh Emh
Dgwt—ww = (a+&x) (a)
a podle (9.14) aZ (9.16)
o = 0 Gyo = - Ext (& +0x)
= 0 -
" My = 0 (b)

ReSenf diferencislni rovnice (a) mus{ vyhovovat okrajovym podminkém

dw dw (e)
ac = ae =0 . °

pro X = 04ipro X = £ (vymiz{ ohybovy moment My i posouvajici si-
la Q ). ZFejm¥ bude

W) = ar{a+éx) (@)
Obvodové napét:’. plsobené tlakem 5 = Exth (a+ox)/r vy jde
Gy = br/h = Ea (a+&x) a vysledné nap&t{ bude
Gy = Gy + Gyo = Ex (arbx)- Eat(a+bx) - 0 (e)

Teplotni nap$t{ tedy v trubce nepldsobi, co% je samoziejmé, nebol teplot-
ni pole je linedrni funkci kartézskych souradnic a teplotni dilataci nic
nebrénf. ®

P#{klad 22

Trubka podle obr. 9.8 voinjmi konci je zahtdta tak, %e wvn&j3f povrch
mé teplotu o AT vy33f ne% vniti¥nf. V osovém sm&ru se pritom teplota ne-
mén{, Urlete deformace trubky a teplotni napé&tf. '

®) Zde méme na mysli libovolné kartézské, tj. pirimoZaré pravodhlé soutad-
nice. Systém soufadnic zavedeny v 9. kapitole je kiivolary, nen{ tedy
kartézsky. Shodou okolnosti viak je i v nim pribZh teploty linedrni.
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fesens
V tomto prfpedd je T, =0, T, = AT/L = konst. Bude tedy
br = F =0, Gxo = Gy = - EO(IAT'/U-IA;_)P\ a dédle

Eah®
M (0) = Mg (0) = o aT (a)

Dals{ vypolet uskuteinime za piedpokladu, Ze trubka je dlouhd, napt. ,
L > ?_)\]rh . V tom pfipadé stalf uvaZovat jen &ést reSeni diferencidl-
ni rovnice (9.18) popisujfcf blfzké okolf #ezu X = 0, toti%

Wi = & (C coafx + Cqy Aim. Bx) (b)

4| Eh ulz(« ¢
L= el Tﬁl (e)

Nezaménuj tuto charakteristickou konatantu 8 veli&inou [5 podle rovnice
(4.6). S okrajovymi podminkami

kde

dhtw oBBw
D = Mg (0) % =0 (@)

dostaneme

1 ) :
w(x) = 9_(31,1) MT‘(O) Qam(c,ogﬂx - Amﬁx) (e)
My = M, (0) €™ (con px + 40m fbx) (£)
My = /*Mx' _ (g)

Ny= En = S D0 S smp)

Q@“b
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Gy = — =7 2M + G (i.)

G‘#T‘Lh'N«&“%ﬁ zM\j +G',\3° &)

Nejvit31 absolutni hodnota napdti pisobi v obvodovém sm&ru, a to

Ex 1aT] Vi ~
&yl "—'"au-,u“"/“ﬁﬁf“) (k)

P¥{klad 23

Pro rotalnd symetrickou tenkost&nnou trubku zatifenou teplotnim peo-
lem T:(x,2) podle rovnice (9.8) navrhn&te kone¥ny prvek a uvedte jeho
vlastnosti,

Re3ent

Problém je popsén diferencidlnf rovnicf (9.18) pro prihyb W(x) ,
Prvni &len znamené elastickou vratnou sflu pi#ipadajfci na-délkovou Jjed-
notku, Druhy &len predstavuje reakci vanikajici plsobenim obvedovych na-
péti, kterd je analogickd reakci pruZnéhe podkladu u nosniki uleZenych .
na Winklerov® pruZném podkladu. Kone&nZ tieti &len (prvni &len na pravé
strand) predstavuje ekvivalentni mirné zatifeni, tj. plsobeni vndjSich
. v1ivd (vnit¥nfho pFetlaku P a teplotntho pole T ).

Je z¥ejmé, Ze \loha Je analogickéd s teorif ohybu nosniku na pruZném
pod#ladu. Budeme proto postupovat stejnd Jjako v p¥fkladu 19. PeuZijeme
aproximace '

L wix) Y = TAM] {g1 =

= [\{’1(X)|Lfm(X)|LF3(X1,Vv (X)] {q‘”q/l;@ll q'\f BIT

(a)
vatt Gy =w(o), G. =-W(0), G =W , Gy =-w(0) (Z4r-

ka znad{ derivaci podle X ), Tvarové funkce Jjsou rovnéZ stejné jako
v pFfikladu 19, totiZ T ’

Qo= A= 35 a()" e 3(D-a()?
Xt . x3 . X* x3 (b)
Yo = “X'+Q'z— T Yo = T T :
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Elastické vratné sily jsou v uslech predstavovény vektorem LK 1{4} ,
kde podle pifkledu 19 vyJjde

-

6 -34 -6 -3¢
o |0 2 e & |
K] = —7 |6 3¢ 6 % (e)

-3¢ O et

. 4

Na rozdil od p¥ikladu 19 zde méme ohybovou tuhest skoiepiny

D = EW /10 (1- ,u.”) . Nyni pljde o to, uriit jedt® vektor ekvivalent-
ni vratnym silém, které jeou dény druhym &lenem v rovnici (9.18). Ozna-
&ime jeJ { {p} (s1ly z pomyslného pruZného podkledu). Podle principu
virtudlnich praci budeme poizadovat, aby

(8417 (4o = J (5001”5 Twen don (@

tj. aby virtudlni préce vratnfch mérngych sil Ehw/ r* byla stejné
Jako virtudlni préce ekvivalentnich sil {f‘l’} o Vzhledem k rovnici (a)
odtud dostaneme podminku

L N
1841 (4} = ‘L&;}TOS AT A 1dx £a) (o)

ProtoZe variace {5@11 Je 1libovolnd, vyjde vektor reaktivnich sil
{1 = 1%1{q} (£)

kde podle rovnice (e)

)
[kl = ‘F;Tog (AT TAMIdAx =

¢ o Py YiYs Yy, i
L — o& Y2144 \P'Iq: W23 Yo gy | dx ‘
MY Yan WS Y Gy
| ful Yu'fr Quips Y

(8)
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Dosazenim z rovnic (b) vyjde

—

(456 -112¢ 8y 43¢
- 2 - ~np?
Ehe, 02¢ ye A Y

U(] = oot | 54 -3¢ 156 20 (h)
e -y 2170 4et

L -

¥ektor sil Hr—:} odpovidajici ekvivalentnimu zatiZeni ﬁ(X) podle
rovnice (9.19) vyjde ze srovnédni virtudlnich praci

L
(841 (46} = [{8w00 1T {poa} (1)

Protofe {Sw} = [A1{5g}, bude
(e} = [ TACOTER ()Y o -

¢ @00 -
- VS PO Jwt0 Loax : (3
Ya (X)
Yy (0)

Vychozi rovnice metody kone&nych prvkd mé v tomto pfipad& tvar

Crer et {gd - {fed + () + (40) x)

Do pravé strany rovnice (k) dosadime za {{-M} zé vztahu (9.16)
A5y = To M@ 0 M (0] (1)

Prvky vektoru i&u} Jsou osam&lé sfly a silové dvojice pisodbici v uzlech.
Jde o vn&jsl sily a momenty, pop¥. o sily a momenty pi‘enééené do daného
prvku z ostatnich ¥ést{f konstrukce,

ozn

Vektor {Sw}' & matice {§ (x)} za integreZnim snaménkem v rovni-
ci (1) Jesou v tomto zvlddtnim pfipad® jednoprvkové metice (matice typu
1 x 1); matice [A] Je typu 1 x 4, vektor {g} Je typu 4 x 1,



10. TLUSTOSTENNL TRUBKA

Omez{me se na pripad dutého rotaind symetrického védlce, v némZ

Jsou v3echny veli&iny ve smdru osy konsteninf a osovy posuv je nulevy.
Pijde tedy o p¥fped rovinné deformace. Na Z4dnj z obou pléstd nebudou
plsobit %4dné sfly a také objemové sfly budou nulové., Rozdfl teploty

T,(f) v deném mfetd a referen¥ni teploty To ozna¥fme T(r) . Bude
tedy T(r) =T, (r) -~ To . Jedind nenulové sloika posuvu je AL(r) ;
Je to radidlnf posuv. Prifez vdlce tvor{ mezikruif €y < { , Kdy-
bychom znali pole posuvd /AL(r) , snadno bychom z n8ho odvodili hlavni
pom&érné prodlouZeni

du VA
& = v €~ €2 =0 (10.1)

Z Duhamelova - Neumannova zékona (4.l) bychom pek dostali hlavn{ napdti ®)

_E 1- du MW
Gy = 4—7‘/“[ 1;/,, clr + ﬁ+/u r T ]
E -
GL{ - [ Mn du 1 “u o &T] . (10.2)

-2 b Aru ar * RS

Ga ‘}LLGV+Gh)_ EaT

Tato nap&t{ mus{ splnovat diferenci&lni rovnici rovnovéhy znémou z teorie
tlustosténnych nddodb a lisovanyfch spoji

A Gy
dr

(10.3)

Y +G}~-Gw=o

KdyZ do rovnice (10.3) dosadime z prvnich dvou vztehid (10.2), vyjde di-
ferencidlnf rovnice pro redidlnf posuv U (r) ve tvaru

du 1 du U 14 ar (
1 - 2 2 M ol 10.4)
at T ar oom 1- M * ar

PFitom predpoklédéme, Ze délkové roztaZnost je konstantnf, tj. Ze neszé-
visl ani na teplotZ, eni na poloméru. Kedenim této rovnice dostaneme

=) Dosadime € =0, To = O, Alternativng miZeme vychézet z rovnic
(4.3) ai (405).
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1+ r 4
ur) = LY. o S T(@gdg +Cyr + Cy R (10.5)
1-p ;

(3

,

Symbolem g jeme oznalili polomér z intervalu (av) ., 2 rovnice
(10.5) dosadime do vztehd (10.2) a integra¥ni konstenty C, , C,
uréime tak, aby radiélnf napst{ Oy vymizelo na povrchu Y = Q
inapovrchu 7T =4 , vyjde ®

Ex 1 rrar & r '
Gy = _T:F—Fi ma’ST(r)Y‘d«Y‘ -G.ST(@&O"%..\

G B 4 rf+ot ST ar+5‘f‘_() a TF‘] 6
| ?-—4—_—}7—;[—{;—- (r)r p g)Eae - (10.6)

E 2 b
Gy = q?(/J, [ {;L'ﬁq_ ST(Y')”XY.-T]

a

Je-1i tfeba, miZeme k t&mto nap&tim superponovat nap&ti vznikl4 mecha-
nickym zatiZenim (vn&j¥im, pop#. vnit¥nim redidlnfm tlekem, osovou silou).

MiZeme napi. poZadovat, aby osovd sfla ve vélci byla nulovéd. Za
podminky rovinné deformace d4vé napdtf G, podle (10.6) esovou sflu

a

o
Feax G (rrar (10.7)

' Nepﬁédbi—li‘Qe'akuteénosti tato sfla, musime Jjeji W&inek odedist. Radifl-
ni a obvodové nap&t{ se pFitom nezmdni. Osové napdtf G,, vyjde sice
op&t nenulové, ale dé4 nulovou vjslednici. Z¥ejm& bude

c [5 d
20 = %~ Ty T

Imm fTrocr T] = Ge+Gy

(10.8)

n) Tyto rovnice Jeou uvedeny ve sborniku /35/ na str. 23 s drobnymi chy-
bami,
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Toto nap&t{ plisobi v Fezech dostatednd vzddlenych od obou koncid trubky
(co znamend tato "dostetednd" vzddlenost, objesni pFiklad 24). Radidlni
posuv v libovolném misté vypodteme nejsnédze ze vztahu pre obvodové po-
m&rné prodlouZeni Ey podle (10.1l) a z Duhamelova - Neumannova zéko-
na (4.1l). Vyjde

r _
0w = ?((;q_/u@(-/;qa+ EO(T) (10.9)
Jde-1i o trubku bez osové sily, dosadime za G} hodnotu Géo .

P¥iklad 24

Ocelové trubka mé polomdry Q& = 50 mm, { = 80 mm, modul pruZnosti
E=2,10 MPa, délkovou roztaZnest o = 1,25 , 10-5 K'l, Poissonovo
&1islo /L = 0,3, Vypodtéte teplotni pnuti v ustdleném rotadné symetrickém
teplotnim poli takovém, Ze tepleta na vnit¥nim povrchu je 1a = 100 °C,
na vndj8im povrchu T, = 0 °C. Urdete rovnd% deformace trubky. Predpo-

klddejte, Ze se teplota ve sméru osy trubky nem&ni a Ze je trubke rela-
tivné velmi dlouhd, tekZe se v mistech dostateZn® vzdédlenych od obou kon-
cd zachovévé rovinnost prirezd. Osovéd sf{la nepisebi., Odhadndte té% defor-
macl a napjatost v okolif koncl trubky, kde p¥edpoklaed rovinnosti priireszd
neplatif,

ReBent

Za prirozeny stav t&lesa zvolime ten, p¥i némZ neplsobi %4dné za-
ti%enf a teplota je v celém t&lese rovna O °C. V ustéleném rotadnd sy-
metrickém teplotnim poli je T/?t = 0; rovnice (6.1) d4v4

- dr t adrT

T e gm v ar 70 (2)

Teplota T (r) vyhovuje okrajovym podminkém

Tla) = Ta T =T, =0 (b)

ReSenim rovnice (a) s okrajovymi podmfnkemi (b) dostaneme pro pribdh-
teploty vzorec ’

I (¢r)

T Ta. In (4a) ()

- 83 =



Tuto funkeci nyn{ dosad{me do prvnich dvou rowvnic (10.6) a do rowvnice
(10.8). K tomu budeme pot¥ebovat vyredit integrdly

&
$rtmear = (St - 50008 - 4 (606 -ottma)- § (609
19

Sref/vugotg = L (Fmr - & o) - (- )

V3imneme-1li si, Ze konstantni teplota nemé na teplotnf{ napét{ vliv, sta-
&1 do rovnic (10.6) a (10.8) dosadit pouze

Ta,

T*r) = ___—lm(lrla) Inr (a)
S oznalenim
& & ‘
B == X = = (p2x21) -
dostaneme
' EOLTa &M( N
(B =- 1 (1- ) [ =
¥
. EO'.Ta. [lmx 1 X1+1 1 (e)
w-,n A1 .
EO(Tq, Q.(/Vb)( { 2
G = — +
20. 9.(1-/4.) [ or-14 ]
Pro dané thpoty vy Jjde
B, _ 2,5.1200 250 80, 16
1(17u) 2. 0,7 - 1,4 ' & 50

Prib&hy napdt{ vypoltené z rowvnic (e) jsou zakresleny na obr. 1l.
Radidln{ posuv na vndj3im polom¥ru vyjde podle (10.9)

80 . )
w(¢) = —— [ 15,0(1-0,3)+0] = 0,042 mm

2 ., 10°



OBR.11

e na vnit¥nim polom#ru
50 .
w) = —— [ -206,14 (- 0,3) + 250 ] % 0,026 na
2 .10

Tyto posuvy jsou mélfeny od polomérd obou povrchi, které zjistime pii
teplotd O O¢. Kaybychom je vztahovali k pokojové teplot& 20 °c, vy8lo by

w(6) 20,022 am ala) = 0,014 mm

Napét{ ©2 neddvd sice Zédnou vyslednou sf{lu, ale je u vanit¥nfho pléstd
tlakové a u vn&jSiho pl4sStd tahové. Na Zelech ve skuteZfnosti neplsobf.
Napjatost v okolf komcl trubky tedy dostaneme, kdyZ k nap&tim vypoltenym
podle rowvnic (e) pripo¥teme napjatost zplsobenou napitim ©3z0 , pFipoje-
nym na obou Zelech s opalnym znaménkem. Posoudime tuto "poruchu” redenf
(e) podle teorie tenkych skoFepin, jeZ oviem bude platit jen pFibli¥né.
SkoFepina mé totiZ stPednf polomdr 7o = 65 mm a tloustka stény h =

= 30 mm, nenf tedy nijak "tenkost&nnd". Na okraji této skorepiny mnqiﬂ;
pFipojit radidlnf ohybovy moment (plsobfc{ teh na vnit#nim a tlak na wvnéj-
5im povrchu) o velikosti )
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\ b
Mo = & S(o"w(r) rrolr =

o
ExT, a3 [ s -}
- Yo Gous (o+4 (£)

Po dosazeni &{selnych hodnot doatanene Vh% = 25 926,85 N. Linearizova-
né ohybové napbtf je pak G, = _F_ Mvo = . 25 926,85 = 173 MPa.

Toto nap&t{ miZeme porovnat s extrémnimi hodnotami ©3;, na obr. 11 (s na-
p¥tim 151, resp. 206 MPa),

Oznalme charakteristickou délku skofepiny A . Pro /L = 0,3 je
A = 0,78 WE;- = 0,78 “ 65'. 30 = 34,44 mm. Vliv okrajové poruchy za-
séhne do vzddlenosti asi 35 od okraje trubky, tj. do vzddlenosti asi
100 mm. Radidlnf posuv na okraji skofepiny pisobeny ohybovym momentem
Myo VvyJjde (podle /17/, str. 230)

0 vt 2 .65 .25 926,85
Mo = — MVD = = _0,031 mm - (8)
Eha 2.10% .30 . 34,442

Tento prihyb se rychle zmenduje, vzdalujeme-li se od okraje trubky, a¥
ve vzddlenosti asi 100 mm prakticky vymiszsi. Radidlni posuv na vné jsim
povrchu trubky, mdfeny od pFirogeného stavu pfi O °C, je tedy na koncich
trubky celkem 0,073 mm a v mistech vzddlenych od okrajd vice neZ 100 mm
Jen asi. 0,042 am,

Podle teorie tenkych skorepin miZeme pribli¥n& vypolftat i pribéh
ohybovych momentd, a tim i prdb&h rudivého nap¥ti, které by bylo tieba
superponovat k hodnotdm vypoltenym z rovnic (e), abychom z{skali pribli¥-
nou piedstavu o nap&tich pobl{i% koncl trubky. To ponechdvdme &tendii,

11. VOLNL DESKA S PRICNE "PROMENNOU TEPLOTOU

Na obr. 12 je znézorndna deska o tloudtce 2h s libovolnym obrysem.
Predpokldddme, Ze nen{ zatiZena ani podepifena. Teplota se v ni méni pouze
v zdvislosti na soutadnici 2 , takie teplotni rozdfl | méleny od refe~
renin{ teploty bude



¥x

X
Yy
OBR.12
T = T x (11.1)

UkdZeme, %e teplotni napjatost a deformaci dosteneme velmi snadno semi-
inverzni metodou. Budeme predpokléddat, Ze

Gy =0 Tay =Tys = Tex =0 (11.2)

Jediné nenulové sloZky napiti jsou tedy 6y a G} « Odhadneme Fe3eni
ve tvaru

6y = Gy = {(2) "(11.3)

a pokusfme se nalézt funkci f(E) tak, aby byly splnény viechny potFebné
rovnice a okrajové podminky. .

Rovnice rovnovédhy (6.15) jsou z¥ejm& splnny identicky. Ze Sesti
rovnic kompatibility (6.19) jsou spln¥ny stejnym zpisobem ti¥i. Zbyvajfel
t#i budou spln&ny jen tehdy, bude-li platit diferencidlni rovnice

o E
—= L@ +%T(a)] -0 (118

- 87 -



ReSenim sfskéme funkei f(z2) , @ tim i napdtf Gy , Qﬁ? _podle vzta-.
hu (11.3). Vyjde

Ex

=

G'x = G"\* - T(i) + Cl + clz (11.5)

Z podmfnek (11.2) vyplyvé, Ze licni povréhy desky jsou bez nap¥tf. Vdlco-
v} pl4st desky vSek miZe byt bez napit{ jen tehdy, bude-li tam Gy = 0,

6y = 0. To by vyladovalo, aby 1(2) byla linedrnf funkce. Pak by by-
lo napét{ nulové vlude. V jiném pfipads nebude vélcovy plési bez napsti.
. Lze v3ak pofadovat, aby na okraji desky byly nulové vyslednice, tj. nulo-
vé normélovéd s{la a nulovy ohybovy moment. Tehdy musi platit tyto dvé

podminky: .
v ’ ' W

éGx(a)otz =0 S t G, (2)dz =0 (11.6)
- W

ProtoZe platf (11.3), budou obdobné rowvnice splndny i pro nap¥t{ G& .
Z podminek (11.6) vypodteme integra¥n{ konstanty C1 ’ Cl . Nakenec

vy jde

W

Ex A 32 v
o [-T®) + _ﬂ‘_éTmm + 'ﬁ;é 2 T(2) az ] (11.7)

G" - G‘,":

: Tak~3bie dostali reSenf dané dlohy s tim omezonim,.te okrajové podminky

splnujeme na obvodu desky pouze v globélnim smyslu (okraj neni sice bez

napét{, avi3ak tato nap&tf ddvaji nulovou vj§slednici a nulovou vyslednou

dvojici). Tato "porucha” v3ak zasahuje ve smyslu Saint-Venantova princi-
pu pouze blfzké okoll okraje desky (asi do vzddlemosti 2h ).

Rovnici (11.7) miZeme zapsat jednodufeji, zavedeme-li oznadeni

h

N, = Ex ShT () dz M, = Ea Si T(z)dz (11.8)
-k e . -h



Gplné reSenf pak vypadd takto:

Gy = &y = ___[ ~X ET(2) + %N pﬁxmf]

Tx&:'t.d%'!rw‘o

32
= By E I—’Lh Nr + 3 M (11.9)

Ep—%—[% Nr * Qh"‘M ]*_’&“Tm

Pro posuvy dostaneme (a% na mo¥né piremistdnf desky jako tuhého télesa,
které miZeme superponovat)

1
@ =5 L Nt 5 Ml

1 32
o= —%—[—ﬂ; Ny + 23 My (11.10)

LlhaE (X""f"f") (1 /OE [(11’/& OLE ST(%]az— .L.Nr

""f%; Mr ]

P¥{klad 25

Vypoltte pretvoreni tenké desky o tlousfce 1h , m&nf-1i se teplota
napf{& deskou linedrné.

Heden{

Teplotu ve st¥fedni ploSe desky zvolime za referenéni, takZe bhdone
potitat s rozdilem teplot

T = az (a)
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AT
kde O = - AT je rozdfl teplot obou povrchd, tj.

AT = T(h) - T(-h) (b)
V tom pi{padd vyjde
H .
Ny =0 M = «Ea | #ds = SoERAT ()
"

¢
Podle (11.10) vypo&teme posuvy. Vyjde

X 22 4 JEWAT - R T

E 2h? 2 2h
- 4E
A o aaT
(a)
oL AT 1 1 2
= o (Xt 2D
W o (x"tn

Nap&ti jsou vesm&s nulovi.

Tyto vysledky zkontrolujeme je3t& pFimym vypoltem. Oznadme polom&r
kfivosti stiednf plochy R (obr. 13). Pomdrné prodlouzeni zpldsobend
zkFivenim do kulové plochy jsou

2z
8)( = EH = T (e)

ProtoZfe napdti jsou nulovd, musi byt

oA AT
o

81‘84;‘0(T= (f)

Srovnénim (e) a (f) dostaneme pro
k¥ivost st¥fedni{ plochy vzorec

{ AT (g)

e et vm—

R = Tan

Na druhé strand musi podle (d) pro
OBR 13 malé deformace plati;t, Ze
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Ao Vw o Qw ol (h)
I T My 2h

Shoda obou vysledkt je z¥ejmd. Krom& toho musi platit, Ze

M _ okaT v £ & AT (i)
I = Ex T Tgp 2 VR B T

Také t&mto rovnicim Fedenf{ (d) vyhovuje. Kone&n&
ol AT e
= E% = o(AT = W 2 (J)

D2

coZ rovné% plati.

12, VLNEN! V_TERMOELASTICKE TYEI

V této kapitole se vrdtime k piedstav® tenké homogenni termoelastic-
ké tyge, z které jsme vychdzeli p#i odvozovdni zékladnich fyzikdlnich
vztahl ve 3. kapitole. Tato predstava je vyhodnd proto, %e se zmen3{ po-
%et nezdvisle prom®nnjch na dv& - na prostorovou soutadnici X a na %a-
sovou soufadnici t . Tentokrdt se budeme zabyvat SiFenim harmonické
vliny v ty&i, v ni% existuje termomechanickd vazba. Ty& je od okol{f te-
-peln& izolovédna, napjatost v n{ je jednoosd. To znamend, Ze nic nebrdni
pri&né kontrakci. Setrva¥né sily plsobené p¥i&nym pohybem vZak zanedbéme,
coZ znamend, %e se omezime jen na pfipad velmi tenké tyde.

Zcela obdobn& bychom ov3em mohli probirat p¥ipad podélné vliny 8 ro-
vinnym &elem, kterd by se B{Fila izotropnim, homogennim, nekone&nym termo-
elastickym prostiedim. V n&m by byly p*i&né posuvy nulové. Dal3{ piipad,
totiZ 3{¥en{ smykové vlny, je nezajimavy, protoZe se pii n®m %4dnd termo-
mechanickd vazba neuplatnuje (zm&na objemu je v prvanim pFibliZenf nulovd).
Zistaneme vZak jen u prvého z uvedenych pi¥ipadl, tj. u podélného vlndni
v tenké termoelastické tyl&i.
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Dosadime-1i do rovnice (5.21) za ¢ hodnotu

' ?
€ = Bk Eyt £ v £ (A 7./4)-‘-(,1-2/(4)73—“[ (12.1)

a za 1}66 poloZime

*T
1346 = _5;T (12.2)

vyjde s pouZitim (4.6) tato parcidlnf diferenciédlnf rovnice popisujic{
termomechanickou vazbu:

< M X "
BT o7 v Qo ~ & 7z =9 (12.3)

Rovnice rovnovédhy (6.15) dé v naSem pi{padé

% Ly -0 “(12.4)

x X
‘Za napé&t{ G% dosadime z Duhamelova - Neumannova zdkona

' ?
Gy ~E [ & -a(T-To)]=E[ -,—;% —a(T-T)] (a5

a za objemovou sflu X* vezmeme setrvalnou silu

Yu
Xy =-0 3¢ (12.6)
Dostaneme
P, aT Pu
EW—EP(W ~Q0 3¢ "0 (12.7)

Rovnice (12,3) a (12.7) jsou székladem celého FeSenf{. Platl pro dv¥ nesé-
visle prom#nné 4 (x,t) , 7'(x.f) o ProtoZe zmdny teploty budou nepatrné,
dosadime do prvaiho &lenu na levé strand rovnice (12.3) | = To = konst.
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Bude tedy
Tu T T

EotTo 5ap +QCr 75 4 3 =0 (12.8)

Tim jeme dostali dv& linedrni diferencidlnf rovnice (12.7) a (12.8).
Pokud nenf & = 0, jsou obd rovnice vsdjemn¥ vézané,

Harmonickou deformadnf vlinu v ty¥i popiieme rovnici

& = Uocon (wt-ax) (12.9)

V urditém *ezu X = konst., se posuv {i minf v sse harmonicky & kru-
hovou frekvenct W a s periodou 2X /W ; frekvence kmitd je tedy

{ = w/ixr . V urditém okamiiku (v zastaveném tase) se deformaini vline
Jevi jako sinusovka s délkou viny | = 1F/a . Velidina @ Je vlne-
vé &1isle, U0 Je amplituda. ~

Vychylku /4l danou rovnict (12.9) lze ziskat jako primét vektoru
$

Mo © délce || = 4o , kter§ sviré se sourednicovou osou ihel
Y = wt-ax (obr. 14). Polohu vektoru Ao mdZeme popsat pomoci

Jmur

OBR. 14

’ -
komplexni prom&nné v Gaussovd rovind, Koncovy bod vektoru o mé soured-

nice Ao COAY ,  AoAwyY . V tom pfipadd predstavuje posuv L
podle (12.9) pouze reédlnou &4st komplexniho &1isla

A

Mo Leon (wt -ax) + ¢ M (Wt -ax)] =

(12,10)
s(wt-ax)

Mo €
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kde M, 2zna&f modul tohoto komplexntho &isla a Ghel ((Ot"a;) Jeho
argument., Jinymi slovy, Sifeni deformadni vlny bude popséno reélnou
84st1 komplexntho &fsla A ‘podle (12,10). Podobn& popifeme i tepelnou
vlnu, Oznadfme rozdifl teplot T - To = T , coZ bude redlnd &dst
komplexnfho &isla

T = Ty g iiE =B (12.11)

Abychom postihli i eventudlni fé4zovy posuv mezi ob&ma vlinami (mezi de-
formadni a tepelnou vlnou), piipustime, Ze &fsle T, miZe byt komplexni,
oviem konstantni,

Vyrazy (12.10) a (12.11) dosedime do rovnic (12.7) a (12.8). Abychom
zépis zjednodusili, dosedime pritom

: < (wt-ax)
T = To +T =Ty + To € (12.12)

a budeme pametovat, Ze z komplexniho &isla T né fyzikdlni vyznam teplo-
ty Jen jeho redlné &4st. Podebn& skutedny posuv ve sméru soutednicové

osy X Jje Jjen redlnou &4sti komplexnihe &fisla U (12,10). Za té&chto
predpokladd bude napt.

" {(wt-ox) B

’D_)l::‘: == a:L‘U.o ¢

'?;x;;’ - w',’u'o @c(wt*ax) ’ (12.13)
aw (Wt -ax)

VY =awe e

a obdobnd
9T . < (wt -ax)
W Lo To €
2T ) ¢ (wt-ax)
pbt - ‘L(U To @
) ( ) (12.14)
L (wt-ax
_?I. = -a'T, Qt
x> -

Je zfejmé, Ze se po dosazeni t&chto vyrazd do rovnic (12.7) a (12.8)
exponencidlni funkce zkréti, Zbude soustava dvou rovnic pro dvé prom¥nné
Ao ,'L’o '



2 " ' -
(ow*- EaM o + ¢ (Eata) T, =0 ol

(ETo wo) o + (Ad+Agcyw)To = 0

To jsou dv& linedrnf algebraické homogenni rovnice, jeZ maj{ netrividlni
feSeni jen tehdy, je-li determinant soustavy nulovy. To znamend, Ze

(@'~ Ea) (A0 +{Qeyw)-i(ExTowa)(Exa) = 0 (12.16)

Netrividlnt FeSeni ve tvaru (12.10) a (12,12) miZe existovat jen tehdy,
plati-1li (12.16).

Probereme nékteré zvlédtni p¥ipady. Je-1li teplotni délkovéd roztaZ-
nost K nulovéd, vymiz{ termomechanické vazba. Pro AL, = O dostaneme

podle prvé z rovnic (12.15) podminku QW"- Ea® = 0, z &eho%
-t \i LI
a. = w E - i CE (12017)
kde

-\ E 12,18
e -1 e

zna¥1l postupnou rychlost elastické podélné viny., Pro & =0, T, + O
d4 druhd z rovnic (12.15) podminku A o’ + £Q Cy W = O, Odtud vypolteme

@ =t (1-¢) \;S—fﬁﬁ (12.19)

Vlinové &islo zde vy3lo komplexni; to znamend, Ze nepijde o prostou har-
monickou vlnu, ale o vlnu tlumenou. Oznalme

A = gc'\rw

X . (12,20)

Pak @ = t(4-4) A ; po dosazeni tohoto vyrazu do vztahu (12.11)
dostaneme
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v(wt ¥ Ax) gFAx
T =T, ¢ e (12.21)

To jsou zrejm& dv& stejné viny opadnych smysld. Pro vlnu, kterd se 31#{
ve smiru kledné osy X , platf{ horn{ znaménko, nebof emplituda vlny bu-
zené v poldtku souradnic se nemiZe donekone¥na zvét3ovat. Dolni znaménko
plati z téhoZ ddvodu pro vlnu, kterd se 81#{ proti klednému smyslu osy X .

Fédzovou rychlost tepelné vliny dostaneme, kdyZ budeme sledovat zm&-
nu polohy bodl se stejnou fdzf = wt - Ax viny ze %as dt . Pro
Y = konst. dostaneme wdt-Adx = 0 a edtud u% vyjde rychlest Cr

tepelné viny ve tvaru
dx W Q LAw
CGr = aE - A" QCy (12.22)

Tepelnd vlna rychle deznivéd. Kdybychom hodnotu e'3 = 0,0498 zanedbali
proti 1, mohli bychom prohlésit, %e tepelnd vlna buzené v poldte¥nim
prifezu X = O vymiz{ ("dozni") uZ ve vzddlenosti -

3 18 A
L =5 6 ey 0 (12.23)

Délka viny p¥itom Je

L = ir_ 81U ‘
A \l 0y (12.24)

To znamend, Ze tepelnd vlna prakticky vymizi uf ve vzddlenosti rovné
asi polovind vlnové délky, nebof

\l'_'ia_
L= L Y gz

= 0,477 L (12.25)

ProtoZe Jjsme zenedbali termomechanickou vazbu, jsou ob& vlny, de-
forma¥ni i1 tepelnd, nezédvislé. Rozkmitdvéme-li tedy poldteini prifez ty-
e X = O s amplitudou osového posuvu Uo , bude se od tohoto mista
B1¥it elastickd vlina s posuvy popsanymi rovaict (12.9). Bude mit ve viech
prifezech ty¥e konstantni amplitudu (obr. 15 a). Rozkmitdme-1i miste toho
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0l 1 23 45 6 7Ax

OBR.15

v poddtednim prifezu teplotu tak, Ze amplituda -teplety v prifesu X = 0
bude T, , bude se amplituda zmén teploty se vzddlenosti{ od poZédtku velmi
rychle zmenSovat (obr. 15 b). Posuvy budou p#itom nulové, nebo¥ délkovéd
roztaZnost Je nulovéd. Tvar vliny je na obr. 15 vyznafen plnou &é4rou, pri-
b&h amplitud je vyznafen &arkovand,

UvaZujme nyni o p¥ipadu tyZe s nenulovou délkovou roztaZnosti, tedy
s termomechanickou vazbou, ale s nulovou tepelnou vodivost{ M\ . Dosadi~
me-1i do rovnice (12.16) A = 0, dostaneme po upravd

E'a? To *
( 1
Quw'-Ea ey - @26

Aviak Cy = Ce » E = ET . x) A} ET dosadime na levou stranu
(12.,26) z rovnice (3.23) a dostaneme

%) Srovnej rovnice (3.19) a (5.14).
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Qw‘b - EAO;L (12.27)

To je zcela logicky vysledek. Je-li tepelnd vodivost A nulovd, jsou de-
formace ty&e izoentropické. Deformadni vlna je netlumend s fézovou rych-
lostf | EA/Q « Z jedné nebo z druhé z rovnic (12.15) pak vyjde

EaT,
QC«r @ to

To = -1 (12.28)

Tepelnd vlna je tedy fdzovd posunuta o vhel - T/2 . Uvddomime-1li si,
%e pro pomdrné prodlouZeni dostaneme derivaci vztahu (12.10) zdvislost

o . L(wt-ax) “wt-ax)
E=W =~Lauae "‘EOQ ' (12.29)

miZeme rovnici (12.28) prepsat do tvaru

ExTo )

T om———
0 0 Cr (12.30)

Tento visledek lze porovnat se vzorcem (3.19). Je zfejmé, Ze tepelnd

vlna odpovidd izoentropickému roztahovédni, pop¥. stlalovéni tyle. Proto-
Ze tepelné>VOdivost Je nulbvé, nedochéz{ k disipaci energie vedenim tepla
.a cely d&j je-konzervativni.

Pristoupime kone&n¥ k rozboru obecného pripadu. Upravou rovnice
(12.16) dostaneme

A 2
(- S v S ) w0 St w0

LW LW (12,31)

To je vztah mezi vlnovym &fslem & a dhlovou frekvenc{ W . Pro danou
frekvenci W vypo¥teme odtud obecn® komplexni koreny Q. a z kterékoli
z rovnic (12.15) pek ur&fme pf{sludny pomdr To /U, . UkdZe se, Ze obecn¥
vzniké dtlum elastickych vln zplsobeny vyrovnédvdnim teplot (vedenim tepla).

Rovnice (12,31) je bohuZel &tvrtého ¥4du. MiZeme ji zjednodudit, uvé-
domime-1li si, %e v krajnich p¥fpadech plat{ bud (12.17), nebo (12.27).
Hodnota Q"E/w® se tedy nebude pFflis 1i3it od hustoty @ . Rovnici
(12.31) mdZeme proto nahradit vztahem
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Quw* . Ece R -
(aF - = 1+ 0 5)e + 0 i =¥ (12.32)

Predpokldde jme, Ze soufin AW bude mnohem men3{ neZ Ecor . Pak
1ze jednifku v druhé zévorce zanedbat. Zbyvé

Eol'T, ) - Qu®

T

To v3ak je rovnice (12.26), z ni% plyne (12.27). To zneamend, %e pro ma-
1y soudin AW je elastickéd vlina velmi p*ibliZné& izoentropickd a dtlum
velmi pFibliZn& zanedbatelny. Dostdvéme kvazielastickou vlnu.

Je-1i tedy Aw <« Ecy. , jsou tepelné vliny s thlovou frekvenci W
mnohem pomalejS8{ neZ elastické vlny o stejné Uhlové frekvenci a vyslednéd
vlina je prakticky izoentropick4. !

Bude-1li naopak AW >> Ec, , budeme moci v druhé oblé zévorce rov-
nice (12.32) zanedbat druhy &len. Pak dostaneme

2 2
Qw . BTy
(a*- E )Q Ve a* =0 (12.34)

a odtud

E'Lo"l. TO ) Q w‘L

ot (1+¢ A E (12.35)

Pokud je druhy &len v zdvorce (12.35) v absolutni hodnot& maly, miZeme
pou%it vzorce

(1re) = 1-7€ (lel<<1)
Po snadné \pravé dostaneme
Q . EWT
Co*(uE (1-¢ l@xw) (12.36) .
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S touto komplexn{ hodnotou dd4véd rovnice (12.10) tlumenou vlnu se stejnou
fézovou rychlost{, jakou mé izotermni vlina [ rovnice (12,18)] ; amplitu-
da se na vzddlenosti jedné vlnové délky zmensfi v pomdru Qo‘ : 1, xde

BT,
A

" T oiw (12.37)

Vzorec (12.37) byl odvozen za piFedpokladu, Ze AW >> Eco a ze ’0‘«1 2

Vliny jsou tedy prakticky izotermické, coZ je zplsobeno tim, Ze te-
pelné vliny jsou v daném pFipad® rychlejs{ ne% elastické a vedou k vy-
rovnén{ teplot. Z4roven vdak odné3eji energii, coZ mé za ndsledek uWtlum
elastickych vln,

Je pon&kud paradoxni, Ze p¥i dané nenulové tepelné vodivosti jsou
vysokofrekvenéni vliny izotermické a nizkofrekvenini vlny izoentropické.
Nezapomenme v3ak, Ze pfi velké dhlové frekvenci kmitén{ vznikd i velky
teplotnf gradient (nebo lépe velkd divergence tohoto gradientu).

Shrneme-1i uvedené poznatky, pak o povaze vlndni v termoelastické
ty&i roghoduje charakteristick4 udhlovd frekvence

Bty
.. (12.38)
= X

Je-li WK W* , jsou vlny kvazielastické, tj. prakticky izoentropické,
se zanedbatélnyn tlumenim. Tak je tomu u kovovjych materidld, u nich% vy-
chéz{ w¥= 1012 az 10 871, Je-1i naopak W>> W*, jsou vliny tlumené,
'prakticky izétermické. Toto tvrzent plati pro materidl s 1dealizovanyn1

termoelastickymi vlastnostmi. Vnit¥n{ dtlum materiélu v3ak miZe souviset
i s jinymi fyzikdlnimi jevy, které jsme do svych dvah nepojali, s hete-

rogenitou mikrostruktury aj.

Oba popsané krajni pFipady, tj. vlny kvazielastické i tlumené,
jsou podle predpokladu adiabatické, nebot ty® je izolovédna od-okold
adiabatickou st&nou. Proto je tfeba ndzvoslovné rozlisovat procesy adiaba-
tické od procesl izoentropickych; tento rozdil se nékdy nesprédvnd® zaned-
bévé.

Podrobn& j8{ vyklad o mechanickych vlnéch v prostied{ s rdznymi ry-
zikélnimi vlastnostmi obsahuje /26/.
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PFiklad 26

Vypoldtéte charakteristickou dhlovou frekvenci w* pro ocel, pro

nix € =2,1 .10 Pa, Cy» =4600 kgt K, A =s0wamlxl,

Redent

ProtoZe v3echny velidiny jsou uvedeny v jednotkdch SI, stalf je do-
sadit do vstahu (12.38) bez daldich uprav. Vyjde ' :

2,1 . 1011, 460
40

W = 2,415 . 10'° o71

To odpovidd kmitodtu {* = W*/IT i 3,84.10'! Hs = 384 GHs.

P¥iklad 27

Pro ocel z pfikladu 26 vypolt¥te rychlost 3ireni elastické, pop?F.
tepelné vlny o kmitotu { = 100 Hz, resp. 1000 Hsz. Hustota oceli
Q = 7865 kg 3'3. Vina se 31{F{ tenkou tepeln¥& izolovanou tyf.

Redent

ProtoZe se izoentropicky a izotermicky modul pruZfnosti v tahu - tla-
ku navzéd jem nelisSf o vice neZ asi o dvé promile (viz pitiklad 6), neszédvis{
rychlost elastickych vln prakticky na jejich frekvenci a je

I
2,1 .10

c =B = - —— 25167 m 8™}

E ¢ 7865

Rychlost 3irenf tepelné vliny je dédna pribli¥n& vztahem (12.22). Pro
} =100Hs je W =1%f =2 T . 100 % 628,32 8”1 a vzorec (12.22)

a& .
2 .40 . 628,32 , 1
g ™ =21,45m s
7865 . 460
Pro frekvenci f = 1000 Hz vyjde obdobn& (. = 67,83 m s-1,
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13. TECENT KOVU ZA VYSOKYCH TEPLOT

Za pom&rn& vysokych teplot, presndji v rozmez{ asi od % do %
absolutni teploty tédni kovu, nastdvd pozvolnd trvald deformace oznalova-
nd jako tedeni. x) ProtoZe se tohoto ndzvu d¥ive pouZivalo i pro plas-
tické deformace za normdlni teploty na mezi kluzu, pouZivd se nyni radé-
ji oznaleni "creep" (z angl. creep = plazeni). Vlivem tohoto creepu se
méni rozmé&ry zatiZené souldsti; napr. ty& zatiZend stdlym tahem se
pozvolna prodluZuje, prim2r potrubi zatiZeného vnit¥nim pFetlakem se
zvétSuje apod. Je-1li naopak poédtefni deformace udrZovédna konstantni,
klesd zvolna polédtedni nap&ti, tj. nastdvd relaxace. Tak tomu zhruba je
u predepjatych éroubﬁ, které za vysokych teplot pozvolna ztrdceji podd-
tedn{ piedpéti. .

Abychom oba jevy objasnili, pfedstavime si prizmatickou ty& namd-
hanou tahem (obr. 16). Délka i priifez tyfe se budou s Zasem m&nit, bude
tedy

.TF L= 4(+) A= ALY (13.1)

ProtoZe tyto deformace nebudou malé, zavedeme
elementdrni pom&rné prodlouZeni{ A£ definiecl

oy . a¢ 1 ae o
=\ T LT Tak (13.2)
%W\A(t)
‘ : - ~ Integraci dostaneme logaritmickou deformaci
lF . L '
e =In (13.3)

OBR. 16

‘xde 4 = £(0) 2zna¥f poldtedni délku tyle.
Podobn& ozna¥fme Ao = A(0) poddtedni plochu
prifezu. ProtoZe zm¥nu objemu mdZeme p¥i velkjch deformacich zanedbat,
bude: AL = Aolo . Tedy také

€ <Im 5 (13.4)

%) Taje-1li napi. n¥kterd ocel p¥i 1400 °C, jde o teploty od 285 °C do
683 °c.

- 102 -



Budeme sledovat prodlouZeni ty&e naméhané konstantnim nap&tim ¥ .
To oviem vyZaduje, aby se zat&Zujici sila F ménila podle zékona

Aoto
Fb) =@A) =@ -7 (13.5)

ProtoZe jsou tyto zmEny pozvolné, méme p¥i pokusu dost Easu na to,

abychom potfebnou zm&nu sily F nastavili; spojitou funkei F‘éf miZeme
pfitom - bez vyznamné nepfesnosti - nahradit funkeci stupnovitou. Vysle-
dek pokusu znézornuje obr. 17. PPi konstentnim napdti @ = @4 vzroste

OBR.17

na polétku zat&Zovdni logaritmickd deformace ndhle o hodnotu G, /E &
co je elaestickd deformace OA . Jak se snadno presvédéime, je-li

l¢l & 1, nenf t¥eba rozliSovat logaritmickou deformaci od pom&rného
prodlouZen{. V dal3f f4zi zistévéd napé&ti konstentni, ale deformace roste.
Jeji rist se Zasem zpomaluje (oblouk AB), a% se ust4lf na konstantni de-
forma&ni rychlosti ( dl¢ l|dt = konst., uysedka BC ). Ke konci zkoudky se
deformace za¥ne zrychlovat (oblouk CD ), a% se v bod® D ty& kone¥n¥
pfetrhne.

Zati#{me-1i ty& napdtfm ©2 > O1 | probfhé zkouska obdobnd, ale po-
psané useky jsou krat3f. Prvn{ tsek AB je oblast primérniho creepu.
Druhy usek BC je zpravidla nejdeldf, je to usek sekunddrnfho creepu.
Konedn& treti usek CD je tercidrni creep.

3

Chovéni{ v&t3iny kovd dob¥e vystihuje linedrni zdvislost E(¢)
charekteristickd pro sekunddrni creep. Zdvislost na napé&ti G vsak Je
nelinedrn{ a je moZné ji popsat mocninovym vztahem. Tak dostal F. H. Norton
/27/ empirickou konstitutivni rovnici pro creep ve tvaru
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de " (13.6)
A = e |

2de Lk , M jsou materidlové konstanty (zdvis{ pouze na materidlu a na
jeho teplot®). PFi reSenf praktickych dloh se predpokléddd, %e Nortoniv
zékon (13.6) plat{ v celém rozsahu, prilem? nejen logaritmickd deforma-
ce & , ale i napdtf & jsou funkcemi Zasu. Jen z¥fdka se pFihlf3{f,

a to jen pro jisté rozsahy napé&ti a teploty, k odli3nému prib&hu primér-
nitho creepu /3Y/, /14/, /19/.

Jak ukézal Bailey /2/, probfhajfl creepové deformace za podminek
konstantniho objemu a nejsou ovlivndny hydrostatickym tlakem. Odquist
/29/ zobecnil Nortondv zdkon pro p¥ipad ti#fosé napjatosti tak, aby se
hydrostatickd %dst napjatosti (aritmeticky primér normdlovych napétf)
na creepovych deformacich nepodilela. Navrhl vztah

A o

—d'—;i = §(G’€)A4a (13.7)
kde

G, = \5-?,1—/5;,- 84 - (13.8)

a s pFihlédnutim k rovnici (13.6)

Mm-1
AR _3{ 4.6, (13.9)

Zde G, je ekvivalentni napiti odvozené z druhého invarisntu devidto-
ru napjatosti bca' = G’,;a' - % Cee o ‘

Rovnice (13.7) je obdobou Misesovy rovnice pro plastické tedeni,
av3ak 8 tim rozdilem, Ze Zas t zde nenf pouhym parametrem, ale nezé-
visle prom¥nnou. Zdkon normality se vztahuje k plochém Ge = konst. Pro
jednoosou napjatost prejde rovnice (13.7) do tvaru (13.6), co%Z ukéZeme
v pi{kledu 28.

Materidlové konstanty'ibﬂ, m v Nortonové zdkonu (13.6) nejsou ve
skutelnosti zcela negdvislé na velikosti nap&tfi. Logaritmovédnim vztahu
(13.6) dostaneme rovnici

de
log (i) = Loge + m loge’ (13.10)
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Kdyby byly 4, , mv skute¥né konstantni, ',jeviia by se rovnice (13.10)
ve znézorndni na logaritmickém papiru jako piimka. P¥{klad jedné takové
zévislosti je zakreslen na obr. 18 (podle /19/). Je ziejmé, Ze k ples-

| o 110
1007

[MPa]) 90-
80-

70 +

60-

50T

40 + f 1 }
-5 -4 -3 -2 ~1

10> 107 100 10° 10 1
deldt[h ]

OBR.18

-l

né j8{mu vypodtu by bylo tieba pouZit dvou primek, jejichZ konstanty L ’
W by se pondkud 1liSily. Zpravidla toho v#ak nebjfvd tieba.

Nastdvéd-li zéroven creep i elastickéd deformace, plat{ mfsto (13.6)
obecn& j3{ vztah

de { de m

Vztahy (13.6) a (13.11) platf pro © > O (tahové nap&tf{). Kdyby &lo ﬂ
o tlak, bylo by tieba do vzorce dosadit absolutni{ hodnotu napét{ a u rych-
losti deformace zm&nit znaménko.

' Typickym pFi{padem, kdy nelze elastické deformace pFi creepu zanedbat,
Jje relaxace Zroubovfch spoji. Necht je dédno po¥dtedni napé&t{ ¢ = Eegs.
~anecht € = € = konst, Pak dg/dt = O a integract (13.11) vyjde

G'-ML ™ - (ML EL (13.12)
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Tato rovnice dovoluje vypolitat zdvislost G(t) , tedy pokles predpé&-
t{ Sroubu v zdvislosti na &ase.

Zabyve jme se ddle creepem tyfe o polédtelnim priirezu Ao » kterd je
zat{%ena konstentnf silou F . Z rovnice (13.5) dosadime do (13.6)
a budeme mit '

de 1 U

T SR (13.13)
Derivact (13.4) dostaneme

) !
OCQ = e T (13014)

takZe

m-4 dA o (13.15)

- G = &F '

Ménf-1i se &as t v mezich 0 <t £ ¢, a prirez A v mezich

~

Ag > A> Ayr = C, dostaneme integraci

¥ ek m (Ser
- S AT dh =4 F S at (13.16)

Ao 0

kritickou dobu Z%ivota (Zivotnost)

A m 1 1
0

4
w o BF™ m

Tento vzorec upravime s pou%itim vztahu (13.6). Vyjde Hoffiv vzorec /15/
pro %ivotnost tyle zatiZené konstantni silou

.
e meo (13.18)

(te&kou je oznalena derivace podle &Zasu).

P¥i odvozeni Hoffova vzorce jsme predpoklddali, Ze kontrakce tyde
pokraduje a# do vymizeni prirezu, kdy se deforma&ni rychlost bez omezen{
zvétSuje a ty& se trhé. Zku3enost ukazuje, %Ze takto probihé creep a% do
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. pretr¥eni ty&e jen pii pom&rné& velkém poddtednim nap&ti. To je ztejmé
ze schematického obr. 15, na ném? je experimentdlné zjis3t&nd zédvislost
vyzna¥ena tlustou Edrou; Hofflv vzorec je zndzornén tence vytaZenou
pti{mkou ozna&enou &{slem rovnice (13.17).

log ¢

OBR.19

Je ziejmé, Ze mechanismus porudeni je pFi menSim naméhdni ty&e Jjiny.
Nejde u% o pouhé vazké tedeni materidlu (creep), ale o soulasnd probiha-
jici{ vyznamné zm&ny v metalografické strukture; tyto zmEny se za vy33{
Urovné napéti{ nem&ly &as uplatnit. Jev postupnych strukturdlnich zmé&n
spojenych s vytvdfenim diskontinuit (mikrotrhlin) vzal v \dvahu Ka&anov
/21/. Postupnou zm¥nu struktury za dané teploty vyjdd#il jako zmenZovéni
efektivnf velikosti prifezu podle vztahu ¥)

A6) = Aoy (¢) (13.19)

kde O <kP(Q<1. Zmen3ovédni efektivni velikosti priiezu je zpusobeno
postupnym poruSovédnim soudrZnosti uvniti? skute&ného pridezu, tedy vzni-
kem mikrotrhlin v ploSe priiezu, kterd se zddnliv& - posuzovédno podle
obrysu - vibec nem®nf, nebo se mén{ jen mélo. Proto se n¥kdy hovorivé4

o "kFehkém" poruleni{ za creepu. Obdobn& k Nortonovu zdkonu zvolil Ka&anov
vztah

v .
rraa (13.20)

¥) Tyto diskontinuity maji Zasto tvar dutinek (kavit). Zmen3uJji skuted-
ny priPez ste jn& jako mikrotrhliny. Viz /9/.
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kde C , V jsou konstanty zdvislé na materidlu a na jeho teploté.
ProtoZe

Ao
e = G J” (13.21)
. vyjde ze vztahu (13.20)
d v( Ao Y __1_
'dit = ~C G (_p.") = -CG, Y (13.22)

coZ je diferencidln{ rowvnice pro funkei qi(f5 « Integraci s poldte&ni
podminkou ¢ (0) = 1, tj. z rovnice

0 Cer

Y Y
1& pdy =-cG OS 2 (13.23)

vyjde Kalanoviv vzorec

1

2 —_— (13.24)
2% (V +0) ¢ G

Je zcela obdobny Hoffovu vzoreci (13.17) a% na to, Z%e se v ném zmdnila
velikost konstant; také fyzikdlni interpretace je nyni jind. Zdvislost

- (13.24) je rovné% zakreslena do obr. 19. Dvé p¥imky v tomto obrdzku velmi
dobe vystihujf skutednost. UmoZnuj{ predvidat %ivotnost s pouZitf{m m{ry
podkozeni D definované pomérem

tzf (13.25)

Porucha vznikd, je-1i D =1,

Podle KaZanovovy teorie dochdz{ k porude v okam¥fiku vymizeni efek-
tivntho prifezu, kdy Y > 0. Zdénlivy prifez, a tedy i rozméry tyle,
jsou v okamZiku pletrfeni kone¥né. Struktura ty¥e je vSak natolik porule-
na, %e se soudrinostf tyde nelze podftat. V tom je rozdil od Hoffovy
teorie, kterd do posledni chvile poditala s tim, %e se efektivni priiresz
shoduje se skutelnym a %e k porule dojde teprve poté, kdy se skutelny
prirez stéhne k nule. /
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Existuji i sloZitd3j31 teorie, kterd ptihliiejf k vazb& mezi rych-
losti creepu a creepovym porufenim, popf. ke kombinaci creepu a unavy
materidlu. Jimi se vSak nebudeme zabfvat a odkazujeme na literaturu /31/.
Pokud jde o rozptyl experimentdlnich hodnot, pojednéme o n¥m struZnd
v 16. kapitole.

P¥iklad 28

DokaZte, %e rovnice (13.6) je jen zvld3tnim pF*{ipadem obecndjéiho
zdkona (13-7) .

ReZent

Pro G = G , ostatnf sloZky napjatosti nulové, vyjde
) .
A" = TGI A9.1=A33 - ‘-—%G‘

Ajy = Aoy = by = 0

Pak - s vyufitim Einsteinova soultového pravidla -

%

Ay Ay - Ay + A;, +,s:'3 = -%-G

a z rovnice (13.8) vyjde G, =G, Kdy% (13.9) dosadime do (13.7),
dostaneme

de 9 m-{
A~ 3 G Ay
V nadem p*{ipad¥® bude
di« w

coZ je rowvnice (13.6).
Krom& toho bude pro pfi&nou kontrakeci platit

de d 3 Nt 1
o Zw o (The )(-3@) = -7 AT
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Okem#ité pomdrnd zmSna objemu je nulové, nebof

AEy + dEgy + dg,, = 0

P¥iklad 29
UrZete konstanty 7 s "W pro p¥ipad creepu zndzorniny na obr. 18.

Redent

Ae
Rovnice (13.10) predstavuje v souradnicich lagG“"foa (TZF)
p¥imku. V daném pi#ipadd uréime jeji{ parametry napi. pro interval

de
103 h "1< < 107t 7L

Zvolime dva body, napf.

de 1 - ’

—F = 10 nl, G = 100 MPa
d¢ -3 .-

-a?=103h1, G = 68 MPa

: o
a dostaneme soustavu rovnic

-1l=1log B +2m

-3

log &+ 1,832 51 m

ReSenim z{skdme MW = 11,941, log & 2 -24,881 9. 0Odtud vypofteme

f 21,312 5 . 10727, Veli%ina % se vztahuje ke zvolenym fyzikélnfm
jednotkdm. Exponent M Jje pomé&rné velky (byvd M = 1,1 a% 14). Sv&d&t
to o pom8rn& vysoké teplot® materidlu.

Pr{klad 30

Pro materidl z p¥ikladu 29 vypo¥t&te dobu do pFetrZeni prizmatické
ty%e zatiZené stédlou silou, je-li poldtedni napdt{ v tyé&i Go = 90 MPa,
Predpoklédejte, Ze plat{ Hofflv vzorec.

- ReZent

Ze vzorce (13.17) vypodlteme
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ber=(1,312 5 . 10727 | 11,941 . 9012941y =1 2 9,34

Ty& by se tedy pietrhla asi za 20 minut. Je to skutedn® velmi vysoké na-
p&ti- pro danou ty&. VétSina creepovych zkouSek probihd mnohem déle, n&-
které trvaji i vic neZ deset let.

Kritickd doba se s nap&tim zna¥n® méni{, nebot v daném p¥ipadd je
exponent U zna¥n& velky. Napf. pro ~ ©Go = 50 MPa by vy3lo
ter = 3 292 h.

Pr{klad 31

s

Sroub, pro ktery plat{ hodnoty z p#fkladu 29, byl utaZen na po&d-
tedni nep¥t{ 60 MPa. Za jakou dobu klesne toto napdtf na poloviZn{ hod-
notu?

ReSent
Do rovnice (13.12) dosadfme 90 = 60 MPa, G = 30 MPa,
M = 11,941, 4 =1,3125 .10°27, E =2 .10 MPa (ocel). Vyjde

30710,941 _ (5710,941 _ (10 941)(1,3125.1072%)(2.10%) t

a odtud © £ 240 hodin.

Pr{kled 32

Vypo&t&te dobu Zivotnosti tenkosté&nného potrubi naméhaného wvnitinim
pretlakem za piredpokladu, %e dojde k dokonale vazkému poruleni podle
Hoffovy teorie. Potrubf je pifimé a jeho osovéd dilatace nen{ omezovéna.

ReSent

Je-1i pretlak p , st¥ednf polomsr I - r(t) a tloustka stény
o= f (£) , bude obvodové, resp. osové a radidlnf napdti
"= 2h (a)

Smykové nap&t{ jsou vesm&s nulovd, takZe uvedend nap&t{ jsou hlawn{. Od-
povidajfci slofky devidtoru napjatosti jsou
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r r :
Ay = B by =0 by =~ (b)

Ekvivalentn{ nap&t{ Go vy jde podle vztahu (13.8)
Va _ pr
Ce = 7T W (e)

Je to "redukované nep&ti” podle Huberovy - Misesovy - Henckyho pevnostni
hypotézy. Funkce { (Go) vyjde podle (13.9)

- M ~4
I8 eyt b G

=3T"—'

h 2 ()
Rychlost logaritmické deformace vyjde ze vzorce (13.7) takto:
d Moo Ly o
‘5%=3*T%'3“T(%) (e)
OEgy
—- 0 (£)
M4l
¢n 4 dh T R pr W
& " W™ 3 ) ( a.h) ’ ‘ (&)

Potrub{ se tedy vlivem creepu neprodlufuje, pouze jeho polomér roste
a tlousdfka st3ny se zmen3uje. Z podminky zachovédni objemu plyne, Ze

Th = rohe . Z rovnice (g) pak vypodteme
0 t 4 Der
Ln-{ Tk | Profow
(" an = -3 )050“’
ho (h)

Yho )W

1
bor =3 m \pro (1)

Zde ko = h(o) je podétedn{ tloudfka stdny potrubi.
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Priklad 33

Noohik obdélnikového prifezu o rozmérech by v Je naméhdn za vy-
soké teploty konsteantnim ohybovym momentem. UrZete prib&h napéti a defor-
madn{ rychlost po dels{ dob& naméhéni.

ReSent

Je-1i ki*ivost nosnfku % = 2'4 ( R je polomdr kiivoeti jehd
stiednice), bude prodloufeni vldkna vzddleného o 2 od neutrdlni roviny.

€ =%z (a)
Vztah (a) je ddsledkem Bernoulliho - Navierovy hypotézy o zachovéni ro-

vinnosti prdfeszd a jejich kolmosti k ohybové &dfe. Za piredpokladu jedno- |
osé napjatosti plat{ vstah (13.11), podle n&ho% pro G > 0O

i de R QG“ dae (b)

Po del3f dob¥ bude trvald deformace mnohem vEt3{ neZ elastickd, takie
prval &len v rovnici (b) lse zanedbat. Potom (pro % >0 )

w2 dx
=\ a (e)

a pro ohybovy moment dostaneme - 8 ptrihlédnutim k soumérnosti -

2 & \!— SMLM{ Az =

Omel

r —n'J
=4 Qmﬂ

n

hir
My = 24 (Gade
o

(a)

Je tedy (pro plnd vyvinut} creep, t > @ )

o= 2R R @
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a pro 2 >0
A 4M, .
& - 1+ ~m) 5 A (£)

Pro % <0 bude napét{ probfhat antisymetricky, tj. bude

G2 = -G(-2) (g)
Lze ukézat, Ze poddteéni rychlost zm&ny k¥ivosti % (t'=(ﬂ Jje v&t131
ne¥ % (t»>0) podle (e) v poméru
% (E=0) 3 (3m)"

(h)

%(t-9)  laDame)™

a %e stadium plnd vyvinutého creepu, pro které platf vzorce (e) a (f),

nastdvd pom&rn& krédtce po zaldtku zatdZovéni. Tyto vzorce tedy prakticky

plati po velkou &d4st zat&%ovaci doby. V inZenyrskych aplikacich lze bez

v&t31 chyby predpoklddat, Ze uvedené vzorce plati po celou dobu zat&Zovi-
ni /13/.

\

14. ENERGETICKE PRINCIPY V PODMINKACH CREEPU

Nortonidv zékon (13.6) je analogicky k deformadnimu zdkonu pro ‘ne-
linedrné elastické té&leso

€ = he™ (14.1)

To znamené, Ze v t&lese, jehoZ materidl se v podminkdch creepu #1di
Nortonovym zédkonem, jsou poméiné deformadni rychlosti rozloZeny stejné
jako pom&rné deformace v jiném, nelinedrn® elastickém t&lese stejného
tvaru p¥i stejnych okrajovych podminkdch. Je tedy moZné - pro toto druhé
télesq-fpouZIt energetickych principd znédmych z teorie nelinedrni elasti-
city.

P*i jednoosém namdéhénf je nap¥. v objemovém elementu AV uloZena
deformadni energie dl/ vypodtend podle vzorce )
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£

dU = av (eade =
0
v m dv ™
- " S%d—e—ds Tl g E ™
(14.2)
kde%to komplementdrn{ energie napjatosti dU vyJjde
~ )
dl = av [ eac =
0
G fdV M1
- haV [G"le = S ©
0

(14.3)

Pro prutovou soustavu bude komplementdrni energie napjatosti Fdéna soultem
energii v jednotlivych prutech

N
~ 4 F. o\t
U = MtA ZA&I"'. (7\%} (14.4)

=1

i

Pro nosnik v podminkdch pln& vyvinutého creepu (z p¥ikladu 33) dostaneme

J - (,,1{4 o& Mo dx (14.5)
kde
9
RPN GO C N C- (10.6

Pro analogicky nelinedrn& elasticky nosnik pak plat{ vztah mezi kifivosti
%  a ohybovym momentem M, )

ge = ry How (1407)

I__srovnej se vzorcem (e) z pF{kladu 33, podle n&ho% % = Y M:j
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Znali-1i Q 4 néjakou sobecnénou silu a q,y, odpovidajici zobec=
n¥ny posuv, bude pro nelinedrn® elastické té&leso platit znémé Caetigliano-
va véta

20 §
D = 9, (14.8)
a pro dané téleso v podminkdch creepu '
d@z_ rbo,
- (14.9)
dt N

V podrobnostech odkazujeme na préci /12/.

P¥{kled

Prostd podepieny 8tihly nosnik obdélnikového prﬂtoim 6t délky
£ je uprostied zatilen osam¥lou silou [ . Stanovte rychlost nardsté-
n{ prihybu v pisobi¥ti sfly F .

Resent

Zanedbdme-~1i vliv posouvajici sfly a kontaktnf nap&t{ v okoll jeji-
ho pﬂadbi!té k Zemu? nés opravnuje skute¥nost, Ze nosnik je 5tfhly, md-
feme pou%it vzorec (14.5) pro vjpolet komplementérn{ energie napjatosti
" sdrufeného nelinedrnd elastického nosniku. ProtoZe

F
Mo‘_q_'x pro 05)(“%: . (a)
vyjde
th e
~ Ly m« 1 S mt
U= 5 OS M MH( ) oax =
oy FtM! L il FM+1£M+1.
M(Mﬂ(m**ﬂ ( 'I.) 19.(1«“)(%,,, 1)('“‘”')

(b)
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Zobecndné sily a posuvy jsou @ =F , g = w(x=0h)=w, , tekze
rychlost nardsténf prihybu W; uprostied nosniku bude

dW1 dG ly Fn.vl%*'l (c)
dt = o F lﬂ'““) (m+ l') . !
Kdy% sem dosadime z rowvnice (14.6), vyjde nakonec
dwy Lmtl \Wv 4 L -
at 7 ) ( mw ) Al G 4.F (a)

15. STABILITA KONSTRUKCI ZA VYSOKYCH TEPLOT

V této kapitole jiZ nebudeme vsorce odvozovat, uvedeme pouze vjsled-
ky. Zaineme s pripadem vzp¥ry s kloubové uloZenymi konci. Kdyby byla
vzpéra dokonale pfimé a homogenni a sfla by plisobila presn& v ose, hyla
by naméhéna pouhym tlakem. Rovmovéha by byla stabilnf{, pokud by sfla -
za predpokladu idedln{ elasticity - nedosédhla Eulerovy kritické hodnoty

(obr. 20)

F

EJ r
Fe b= = (15.1)

zde £ je délka prutu, EJ jeho ohybové
tuhost vztaZend k centrdlni{ ose prirezu kolmé
k rovind ohybu p#i vybolZeni prutu. Ve skutel-

AX nosti nebude prut dokonale piimy a sila nebu-

de pilesn® centrovédna. Ani homogenitu materidlu

vzpéry nelze zcela zarudit. Tyto odchylky od

&istého tlaku vzpéry lze vzit v dvahu za pired-
F pokladu, Ze skuteZnj tvar stiednice %(x)
nesatifeného prutu bude né&jakou obecnou nenu-
lovou funkci, o ni¥ budeme piredpokléddat, Ze

OBR. 20 je spojité a hladké na intervalu 0< x< 4
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a %e splnuje okrajové podminky *4(0) = O, “(¢) = 0. Tuto funkci lze
zfejmd rozvinout do Fourierovy *ady

. XX . Amx . 3|x
YU = YoAw T Ey MW T H g A T T (15,2)

Predpokldde jme, %e v této Fadé bude dominantni prvni &len. Zavedeme
bezrozm&rovou veli&inu

A
Qoo = VL d—i— (15.3)

kde A Jje pritez a 0 J/A polom&r setrvadnosti priFezu. %)
Efektivni poldteéni prihyb .pak bude

~ ] XX
M 00 (X) = Qo \ &~ Mw ¢~ . (15.4)

P¥i zatiZen{ tlakovou silou F se tento prihyb zv&tS3{ na hodnotu

X
I R (15:9)
kde
FE
= Q (15.6)
Ao 00 FE -F 5

Zéroven se zalne rozvijet creep, bdhem n&hoZ se bezrozmérovy prihyb Jo
zvEt3L na hodnotu & = G{) . Je-1li ™ = 3, 1ze pro ni odvodit impli-
citni zdvislost

%) Norma &SN 01 1302 zavedla pro tento pojem nesmyslny ndzev "kvadraticky
polomdr prifezu". Pro velidinu J= S&ﬁdﬁ zavedla ndzev "kvadraticky
moment prifezu", av3ak pro jinou, rowvn&%f "kvadratickou" velidinu
D= ng.dA ponechala nézev "devia&ni moment prirezu". Norma
tak nedislednd zatemnila snalogii mezi geometrickymi a mechanickymi
velidinami i jejich tenzorovy charekter.
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a(H+ao)
£ =% s 2 L4 ) (15.7)

Tzv. Euleriv &as ‘{"E je pifitom dém vzorcem

te

(15.8)

v ném%

E EA € nom = (T) : (15.9)

Bezrozmérovy prihyb & (£) se z poldtku mdn{ velmi pomalu, pak se viak
rdst deformace zrychluje a pfi £ = ty roste @ nade viechny
meze. Kriticky %¥as tyr vypo¥teme ze vzorce (15.7), kdy% piejdeme k 1li-
mité a > . Vyjde

Fe - F k+a
- o
V&t3inou byvd A,<<1 ; pak
~ 4 FE— 2 ‘ .
te 2 5 — teln g - (15.11)

ProtoZe se v tomto vzorci vyskytuje logaritmus bezrozm&rového prihybu,
nezéleZ{ pr{1i3 na presnosti, 's jakou hodnotu Qo stanovime (prim3Fend
zmdna Qo zpdsobf jen malou zmdnu ty ).

Ve skutelnosti pfestane pouZitd teorie platit, bude-li prihyb pF{li¥
velky, takZe p¥ipad lim O > Jje jen hypoteticky. Krom& creepu budou
vznikat teké plastické deformace. Ob& tyto odchylky v3ak nemaji velky
prakticky vyznam. Pokud jde o vypolet vzpdru pro jiné hodnoty exponentu
ne¥ M = 3, odkazujeme na literaturu /14/.

K vypo&tu vzpirné pevnosti p¥i creepu jsme vy3li z piedpokladu podé-
teéni odchylky od p}‘imého tvaru prutu. Lze se v3ak obejit i bez tohoto
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predpokladu a vyjit z klasické bifurka¥ni teorie a z teorie strukturdl-.
nich zm&n bEhem creepu. Pak se nepolitd kritickd doba do zhrouceni vzpE-
ry, ale doba do okam¥fiku ztréty stability. Oba pFistupy lze kombinovat
/19/.

Zabjve jme se ddle pFipadem obdélnikové desky o tlousfce # , BfF-
ce {v a délce a>{ (obr. 21). Jsou-li okraje desky kloubové uloZeny,
Jje kritické tlakové napét{ na mezi elastic-

ké atability déno vzorcem

‘ v\
Gg ¥ 56 E (%) (15.12)
(o)
“‘H PrendSend sfla je F = ¢lfH , <Gy ,
T Pledpokldde jme opét poldtelni nerovnost

8 amplitudou prihybu Wo (je to amplituda
zédkladnf harmonické sloZky). J{ odpovidd bes-
o rozadrovd excentricita

| L

1T
QB'R.21_

Wo ,
%o = 7 (15.13)

kterd se ihned po zatf{¥enf{ zv&t3{ na hodnotu

e
% ~ %0 G 6 (15.14)

Zéroven zalne creep. Kritickd doba do velkého vyboulen{ desky
(lim ¢ —> © ) vyjde ze vzorce

Lok o
E~ % 0 )
te = G Gg J“E(I/"" e “ (15.15)
°
Eulerdv &as t; bude
€
t
hom
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a jmgnovité rychlost logaritmické deformace
. mn h' ( F w
Epom = RG = o) (15.17)

Konstanty Cy ’ C. v rovnici (15.15) zévis{ na exponentu v Nortono-
v& zédkonu. PFibliZn& plati vztahy :

132 34
(w32 .. )
1 e § ) 2 0em (15.18)

pro 3 €m = 7. PFitom g€ =1, jeeli M < 4. Jinak plat{ tabulka
(pro m 2 4) '

o l 0,001 0,01 0,01

€ l 1,0 0,8 0,6

Kritickou dobou zde rozumfme dobu do velkého vybouleni desky. To je3t&
nemus{ znamenat jeji dplné zhroucenf{. Nap&t{ se mife jinak rozd&lit

a kloubové podpé&ry mohou dplnému zhrouceni desky zabrénit. Znadn& vybou-
lend deska se v3ak povaZuje za provozn& nezpiisobilou.

K tomu poznamenejme, %e kloubové podepfeni okraje desky je tieba si
predstavit jako zév&s, ktery umofnuje otodeni okraje desky pouze kolem
osy spadajic{ do sm&ru tedny k okraji (jde-li o p¥*fimy okraj, tedy kolem
okraje). U obdélnikové desky si podepienou stranu predstavujeme tak, ja-
ko by byla uloZiena na pianovém zdvEsu ("pantu"). Kladny ani zdporny pri-
hyb neni na kloubovZ podepfeném okraji moZny.

Je-1li vélcové skofepina naméhéna osovym tlakem silou © =1nxrh@& %
je - jak znémo - Eulerovo vzp&rné nap&ti, resp. pomérné zkrédceni, dédno
vzorcem ‘

4

h h
6g =06 E - €z = 06— (15.19)
a kritickd doba je
G Go+DL
o= U —— Jc n —5= (15.20)
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kde

0,6 0,368
D, = o D, = — o0 (15.21)

Vzorce (15.21) platf pro 3 € m < 1l. Pro Euleriv &as tE plat{ vzo-
rec (15.6), v n&ém%

. F oo\
€ om = ﬁ‘( erfv\) ' (15.22)

a pro 2o platf (15.14). Bezrozmdrovd excentricita Coo se nyni vzta-
huje k zékladnf osov& symetrické harmonické sloZce nerownosti o vlnové

délce
4 =43 {rh (15.23)

Koreké&ni faktor F je dén vztahem

0328+

- &
L= 0,218 +e&
. I, === = ©

(15.24)

kde

(6g-G)"

aur = 04 —Eé-b:—' (15.25)

Jako posledni pf{pad probereme ohyb tenkosté&nného potrubi (vdlcové
skotepiny). Predpoklddéme, %e ohybovy moment ™M je konstantnf podél
potrubf i v dase. Pro kriticky %as ty¢r platf za urditych zjednodudu-
jicfch pFedpokladd vzorec

- MbrN‘M fs_ -'H to
Cer = Mev \.'H1 € nom L Enom ) (15.26)
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vnimZ (prol < v < 11)

My = 025 Thir € Eg = 06 =
M : M\
Eo = Eg\/Y'lE. EWV\-: ﬁa( ]t‘\r")
O,'Z&l‘m
Hy = 108 zgﬁ{nv ¢ Hy=078¢e

( ¢ Jje zékled prirozenych logaritmi).

16. ROZPTYL ZIVOTNOSTI KONSTRUKCI V PODMINKACH CREEPU

Nortoniv empiricky zékon (13.6) vyjedfuje vzteh mezi okamZitou rych-
logti pomérné deformace

de 4 ae ()

a napétfm S() ., Tento vztsh je siln® nelinedrnf. Predstavuje ur&itou
idealizaci slo%ité skutednosti, jak jsme ukézali na obr. 18.

V 13. kapitole jsme uvedli dva vzorce pro vypolet doby do pretrZent
tyle zatiZené za dané konstantn{ teploty konstantnf silou F . Prvni
vzorec (13.18) vy3el z predpokladu dokonale vazkého porudeni. Druhy vzorec
(13.24) predpoklédd "kehké" porudeni (zddnlivéd velikost priiezu se prak-
ticky nem®ni, ale zmen3uje se efektivmni prifez vytvéfenim strukturdlnich
vad uvnit¥ prirezu). Prvni vzorec plati pro relativwn& velkd, druhy pro
relativng mald naméhéni. Skutedny prib&h kifivky Zivotnosti lze ziskat
vepsénim oblouku vyzna&eného tlustou &4rou na obr. 19, ktery se k obé&ma
citovanym reSenim p¥imyk4. ‘

V pf{kladu 32 jsme uvedenou metodu zobecnili na p#¥fpad tenkostZnného
potrubf zatfZ%eného vnit¥nim pretlakem a vypodetli jeho Zivotnost za pied-
pokladu dokonale vazkého porudeni. V 15. kapitole jsme po&itali dobu do
zhrouceni kqnstrukce, pop¥. do jejiho nep¥ipustného vybouleni.
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V pou%ité teorii byla vidy riznd omezeni. Aviak nejpodstatn® j&{
omezeni tkvi ve statistické povaze creepového poruleni. Creep je vysled-
kem sloZitych a Zetnych, z&4sti protichddnych zmin, které probihajf
jednak v mikrostrukture materidlu, jednak v geometrii konatrukce. Dvé
atejnd vyrobené Zhsti ze stojného materidlu se pii té%e teploté a pii
stejném zat{Zeni nezachovaji stejnd. Zvld3t& vypoZet Zivotnosti je za-
ti%en velkym rozptylem. Stdvd se, %e i pfi velmi pe¥liv& kontrolovanych
pokusech je pom¥r nejdel3{ a ne jkrat3fi Zivotnosti vzorkd z téhoZ mate-
ridlu a p*i téZe teplot® aZ 3 : 1. K tomu je t¥eba ptihlfZet p¥i volbd
vhodné miry bezpelnosti, pop¥. aplikovat statistické metody (&SN 01 0250).

V souvislosti 8 tim citoval profesor Odquist na mezindrodnim kongre-
su v Kalifornii roku 1968 slova Marka Twaina: "Je velmi obt{Zné né&co pied-
‘vidat, obzvl43¥ jde-1li o budoucnost.” ¥)

®) Profesor Folke Odquist se narodil r. 1899, take v dobd, kay
proné¥el tento vyrok, mu bylo témé¥ 70 let; zemtel r. 1984.
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