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V publikaci se podrobně vysvětluje aplikace termodynamických záko
nd p~i výpočtu deformací a napjatosti termoelastických těles. Objasňu

je se podstata vazby mezi změnami deformace a změnami teplotního pole
a formulují se podmínky, za nich~ lze tuto vazbu zanedbat.

Zákony termoelasticity jsou pak pou~ity k ~eěení mnoha praktických
úloh. Probírají se rovně~ energetická principy, jel jsou základem p~i

bli~ných numerických metod, např. metody konečných prvkd. V dalěím textu
se uvádí dynamická teorie termoelasticity a aplikuje se na případ jedno
rozměrnáho vlnění v termoelastick~ tyči. Objasňuje se vznik a význam
útlumu kmitání tyče vedením tepla v tyči.

V závěru publikace se probírá relaxace a creep konstrukcí vystave
ných pdsobení vysokých teplot. Počítá se doba ~ivotnosti konstrukcí p~i

stál~m zatí~ení jednak za p~edpokladu dokonale vazk~ho porušení, jednak
za p~edpokladu kvazikřehkáho poruěení, a výsledky výpočtd se porovnáva
ji s experimenty. Probírají se energetick~ principy a tak~ stabilita
konstrukcí v podmínkách creepu.

Předpokládají se jen bě~n~ znalosti zákond termodynamiky a teorie
pru!nosti. Výklad postupuje od jednoduchých p~ípadd k slo~itějěím a je
doplněn t~iceti čtyřmi instruktivními ~eěenými úlohami.
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" ••• chodil jsem jen na povinn~ předmě

ty." HA která?" zeptala s.e Alenka. "No
především samozřejmě na bdění a spaní,"
odpověděl Paželv. nA pak na motyku
s všelijakými. početními úkony, jako je
svítání, odmítání, nasolení a lelení.-

Lewis Carroll, Alenka v říši divd

Inženýři, kteří si během studia osvojili znalosti pouze povinĎ!Ch

předmětO, nevědí o teplotním pnutí ani o vlivu teploty na mechanick~

vlastnosti pevných látek prakticky nic nebo jen velmi málo. Přestože se
ve strojnictví uplatňují čím dál tím více umělé hmoty, zejména kom~ozit

ní materiály, vyrábí se většina dOležitých strojních částí z kovd. Je
jich velká tepelná vodivost zpOsobuje, že je v nich teplota větěinou

rovnoměrně rozdělena. Výjimkou jsou jen exponované části energetických
strojO a zařízení, u nichž dochází k intenzívní výměně tepla. A tak si
inlenýři většinou teploty příliš nevšímají a navrhují stroje a jejich
části tak, jako by jejich teplota byla konstantní a nezávislá na provoz
ních podmínkách. Bezstarostnost tohoto druhu se však mOle vymstít. Např.

kola lelezničních vozidel mohou praskat vlivem pnutí vyvolaných intenzív
ním ohřevem nákolků při brzdění. Části etrojO a konstrukcí vystavené jed
nostrannému pOsobení sálavého tepla se nejen roztahují, ale taká prohýba
jí. Nemohou-li volně dilatovat, mohou se vyboulit vlivem ztráty elastická
stability nebo se mohou i trvale deformovat. Vruby v tělese pOsobí koncen
traci teplotních napětí, jež se skládají s napětími pOsobenými vnějším

zatížením. Mění-li se teplota periodicky, mOle vyvolat kmitavý pohyb,
který se při rezonanci zvětšuje. MOže vzniknout tepelná únava mater~álu.

Změna teploty kompozitních materiálO mOle zpOsobit jejiCh poškození
I

i tehdy, je-li teplota rozdělena rovnoměrně. Rříčinou je rozdílná teplot-
ní roztažpost jednotlivých komponent. Za vysokých teplot vznikají trvalá
deformace, jež mohou ohrozit funkci strpje a zkrátit jeho životnost.
Avšak i pokles teploty mOle vést ke katastrofě vlivem zkřehnutí materiálu.
S teplotním pnutím musíme samozřejmě počítat všude tam, kde dochází
k přestupu a k vedení tepla. S teplotou musí inženýr pQčítat i při tech
nologických procesech, zejmána při tváření a při tepelném zpracování.
Nedbalost se nevyplácí; např. mikrotrhliny vzniklá při nesprávném povrcho
vém kalení mohou vést k pozdějším únavovým lomům.
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De~ormací a pnutí vyvolaných změnami teploty lze využít k měfení

teploty a k regulaci. Na 'tomto principu pracují bimetalová čidla a pfe
pínače. Trvalých deformací vyvolaných jednostranntm lokálním ohfevem se
využívá k rovnání plechd plamenem.

Vnucuje se otázka, proč se v základním studiu na vysokých Akolách
věnuje vlivu teploty na napjatost a pevnost částí strojd jen malá pozor
nost. Je tomu tak proto, le se nároky na rozěífení obsahu učiva nemohou
dostatečně uspokojovat v neměnném časovém rozvrhu studia. I kdyqychom
se zaměfili pouze na elastické deformace, tj. zabývali se jen termoelas
ticitou, musili bychom nejprve podrobně vykládat jednak teorii p~estupu

a vedení tepla, jednak teorii pružnosti, a pak syntézu obou těchto dis~

ciplín. Právě tato syntéza se na naěich vYsokých !kolách vět!inou vyne
chává a odsouvá do postgraduálního studia, v nejlepším p~ípadě do spe
cializací.

V tomto seminá~i podáme výklad zákond termoelasticity a creepu
a doplníme jej mnoha p~íklady. Na!í snahou bude, aby výklad byl co nej
srozumitelnější, nikoli co nejúplněj!í. Bude to tedy jen úvod k dalěímu

studiu, col p~i daném rozsahu seminá~e není ani jinak molné. Výběr látky
věak umolní pozornému čtená~i, jak vě~íme, aby samostatně a s porozuměním

~ešil rdzné problé~ inženÝrské praxe a aby dob~e chápal jejich fyzikální
podstatu.

Autor děkuje všem pracovníkdm Domu techniky ČSVTS -p;aha, kte~í se
podíleli na p~ípravě seminá~e a na vytištění těchto skript. Zvláš{ děkuje

Ing. Vladimíru Václavíkovi, který se po mnoho let obětavě stará o to, ~by
náplň cyklu' "Stavba strojd" neztrácela aktuálnost a byla skutečnou pomocí
inlenýrdm a technikdm v rdzných oborech našeho strojírenství.
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1. VNITb! ENERGIE v PEVNtK TILESE

Pevná látka S8 skládá z atomd, z iontd nebo z molekul umí8těQých

v těsné blízkosti. V krystalických látk~ch jsou uspo~ádány více.'ni pra
videlně (nepravidelnost je zpdsobena jen poruchami ve etruktufe k~8ta

lu 8 p~eká!kami ve voln~m rdstu p~i vzniku kryetald). Kqyl krystal taje,
uvolňují se vazby mezi jeh~ částicemi prakticky najednou p~i určit' te
plotě (bod tání). Struktura amorfních látek, jakými jsou napf. sklo,
asfalt a ěetné plastická hmoty, tuto pravidelnost nemá••) Amorfní látky
lze povalovat za kapaliny s extr~mně velkou viskozitou. Nemají pevQý bod
tání; vazby mezi jejich hmotnými částicemi se u nich uvolňují postupnl,
tak!e amorfní pevná látka p~ejde nejprve do ka!ovitáho stavu a pak
teprve - p~i dalA!m zvYAování teploty - začne kapalnět.

To, !e si nezatí!ená'pevná tělesa zachovávají pfi nezměněn' teplo
tA svdj tvar, je zpdsobeno vazbaai bránícími vzáje~m posuvdm mezi ato
my, popf. ionty či molekulami. Změna jejich vzájemn~ rovnováln' polohy
je molná jen za silov'ho pdsobení nebo změnou jejich teploty.

Pro názornost omezíme svdj výklad na pf'ípad krystalu, jeho! model
uvádime na obr. 1. Atomy představují hmotná body, kdelto vazební sílY

o
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p~edstavují nehmotn~ pru~iny. Krychle, jejíl hrana má dálku rovnou mezi
atomární vzdálenosti Qo ,obsahuje jen jeden atom. Pdsobením jednoos'ho
nap~tí ~ se její hrany, rovnobělná s pdsobícím napětím, prodloulť

o ~~ • Podle Hookeova zákona bude pro m8l~ deformace platit, le

(1.1)

.) N~kter~ látky se mohou vY8~tovat jak v krystalick~, tak v amortnt
modifikaci. Příčnou kontrakci zatím neuvažujeme.
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Zde E je Youn~v modul pru~no~ti. Síly přenášená pru~inami budou mít
výslednici

(1.2)

tak~e pružinová konstanta vazby bude

(1.3)

Např. u hliníku je Qo = 2.86.10-10m, t: = 7.1010 Pa, tak~e ~ =
= (7.101°) (2,86.10-10) • 20 N m-l • Kdyby byly věechny atomy nehybné až
na atom uvnitř krychle na obr. 1, měl by tento atom vlastní frekvenci
volného kmitání

(1.4)

Proto~e atom hliníku má hmotnost ~ = 4,5.10-26 kg, VYJde V =
= (1/21'(;) ~ 20/4,5.10-26 ~ 3,4.1012 Hz. Skutečný kmitočet vibrací
atom~ v hliníku je přibli~ně 6,4.1012 Hz. Rozdíl vzniká tím, že atomy
nekmitají izolovaně, ale všechny najednou. Také výpočet-kQnstanty (1.3), .'

je příliš zjednodušený. Z hlediska účelu, který sledujeme, je věak sho-
da našeho výpočtu se skutečností vyhovující; potvrzuje, že se el)ergie
m~že uvnitř pevných látek akumulovat bUQ jako potenciální energie (v ne
hmotných pružinách), nebo jako kinetická energie km~tajících atomd (v hmot
ných bodech naěeho modelu). Oba druhy energie se ověem vyskytují vždy
zároveň. ~) Celková energie vibračních pohyb~, která se neustále periodic
ky mění z potenciální na kinetickou a naopak, nazývá se t,eplo. Odmyslí-'
me-li si vibrace atom~, které se dějí s ~eobyčejně vysokými frekvencemi
a s velmi malými amplitudami, zbude potenciální deformační energie.

Kmitavé pohyby atomd však nejsou u věech atomd stejné, nebot jde
o soustavu s neobyčejně velkým-počtem stupň~ volnosti. Energie se m~že

mezi atomy r~zně vyměňovat a její rozdělení lze popsat jen statisticky.
Pro střední hodnotu energie vibračního pohybu jednoho atomu kmitajícího
v třídimenzioná1ním prostoru (v tepelné rovnováze s okolím) dává statis
tická mechanika výraz ?>-ťr-T, kde <, = 1,380 62 • 10-23 J K-I značí

Boltzmannovu konstantu a -T absolutní teplotu. Protože jeden kilomol
látky obsahuje ~rávě No atom~ (co~ je Avogadrovo číslo, No =
= 6,022 17 • 10 6 kmol-I), bude celková vnitřní energie v jednom kilo
molu nedeformované pevné látky

~) Kinetickou energii danou pohybem tělesa jako celku neuvažujeme; těle-

so je ve statické rovnováze.
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(1. 5)

Zde R = No <,. :!: 8,31.103 J rl kmo1-1 je univerzální Dunová konstanta.
P~ivedeme-1i do táto látky ano!ství tepla ev , ani! těleso detormujem.
(a tedy p~i nezměněnám objemu V ), stoupne jeho teplota o 1 K. Hodnota

ev se nazývá mo1ová tepelná kapacita (molová specifická teplo) p~i

stá1ám objemu. K diferenciální změně teploty o dT je t~eba dodat teplo
ev dT • To se mdle v jednom ki1omo1u látky u1o!it jen jako p~írdst.k

aU celková vnit~ní energie (1.5'). Tedy

(1.6)

Odtud vypočteme

(1.7)

Rovnice (1.7) vyjad~uje Du10ngdv - Petitdv zákon, který platí, pokúd je
teplota T dostatečně velká. Není-li tomu tak, je t~eba počítat s kvan
továním energie v jednotkách fvV , kde .~ = 6,626.10-34 J.s je Plancko
va konstanta a V kmitočet. Mo1ová tepelná kapacita pak závisí na tep1o
t:ě a vyjde men§í ne! podle (1.7). Vzorec (1.7) platí jen pro <TT»-hV
Blílí-1i se absolutní teplota k nule, blíží se k nule i mo1ová tepelná
kapacita (Einsteindv a Debeydv vzorec, viz /4/).

Spíše ne! s jedním kilomo1em látky počítáme s jedním kilogramem.
Dostáváme pak měrnou tepelnou kapacitu c"" -= Cv I M a měrnou plyno-
vou konstantu r -= R/ M , kde M je molová hmotnost. Místo rovni-
ce (1.7) dostaneme w)

a měrná vnit~ní energie je

3R.
M

3RT

M

(1.8)

Vzorce (1.8) a (1.9) platí rovně! jen pro dostatečně velké hodnoty T •

Jestliže se pevná látka taká deformuje, ukládá se v ní "měrná defor
mační energie

w) veličiny vztažené k jednomu kilogramu budeme značit malými písmeňy.

- 9 -
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(1.10)

Zde tii' představuje elastickou část poměrných deformací (elastickou
část slo~ek tenzoru přetvofeni). Na pravá straně rovnice (1.10) jsme
pou~ili tenzorová symboliky. Sčítá se podle indexd ~,j =1, 2, 3;
~ znač! hustotu, \0<1 slo!ky tenzoru napjatosti. Celková vnitřní

energie v 1 kg látky jé pak

Člen 1Á,12.. vyplývá z vazby mezi tlpelnými a mechanickými veličinami;

v podrobnostech odkazujeme na literaturu /4/, /11/. Viz táž p~ik18d 13
za 5. kapitolou t~chto skript.

Jak jsme právě ukázali, závisí vnitřní energie prulnáho pevn~ho tě

lesa jednak na teplotě, jednak na ěesti poměrných deformacích (na slo~- .
lcách tenzoru přetvo~ení). Proto ~ = «(r; €Cj1 .. U ideálních kapalin ne
existuje smyková napětí $ Je tedy u nich CO'ii = O pro {r i ,takže po
loměr Mohrových kružnic znázorňujících napjatost v nějakám bodě kapali
ny je nulový ~ Odtud plyne Pa.scalo.v zákon ~1i = (;'"1.1 = ~~ ::' -f ~ který
platí v ideálnIch tekutinách, a všechny osy v daném bodě jsou hlavními
osami napjatosti (jejich nekonečně mnoho). V takovám pfipadě je defor
mační energie dána výlučně poměrnou změnou objemu e = IlV /1Y' ě Proto

je u ideálních kapalin.vnit~ní energie fUnkcí -pouze teploty a poměrná

změny objemu-, tedy .{.(, -= {L (r; (l,) o Konečně u ideálních plynl\ ~ádná de

formační energie neexistuje a vnit~ni energie závisí pouze na teplot~,

.t8k~e., 4L -= it-(T) $ -

ptr.iklsd 1

Vypočtěte měrnou tepelnou kapacitu (měrné teplo, specifické teplo)
čistého hliníku, olova a uhliku podle Dulongova-Petitova zákona a porovnej
te ji s údaji zji§těnými experimentálně.

:fteěení

Pro hliník máme M ~ 27,' tak~e podle'vzorce (1.8) vyjde

24 900
C\y lAt) :: --- ;; 922 J kg-1 K-I

27

Ve fYzikálních příručkách se pro pokojovou teplotu uvádi hodnota
C'IY LMJ::: 900 J 1(-1 $

.- 10



Pro olovo bude M · 207, takže rovnice (1.8) dá

24 900
ev l'P~) =--- ;, 120 J kg- l rl

207

kde!to v literatufe najdeme C'\T (Ptr) ; 130 J kg- l K-I.

Pro uhlík je M = 12, proto .)

24 900
C'l1 lC) = ,; 2075 J kg- l K-I

12

Avěak v literatufe se najde pro p.oko·jovou teplotu C'\T Ce) = 690 J kg- l K-I.
Vzorec (1.8) platí pro uhlík (tuhu) pfibližně teprve pfi teplotách vyěěích

než asi 1000 K. Pfi pokojov~ teplotě neplatí.

Pfíklad 2

Porovnejte měrnou vnitfní energii hliníku pfi pokojov~ teplotě 8 měrnou

deformační energií pfi namáhání prostým tahem napětím 100 KPa.

~eěení

Podle (1.9) vyjde pro teplotu T = 300 K

24 900 • 300. 5 1=------ = 2,8.10 J kg-
27

a podle (1.10) dostaneme pro
= 72 200 MPa

E = =

=
1002 • 1012

=----------~2 • 2700 • 72 200 • 106
• 0,26 J kg-l

.) Uhlík se vyskytuje ve dvou modifikacích (tuha nebo diamant).

- 11 -



2. STAVOvt VELIČINY A ZÁKONY TERI40DYBAMIKY

Necht látka - lhostejno, zda pevná či tekutá - zaujímá v prostoru
nějakou oblast a necht její makroskopická fyzikální vlastnosti jsou
v kaldám bodě této oblasti stej~á. Soubor těchto vlastností charakteri
zuje !1!! látky. Předpokládáme tedy rovnoměrn4 rozdělení fYzikálních
vlastností, ale nikoli jejich neměnnost; stav látky se mdle s časem mě

nit. Chemická změny nepředpokládáme a chemické vlastnosti neuvalujeme.

Fyzikální veličiny, která za klidu popisují stav daná látky (dané
ho tělesa), označíme Xi "Xt , ••• , X~t~ • Jsou to např. teplota,
vnitřní energie, slolky tenzoru napjatosti, slolky tenzoru přetvoření,

hustota apod. Kaldá veličina, která nějak souvisí se stavem zkoumaná
látky, je stavová veličina. Jestli!e se tyto veličiny s časem nemění, je
látka (těleso) v termodynamické rovnováze. Záhy zjistíme, !e stavová ve
ličiny nejsou zcela nezávislá,. Např. mezi tenzorem napjatosti, tenzorem
přetvoření a teplotou existuje u termoelastických látek vztah, který
později uvedeme jako Duhameldv - Neumanndv zákon. Předpokládejme, le
existuje jen nv nezávislých stavových veličin Xt , X~ , ••• , XOlI • zná
me-li je, jsou jimi určeny zbývající stavov4 veličiny X~+1 , Xn+~ , ••• ,

Xrrl.'+ f'M.t (a ovi§em i :fyzikální stav látky či tělesa). Existují te~y vztahy

(2.1)

pro ex. = 1'rv-t1 , IY\,+ '1 , ••• , Mt-t ('MJ , kterým říkáme stavové rovnice.

To, co'jsme psali o látce nebo o tělese, mdleme vztáhnout i na libo
volný systám látek či těles uzavřený v konečném prostoru tak, le nemdle
nastát výměna'hmoty a okolím. Předpokládáme, !e nedochází ani k ládným
chemickým změnám. Představme si dva taková 8Y8té~ A~) , A(~ ,u' nichl
stavové veličiny nezávisejí ani na prostorových souřadnicích, ani na čase.

Kaldýz nich je tedy v termodynamické rovnováze. Přivedeme-li je do těsné

blízkosti tak, aby se v určité ploi§e dokonale dotýkaly, pak se jejich ter
modynamická rovnováha mdle, ale nemusí porui§it. Neporui§í-li se, jsou oba
systémy ve vzájemné tepelné rovnováze. Pak existuje mezi jejich stavovými
veličinami vztah

Zkráceně jej zapíi§eme ve tvaru

t (1 i '2.) '" O

Jsou-li v tepelné rovnováze taká systémy A('\)

- 12 -
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q(1;:;) :.0

Platí-li (2.) a (2.4), platí také

Toto tvrzení se někdy označuje jako nultÝ zákon termodYnamikY: jsou-li
dva systémy v tepelné rovnováze s ti"etím sysUmem, jsou v tepelné rovno
váze i mezi sebou.

Lze dokázat, fe vztahy (2.) af (2.5) mohou zároveň platit jen
tehdy, mají-li funkce f , <1 ' 1v tvar

kde

f ( 1 i '1.) : f1 - f'2.
~ (1 i~) ~ h- h

" -ev ( 'Li 3) =: h - h

( t. = 1, 2, )

(2.6)

(2.8)

Protofe výrazy (2.6) jsou nulové [srovnej s nlml vztahy (2.) al (2.6)],
musí být 11 = f.z. = f~ • Označm; tuto hodnotu e . Bude tedy napi".

e .. t1 (X1
l1

), X~1\ .. , I X~~)

Je to empirická teplota sysUmu A(1). Jsou-li dva termodynamicky rovno
válné systé~ v tepelné rovnováze, mají stejnou empirickou teplotu.

Pi"edpok1ádejme nyní, le dva rovnoměrné a rovnoválné systémy A(1) ,

Al~ nejsou ve vzájemné tepelné rovnováze. Pi"ivedeme je do vzájemného
kontaktu pi"es stěnu. Má-li tato stěna takovou vlastnost, le se rovnováha
systémO nezmění, nazývá se adiabatická. Proces probíhající v systému
uzavřeném adiabatickou stěnou se nazývá adiabatický: Práce ~W ,kterou
musíme vyna1olit, abychom pi"i adiabatickém procesu přeAli z počátečního

rovnová!ného stavu XC( lto) ( ~ = 1, 2, ••• , ~) do jiného rovnoválného
stavu XCI. tt,) , závi~í pouze na těchto sta.-Yt>vých veličinách, a nikoli
snad na prOběhu funkcí x.Cll (t) v otevřeném intervalu ~.< t < t, •
Tato práce odpovídá změně vniti"ní energie ~U =: U(t,) - U l to) . • Protole
do energetické bilance vstupují vidy jen rozdí ly ~ U ,mOleme vni tmí
energii měřit od libovolného referenčního stavu, napi". od U(~) .
To .znamená, Ie bude Ult,)= aU ,U(to) = O • Veličina U(tt)
závisí výhradně na XCll lt1) ,pi"ičeml t, mOleme zvolit jakkoli. Pak
ověem platí, !e

- 13 -



pro kter~koli t $ Vztah (2~9) je zfejmě stavová rovnice. Podle, zákona
o zachování. energie se práce AW mění při adia.batickém. proce-
su ve vnitf'ní energii AU @ Platí tedy, že AW ::: AU nebo v di-
ferenciálním tvaru d W :: vl U • Není.-li proces adiabatický, bude Set do
uzavřenáho dodávat z okolí jeAtě teplo d Q. , takže

c(Q. + dW = ol U

Energetická bilance (2.10), vyjadřující zákon zachování energie, je
prvním zákonem termodynamikY@

,Přírdstek mechanické práce se definuje jako součin sily (intenzívní

veličiny) a p~írdstku dráhy (extenzívní veličiny)0 Protože práce 8 ener
gie jsou ekvivalentní pojmy s'protože teplo je druh energie, vnucuje se
myšlenka :vyjádřit pf'írdstek tepla dQ rovn~1 ve tvaru. součinu ně.jaká in
tenzivni veličiny <absolutní teploty T ) a přírdstku dS extenzívní ve

ličiny S

Veličina ~ zavedená definici (2$11) je entro ie~

je kladn~ číslo závislé pouze na empirická teplotě.

ni teplotu dána ideálního p1ynu~

T

Entropie je

entropii jejich
.. bua inte.:rakcí'· s

o{ S~ ) ~ Tak!e

~~~~~~~~A_' tj@ entropie
změna aS

(změna Cil Se ), nebo z vni t~ních

součtem

Je-li dQ teplo přiveden~ zvenku, pfivádi s sebou také entropii

.)

p:fi vedení.
dSi> O

Pří:rň.stek c( bi odpoví.dá přirdstku tepla z vnit~nich zdrojd@

nout n8p~., disipací mechanická energie vnitřním

plastickými ~ p~eměnou elektrick~

elektrickáho proudu apodeJ d S..; :: 0, je děj

8 děj je nevratný@ O nastat~

o bsahem ;::.d~r~uh~~~h~o~~~~~.:.:~~=:~~

)fl Maří-li se

vznik:nout pouze



Až dosud jsme p~edpokládali rovnoměrnost, tj. nezávislost stavových
veličin X~ na prostorových sou~adnicích. Obecně věak mdže stavová veli
čina záviset nejen na čase t , ale také na poloze bodu 'P ()(1. X2. J )(3)

Mdže tedy být Xc(. -:: X~ ('P, ob) • V takovém p~ípadě budeme p~edpokládat,

že stav látky v infinitesimálním okolí bodu P lze popsat týmiž stavo
vými veličinami a že pro ně platí stejné stavové rovnice jako v rovnoměr

ných systémech, u nichž závislost na poloze bodu P odpadá.

Pfíklad 3

Popiěte děj, který nastane, uvedeme-li do těsného kontaktu dvě rov
novážné soustavy A0), A(~ , které neJsou ve vzájemné tepelné rovnováze.

~eěení

Soustava A(1) má absolutní teplotu Ti , soustava A(tL) pak Ti •
,.

Pokud jsou soustavy oddělené, nezávisejí tyto teploty na prostorových
soufadnicích ani na čase. Jakmile se začnou soustavy dotýkat"vytvo~í

jednu izolovanou soustavu (s okolím se nebude vyměňovat ani hmota, ani
energie). PfedpokládeJme, že se za čas cH odvede z tělesa A(1) p~es

dotykovou plochu do tělesa A(~ teplo ~Q > O. Jde o vnit~ní změnu
·v izolované soustavě, takže bude

Celková změna entropie bude

Protože musí být d S,,; ~ O (druhý zákon termodynamiky), je Tl ~ T2.
Je-li d~.( > O, je T1 )' T'l. a proces je nevratný (teplo přechází

z tělesa teplejěího do studenějěího, nikdy naopak). Je-li d~ = O, je
11 = T'l. , takže jde o vzájemnou tepelnou rovnováhu.

Pfíklad 4

Na obr. 2 je znázorněna část tepelně izolované tyČe s nerovnoměrně

rozdělenou teplotou. Za čas dt projde prd~ezem o ploěe A ve vzdále
nosti :ll. teplo o/Q = A11 ctt a prd~ezem ve vzdálenosti ~ + d)( teplo

dQ. + d~Q, = A tMt f ('Oh/0x.)ctl(llt]. Zde ~ pfedstavuje hustotu tepelná-

- 15 -



x

h
'Oh

h+oxdx

dx

08R.2

ho toku (W m-2). H) Do části tyče o dálce ct)( se tedy přivede teplo

ctQ. - (dQ +ct'LQ) =- á'l.Q.

(a)

Tato rovnice vyjadřuje první zákon termodynamiky (o přivedené teplo se
zvětěí vnitřní energie). Přivedené teplo věak md!eme zapsat taká_jako
TcU , kde 15 je entropie v 1 kg; pro element o hmotnosti ~ Ad'J( bude

S pomocí identity

(c)

upravíme rovnici (b) na tvar

(d)

Je-li {v teplo, které projde za 1 s ploěnou jednotkou prdřezu, pak tou!
plochou projde za stejný čas entropie +v / T • To znamená, b podíl +vIr
(W m-2 K-I) před~tavuje hustotu toku entropie prOf'ezem tyče. Jestlih'
cl.J.> = ctSe, + ds~ , budeme moci v rovnici (d) označit člen -nl7Jx)(e.vIT)

H) Častěji bývá hustota tepelného toku označována ~ • Tento symbol věak

pou!ijeme jinak, totiž jako teplo vztažené k 1 kg.

- 16 -



jako celkový p~ítok entropie z okolí do jednotky objemu za jednu sekundu;
tedy

,7>---
~~

( ~ ) (e)

Zbývající člen musí p~edstavovat p~írdstek entropie z vnit~ních zdrojd,
tak!e

Cf')

Proto!e <ť >- 0, T;:. 0, d'~ ~ ° (druhý zákon termodynamiky), musí být

(g)

Teplo tedy smě~uje proti gradientu teploty (postupuje z tep1ejěích míst
do studenějěích, a nikdy naopak).

Z p~ík1add ) a 4 je z~ejm~, že druhý zákon termodynamiky určuje směr

vývoje fYzikálního děje. První zákon termodynamiky p~ědstavuje jak~ei

"účetnictví" tohoto děje.'

3. JEDNOOS~ NAMÁHÁNi TERlIOELASTIC~ TYČE

Budeme sledovat změny p~i zatěžování pružná tyče tahem, pop~. tla
kem. Prizmatická část tyče zakreslená na obr. ) bude namáhána jednoosýa
nap:ětím 'J = F / A ( 'F je síla, A prd~e z tyče). Věechny změny necht
jsou tak poma~~, !e setrvačn~ síly mdžeme zanedbat. změní-li se poměrná

prod10u!ení €, = b.R., II o diferenciální p~írdstek vt t ,vykoná se
v jednotce objemu tyče práce ~~E • Tuto práci p~epočteme'na jeden
kilogram hmotnosti, a to dělením hustotou ~ • Zároveň.p~ivedeme z okolí
tep~o _ dQ • Na jeden kilogram pi"ipadne množství tepla dq. =dQ. /tYrL
Opět se p~idržujeme pravidla, že veličiny vzta!ená k jednomu kilogramu
látky značíme ,malými písmeny. Součet p~iveden~ho tepla a mechanick~ prá
ce p~edstavuje celkovou energii v10!enou do jednoho kilogramu, která S8

- 17 -



,F podle (2.10) v tyči uloží jako p~írdstek

vnit~ní energie. Bude tedy

F

OBR.3

Tato bilance energií odpovídá prvnímu záko
nu termodynamiky.

Tyč deformujeme a ohf-íváme tu pomalu,
abychom mohli zanedbat kinetickou energii
a abychom zachovali rovnoměrn4 rozdělení na
pětí a teploty. ZanedbáVáme tedy i setrvačná

síly, i vedení tepla (k tomu p~ihlédneme

později).

\Jaké jsou v tomto p~ípadě stavové veličiny? Jsou to ty, ·které nějak

souvisejí se změnou pdvodního (referenčního) p~irozeného stavu nezatíže
ného tělesa, p~i něm! je teplota tělesa rovnoměrná a napětí nulová. Za
stavovou veličinu mdžeme z~ejmě považovat napětí (!) , poměrná prodlouže-
ní ~ , teplotu T , měrnou vnit~ní energii U , měrnou entropii ):J •

Ukáže se, že jen dvě z těchto veličin jsou nezávislé. Později zavedeme
ještě jinou stavovou veličinu (volnou energii), avš'U i ta bude funkcí
pouze dvou nezávislých veličin. Teplotu tělesa v přiroze~m stavu označí-

me . To • ~i této teplotě je vztah mezi napětím G' a poměrným prodlou-
žením t.. dán Hookeovým zákonem G" = E ~ • Zvětšuje-li se teplota neza
tHené tyče, roste její poměrné prodloužení E. podle vztahu d €., ':: oe dT

( Dl. je délková roztažnost). Pro malé změny mdleme předpokládat lineární
závislost, takže bude platit tento Duhameldv - Neumanndv zákon:

..

().2)

Zde ET značí Youngdv modul prulnosti zjištovaný p~i konstantní teplo
tě T = To ; symbol o/.T značí délkovou roztažnost při Ule ·teplotě.

Změnu těchto veličin s teplotou v linearizované stavové rovnici (3.2)
zanedbáváme. Jsou-li tedy dvě ze t~í veličin ~ , E ,T dány, lze ze
stavové rovnice (3.2) třetí z nich vypočítat. Na těchto veličinách pak
závisí i proměnné. U , ,6 '. .

Vztáhneme-li rovnici (2.11) k jednomu kilogram~ hmotnosti, bude
dl} '= T d-6 • V tomto případě jde o p~írdstek tepla, resp. entropie,

p~ívodem zvnějšku, takle ~ = d,óe" d.6~ = O. Teplo p~ivádíme tak
pomalu, že teplota je (téměř) rovnoměrně rozdělená a vedení tepla lze za-

- 18 -
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nedbat. w) Za tohoto pfedpokladu jde o ideální pru!nost, deformace jsou
vratn~. Z rovnice (3.1) tak dostaneme pro přírdstek měrn~ vnitřní energie
vztah

C3.3)

Vidíme, !e měrná vnitmí energie 'U je v rovnici C3.3) vyjádfena pomocí
stavových veličin A , ce, • Diferencováním funkce .u' A.L(,()/~) vyjde

Indexy u závorek naznačují, která veličina byla při parciálním derivová-
ní konstantní. Pak ji! z pouh~ho výrazu např. ('bu,,/7)f.)/.l poznáváme,
!e bylo (L = .u. (A, E.) ,a nikoli třeba oU = A..t ( T, ~) • Srovnán~m

výrazd (3.3) a (3.4) d06taneme, !e

C3.5)

Z rovnice (3.3) poznáváme, že se celá vlolená mechanická práce
CO o. f, I~ zlJ!.ění v přírdstek du měrn~ vnitf-ní energie jen tehdy, je-li
~ = O, a tedy ~ =konst. (izoentropická změna). Druhá z rovnic (3.5)
naznačuje, že parciální derivací hustoty ~ti vnitf-ní energie podle po
měrn~ho prodloužení (pf-i konstantní entropii) vyjde napětí. Hustota
vnitřní energie je tedy poteneiálem napět~ při izoentropick~ změně. To
'vy!aduje, aby tyč byla tepelně izolována .( ctq, = T01.6 = O). Místo toho
mdžeme uspořá4at pokus tak, že budeme udržovat konstantní teplotu To
(izote~ická změna). Pak je výhodn~ zav~st měrnou volnou energii f podle
definice

C3.6)

zavedli jsme dal!í stavovou veličinu f , ale zároveň s tim i dal!í sta
vovou rovnici (3.6), takže se počet nezávislých stavových ve~ičin neEminil.
D~ferencováním vztahu (3.6) vyjde

W) V tom je jistý rozpor, který ob~asníme v 5. kapitole.
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Za di:ferenciál o{{N dosadíme z rovnice (J.3) a budeme mít 'I

0.8)

v rovnici 0.8) je zřejmě f = f ( E., T) ,tak~e

,
Srovnáním pravých stran (3.8) a (3.9) dostaneme

ft : -~)
. \ ~T E

(J.lO)

~ustota ~ f volné energie je tedy potenciálem napětí při izotermické
změně. Jinými slovy, při izotermické změně se mechanická práce mění ve
volnou energii, a naopak.

V druhé z rovnic (3.10) je entropie :funkcí poměrného prodlou~ení

a teploty. Pak ovšem

Když sem dosedíme z druhé z rovnic" () .10), bude

~ivedením tepla ok} se při nezměněném poměrném'prodlou~ení E
teplota o aT , přičem~

(J.ll)

zvýší

(J.13 )

Zde C~ značí měrnou tepelnou kapacitu při konstantním poměrném prodlou
~ení (při nezměněné délce tyče). Pro tento případ je d~ = O, tak!e
z rovnic (3.12) a (3.13) vyjde

'(J'IJ
C€, = - T ( 7>P-)~

- 20 -
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Kdy! (3.14) dosadíme do (3.12), budeme mít

(3.15)

a S použitím prvé z rovnic (3.10)

Rovnice 0.16) popisuje vazbu mezi mechanickými a tepelnými veličinami

(t,j. mezi G", E a T, Cl- ).

Je-li tyč te pelně izolovaná, je dq. ,- o. Z rovnice (J. 2) vypočte-

me

a oboji dosadíme do (3.16). Vyjde

(] .18)

Nii .l....ozdíl od rovnice 0.16) popisuje (3.18) adiabatickou :IlD.ěnu. Pro malé
z~ě..y 7 okoli teploty To odtud vypočteme ~)

Je io změna teploty vyvolaná rovnoměrným elastickým prodloužen{~ tepelní
izolované tyče. Pokud je ex.,. > O; je elastické prodlou!ení tyče spojeno
s poklesem teploty; p~i stlačení se tyč naopak zahfeje. Je to ddsledek
termomechanické vazby. K disipaci energie ani ke sdílen! tepla p~itom 
podle přijatých p~edpokladO - nedochází. P~esněji ~ečeno, jde o vazbu
mezi změnami deformačního a teplotního pole v termoelastickém tělese. To
znamená, !e elastická deformace vYvolává obecně v tepelně izolovan~m tě

lese změnu teplotního pole. Později ukážeme, !e změnu teplotního pole
zpOsobí ta část elastické deformace, která souvisí se změnou objemu,

~) Vzorec (3.19) byl odvozen zjednoduěeně a je zatížen malou chybou, jak
podrobně vysvětlíme v páté kapitole. Srovnej s rovnicí (5.]4)

21



a nikoli ~e změnou tvaru tělesa (při nezměněn~m objemu). Vyvol$me-li v tě

lese naopak změnu teplotního pole, pak ka!d~ blokování teplotních dila~

tací je v!dy spojeno se vznikem teplotních napětí. Kno!ství tepla. kter~

musíme dodat. abychom teplotu zvýšili o daný teplotní rozdíl. závisí na
tom. zda jsou dilatace voln~. či zdá je jim bráněno. Kdyby termomechanic
ká vazba neexistovala, neměly by elastick~ deformace vliv na teplotní po
le a tepelná kapacita by QYla na nich rovně~ nezávislá. S termomechanic
kou vazbou souvisí i rozdíl ve velikosti modulu pru!nosti v tahu - tla
k~? který se mění podle toho, probíhají-li elastick~ deformace při kon
stantní teplotě, či je-li tyč tepelně izolovaná, což nyní ukážeme.

Při izotermické změně (T = To ) máme podle D.2)

(J .20)

~~i izoentropicke změně vzuikne navíc ro~tažení tyče vlivem změny teplo
ty podle (3019), takže bude

Odtl.i\d

0.21)

1

E,ó <3.22)

R~7,dil meí.i izoentropickým a izotermickým modulem pružnosti tedy je

D.23)

Modul pru!nosti je proto při izoentropické změně vždy o něco větší než
při izotermické změně. Je to ddsledek termomechanické vazby, která se
však v technických úlohách zpravidla zanedbává (bere se E,.ó = ET

a označuje jednoduše E ). 'II

Podle rovnic (3.1) a (3.13) je přírdstek měrné vnitřní energie

Odtud je zřejmé, že při nezměněném poměrném prodloužení je du = Ct.- ar

- 22 -
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"""

Kdyby šlo naopak o změnu při stálém napětí <o = konat., bylo by podle.
().2 )

Když na levou stranu rovnice 0.16) dosadíme dq. = C~ ctT (teplo dodá
van~ p~i stál~m napětí) a na pravou stranu za dé výraz (3.25), vyjde

(3.26)

Zde se dr zkrátí. S použitím ().17) pak vyjde rozdíl měrných tepelných
kapacit (měrných tepel) pti stál~m napětí a p~i stál~m poměrn~m prodlou
žení

Rovnice ().19) pak dá

( C~ ) tlf.ll.T '" - - -1 -
CE. OlT

(). 28)

změny teploty při elastických deformacích tedy souvisejí se změnami te
peln~ kapacity. Kdyby se tepelná kapacita neměnila ( C~ = Cl)' bylo by
~I = O. Rozdíl v tepelných kapacitách zase souvisí s d~lkovou roztaž

ností ~T podle vztahu (3.27). Kdy~ byla d~lková roztažnost nulová, vy
mizela by termomechanická vazba a vyělo by eG" = Cf. , t1T :. O.

Dosadíme-li z rovnice (3.28) na levou stranu (3.19) a odt~d áo (3.23),
pak pro Ep nepříliě ro.zn~ od ET dostaneme úměru

E,h
= ET

Poznámka

Pro ideální plyny platí známá Mayerova rovnice

Cp - ev = r

kde r je měrná plynová konstanta. Poměr měrných tepelných kapacit při

stál~m tlaku a při stál~m objemu
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<3.31)

se rovná Poissonově konstantě ~ , co~ je polytropický exponent při izo
entropické změně. Rovnice (3.30), resp. (3.31), je analogická s rovnicí
(3.27), resp. (3.29).

Yi"íklad 2

Jak se změní teplota izolované ocelové tyče, roztáhneme-li ji až
na mez úměrnosti, které odpovídá napětí v tahu 200 MPa? Dáno: Ej =
= 2 • 105 MPa, \XT = 1,2.10-5 K-I, CE, = 460 J kg- l K-I,

~ = 7860 kg m-3 , To = 300 K.

:Aeěení

Podle ().19) vy jde

AT = -
(1,2.10- 5). ()OO) '6 •

=' - -------- • (200.10) 0,2 K
(7860) • (460)

Teplota tedy poklesne o dvě desetiny stupně.

Příklad 6

Jaký je poměr měrných tepelných kapacit C~ a Ce , popř. elastic
kýchmodu1'O ff a Ej u oceli z příkladu 5?

~eěení

Podle (3.27) vyjde

• 460 + 1,1 = 461,1 J kg-1 K-I

Rov:rtice C3. 29) pak dává

C~ Ep 461,1 .-- = = 1,002 4
Cf.. Ej 460,0
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Pf'íklad 7

Jsou-li ze čtyř proměnných Xi , )('2. , )(3 , )(.'1 jen dvě nezávislti,
platí pro ně identicky tento vztah:

Dokažte.

~eěení

1 --=

Předpokládejme, že

Diferencováním dostaneme

Odtud vyloučíme ~X1 ; bude

(c)

Je-li

Takže
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Tuto rovnici násobíme součinem ('OXa/ th'1.)l(,' ('b'i3/'bXz.)>tt/ .

Dostaneme

(e)

Pro dX4 = O máme

Cf')

a odtud

(g)

Užitím pravidla o derivování inverzních funkcí vypočteme z rovnice (g)

a dosadíme do ď rovnice (e). Vy jde

(i)

Z rovnic (a) však vidíme, že pro X"" = konat. je )(1 = H x3)

')(3 = q. ()(1.) • Podle pravidla o derivování alo!ených funkcí

(j)
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To d088dí~e do v~tahu Ci) a zam~níme obě strany rovnice. Dostaneae

Nyní se jil snadno pfesvědčíme, !e rovnice (k) je totolná S8 vztahem,
který jsme měli dokázat.

Pf'íklad 8

Do vztahu uvedenáho v zadání pl'1kladu 7 dosacIte za proměnn'

)(1 , ••• t Xy. postupně E , T , ~ , 6" J resp. T , E , (O , ~ • Dokalte,
že vyjde vztah (3.28), r.sp. (3.29).

:Ae!ení

V prvním p~ípadě bude

1 -
(~)G"

(~~)~
(a)

= 1-

Avěak ('D f. / 1 T)t:5 = Cf.. ,('OE. I'bT)Cf.·= A€-/ ~T

Kromě toho (7)q,/'OT)~ = eG' , (uq. /"bT)e-

~(?

CE

To je však - po malé úpravě - vztah (3.28).

V druhám případě máme

p~i adiabatická změně.

= Ce:, • Takle

- 27 -
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Z definice (vT/~t)A

( 'OT 1"0 f- ) c; = ce ~ ,
= ~TJAt.

(1)fj /7Jf-J II = Ep

1 -

při izoentropické změně,

( fbG" /'or, Ir = Er Je tedy

(d)

dosadíme z rovnice (3.29), dostaneme (3.28).

Poznámka. Měrné teplo q není stavovou veličnou a její infinitesimální množství není úplný

diferenciál (na rozdíl třeba od diferenciálu měrné entropie ). Stane se jím teprve po

vynásobení integračním faktorem (11 T) . Symboly úplného a částečného diferenciálu jsme

v tomto textu nerozlišovali.

• •
4. DUHAMELUV - NEUMANNUV ZÁKON

Jedním ze základních zákonO lineární termoelasticity je konstitutiv
ní vztah mezi složkami napjatosti, složkami přetvoření '(poměrnými defor
macemi) a teplotou. Pro jednoosou napjatost má tvar (3.2). Jde-li o obec
nou napjatost a o izotropický materiál, platí těchto ěest rovnic:

t.", '" ~ I G"}( -ft ((0'1 + G" ~ ) J + d.. (T - To ')

t.1j =: t [G"~-f-(G~+(Q)(.)J +cJ,. (T-'TQ )

( l :- ~ t. (Q~ - fA- (((jx T G'II ) 1 + ex (T- To)

Přitom - jak známo - E = 1(1+ftJ & ~ je Poissonovo číslo cha-
rakterizující příčnou kontrakci. Je-li T = To = konst., dostáváme
HookeOv zákon. Budou-li nulová napětí, vyjdou vztahy popisující teplotní
roztažnost. Index "T" u modulO pružnosti E ,G a u délkové roztažnos
ti ct. pro stručnost vynecháváme.

K rovnicím (4.1) a (4.2) lze napsat inverzní vztahy ve tvaru ~)

~) V literatuře 171 je symbolem ~ označen součinitel objemové roztaž
nosti, tj. trojnásobek délkové roztažnosti. Na to je třeba pamatovat
při eventuální aplikaci vzorcO uvedených v citované publikaci.
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G"" -= A,Y: fl + '1 G€~ - ~. ( T - To )

f(}y ~(Z + ~ & €,~ - (!J ( T - To )
(4.)

"=-

b~ = Jvt/: ft + II G €. G - (lJ l T - To )

~Zde

<l = ~ + E~ + €~

Jde o Lam~ho konstantu ~~ a o poměrnou změnu ~ -elementárního obje
mu••> Konstanta 0 vyjde

Sečtením rovnic (4.3) dostaneme vztah

lede

k =
E

Zde k značí modul objemová pružnosti.

Rovnice' (4.1) a (4.2) md~eme zapsat jako jednu tenzorovou rovnici.
V k'artázských souřadnicích Xi , X1. ,X~ je

(4.10)

.> Viz tél rovnici (5.12). V literatu~e najdeme i zkrácené označení

"objemová dilatace~.
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Inverzní vztahy (4.3) a (4.4) lze nahradit rovnicí

Základy tenzorové algebry a její aplikaci v r6znych úlohách mechaniky
kontinua jsme podrobně vylo~ili jinde /16/.

Rovnici (4.7) dostaneme z rovnice (4.11) ú~ením (dosazením ~ =i
. a aplikací Einsteinova součtového pravidla).

Je tfeba pfipomenout, co jsme ji~ fekli v komentáfi k rovnlCl (3.2).
Elastické konstanty a činitele rozta~nosti zavedené do rovnic (4.1) al
(4.11) nejsou ve skutečnosťi konstanty, ale závisí na teplotě. Tuto zá
vislost v malém okolí re~erenční teploty To zanedbáváme. Prakticky to
znamená, ~e za ně dosazujeme konstantní stfední hodnoty, platné - ověem

jen pfibli~ně - pro celý provozní rozsah teplotních změn. Kdyby byl ten
to rozsah pfíliě velký, rozdělili bychom jej na meněí teplotní intervaly
a v ka!dém z nich zavedli poněkud jiné konstanty podle pfísluěné stfední
teploty. Zpravidla to nebývá nutné.

Poznámka

V literatufe se Lamého konstanty značí obvykle .ÁI , f- ; v -této
kapi to1e jsme pro ně poulili symbold )...,'" , G • Ponechá~me toti! ozna
čení obvyklé v technické praxi (modul prulnosti v tahu či tlaku E
modul prulnosti ve smyku G , Poissonovo číslo fl ). První Lamého elas
tickou konstantu ~~ , s kterou získají rovnice (4.3) výhpdný tvar,
rozliěujeme'hvězdičkou od součinitele tepelné vodivosti ~ • Druhou
Lamého elastickou konstantu jsme označili G ,nebot je to vskutku
modu1'pru!nosÚ ve smyku.

Pfíklad 9

Určete napjatost a deformaci pfímé kolejnice zpdsobenou stou~nutím

teploty o AT = r - To • Pfedpokládejte, že se kolejnice nemdže ani
prod1oulit, ani prohnout a le teplota je v kolejnici rozdělena rovnoměrně.

:§e§ení

Necht osa X souhlasí s osou kolejnice. Pak bIJ = G"i; = o; rovně!

smyková napětí jsou nulová. Z rovnice (4.1) dosadíme do podmínky nulového
poměrného prod1ou!ení fl(. = o. Vy jde

(a)
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Příčn~ rozměry kolejnice se změní o poměrn~ přírOstky

5.TERMOJlECHANICKÁ VAZBA P1iI PROSTORO~ DEFORMACI
-'

Ukázali jsme, !e ke změně teploty dochází i pouhou deformací (bez
přívodu či odvodu tepla). Tento jev jsme nazvali termomechanická vazba.
Óvahy ze třetí kapitoly zobecníme na případ obecn~ prostorov~ deformace,

, I

je! j~ popsána tenzorem druh~ho řádu se ěesti nezávislými slo!kami.
V kart~zsktch souřadnicích a v obvykl~m označení jsou tyto slo!ky

'E ť1' '= { E11 I € 'l.~ I E.:'>3 I t: 1'1. 1 € 't;!" E.~ } .".

Byla-li dříve měrná volná energíe f = ~ ( E, T) , bude nyní f =
= Ht.{,i,T); -t., j = 1',2,3. Místo rovnice 0.10) dostaneme

/J = - ( ~~ ) Eii G"ii - ~ ( :~ťi Jr (5.2 )

kde

Qj, ' = t G"11 CO"l.'l.l G"1l~ r ' <011. , <o'l:~ r G"'31 } '"i,3

'" t \?x. t G"!1 I G'?; I t"~!1 I '?:IJ ~ , r?;'/. } (5.3)

jsou slo!ky tenzoru napjatosti. Rovnici () .12) dostan,eDle ve tvaru
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(sčítá se pfes indexy ~ , i =1, 2, 3 podle Einsteinov$ součtového

pravidla). Zvolíme-li d E<:'j = O, bude

Symbolem ev jsme označili měrnou tepelnou kapacitu (měrné teplo) pfi
konetantní deformaci. Později ukážeme, že je stejná jako měrná tepelná
kapacita pfi konstantním měrném objemu; odtud index "V". !() Máme tedy

Když sem dosadíme podle druhé. z rovnic (5.2), dostaneme

Tato rovnice je analogická ke vztahu (3.16). Parciální derivace ~S~/~T

se pfi nezměněných~měrnýchdeformacích ~~i dá vypočítat z rovnice
(4.11). Zfejmě

kde
pro

<;)':1

.. S{,i je Krone ckerovOt de1ta ( 8<4 = 1 pro 'll = J'
{ ~ i ). Přifazení indéxd je takové, že napf. ~x

= <O'l'!. ,(;XI;1 = <3'1'2. atd. Když (5.8) dosadíme do

Ói,i = O
= <3'11 ,

(5.7) vyjde

Připomeňme, že
+ d E~ + cf E:e

es ~i et E. ";i = d €.~ = et €11 + cl C-12. + cl €. 33 =
= de lsrovnej s rovnicí (4.5)J • Takže

d E.)l, +

Jf) To bude zfejmé .z rovnice (5.10). Pro de = Ad.1J' /d1i' = o
bude ctq. =. c.'Ir clT
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Jaký je význam diferenciálu cle.. ? Necht o.V značí elementární
objem, tj. cJ.V = dl<oly de: Měrný objem je 'V' = dvl dm =
= dl( Q{y c}.. c /fR dxety d~ = ~-" • Pf'írdstek objemu při malých deformacích
vyjde

ó. av=.( 1+ t.lI. ) o/. X (1 + (':[) úl ~ (1 1- f:~) d c - c(.x ct~ ci ~ ,;

:. (h + €.l:J -4- f:t;) c;()(c;(.~ ct:t. = e c;l.V

Znamená tedy

Ad.. V

d.V

poměrn~ zvětěeni objemu a de jeho diferenciální přírOstek. Nemění-li

se objem, je de = O. Z rOTnice (5.10) pak vyplývá, že oťtt = Co.r dr
Tenzor přetvoření [t.1:j J lze rozdělit na tzv. kulový tenzor ~ e [ 8Cj J
a deviátor [e,~j J ,kde e"'i = (,(i - ~ Q, bci • Jd Nemění-li se objem,
je kulový tenzor nulový, ale deviátor mOže mít nenulov~ složky. Z rovnice
(5.10) je zřejm~, že se deviátor přetvoření na termomechanické vazbě ne
podílí. Tuto vazbu představuje první člen na prav~ straně rovnice (5.10).

Je-li teplota v tělese rozdělena rovnoměrně a těleso je tepelně izo
lováno, je dq. = o. Z rovnice (5.10) pak dostaneme pro malé změny okolo
referenčního stavu KelvinOv vzorec

::> -

Tof.!, A'Ir----
Cv~ '\Y

Pro veličinu ~ platí vztah (4.6). Podle (5.13) závisí změna teploty vy
volaná elastickými deformacemi pouze na poměrné změně objemu. Změna tva
ru při stálém objemu teplotu tělesa neovlivňuje.

Pro jednoosou napjatost máme lOl(. = lJ.QJ , ostatní složky tenzoru
napjatosti jsou nulové. Pak ověem

Z rovnice (5.13) vyjde pro tento případ

.) Zapíěeme-li složky tenzoru ve tvaru matice, pak L D~i J značí jednot
kovou matici.
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To je věak rovnice ().19), pokud C"" = Cl. • Rovnost těchto měrných

tepelných kapacit poněkud pfekvapuje, nebot je logická, aby qylo
~~ = Cp (je-li pfi jednoosá napjatosti ~ =konst., je konstantní

i kulový tenzor napjatosti). Jak později uká~eme, liěí se rozdíl
~(O - C~ od rozdílu Cp - C'I7" tsrovnej rovnici (J.27) s pfíkladem

10 J. Zfejmě musí být Cl' = CG' > -Ce»' C'11' • Rozdíl mezi Umíto hod-
notami je věak relativně velmi malý, takh rovnost C"" = Cf: platí
velmi pfibližně. Z praktickáho hlediska tedy mdžeme být spokojeni, ale
teoreticky nás toto tvrzení neuspokojuje. Nepfesnost vznikla patrně tím,
!e jsme v rovnici (J.IO) brali volnou energii jako funkci f (€., T)
kde S = t11 ,.místo správnáho ! ( f,~' ,T) , tJ ,i = 1, 2, 3. Jak
později ukážeme v příkladu l3·a v tab. 1, je

a samozřejmě taká

t?Jt~(€~i,T) -=
C()T'I,. (5.16)

shodně s rovnicí (5.5). Budeme-li věak podruhá podle teploty derivovat
za podminky. E11 = konst., bude se tyč pfi ·změně teploty v pi'íčnám smě

ru rozpínat, takh - označíme-li tuto derivaci symbolem D /l)T' - vyjde

D€~

DT

. Podle toho bude

(5.18)

Odtud vypočteme
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shodně s výsledky odvozenými v p~íkladu 10 a v rovnici (3.27).

Jak jsme právě ukázali, dopustili jsme se ve t~tí kapitole jen tá
nep~s~osti, že jsme do stavových veličin zahrnuli pouze jednu ze složek
tenzoru p~etvo~ení, nebot ělo o jednoosou napjatost. To znamená, ž.
v p~íčnám směru nep~sobilo žádná napětí a p~i p~íčn~ kontrakci se nekona
la žádná práce. Proto je chyba, kter~ jsme se dopustili, prakticky ne
významná. Nicm~ně je t~eba poznamenat, že vzorec (3.19) je touto chybou
zatížen a že správný je vzorec (5.14). Zjednoduěení ve t~etí kapitole

. t

jsme volili záměrně, aby s~ výklad stal p~ehlednějěím a pochopitelnějěím.

Shrneme dosavadní poznatky. Termomechanická vazba se projevuje na
jedn~ straně tím, že objemová dilatace či komprese je provázena změnami

teploty, na druhá straně tím, že tepelná kapacita závisí na tom, zda na
stává volná objemová dilatace, či zda je nějak omezována. Existují dvě

změny, p~i nichž mají napětí potenciál. Při izoentropick~ změně je tímto
potenciálem vnit~ní energie, p~i izotermická změně volná energie. P~i

těchto změnách proto existuje mezi napětím a p~etvo~ením jednoznačný

vztah; obě tyto změny jsou vratn~. Existují proto dvě verze Hookeova zá
kona. Liší se tím, že za Young~v modul pružnosti dosazujeme bua izoentro
pický, nebo izotermický modul. Modul pružnosti ve smyku je v obou p~ípa

dech stejný. Izoentropický Young~v modul pružnosti v tahu - tlaku je ne
patrně větší než izotermický. Podobný malý rozdíl je i mezi izoentropic
kým a izotermickým Poissonovým číslem. V souvislosti s tím se v praxi
někdy rozlišují "statické" a "dynamick~" moduly pružnosti. U ko~ je však
rozdíl tak nepatrný, že se nejčastěji zanedbává (viz p~íklad 6).

Hooke~v zákon je tedy definován - p~ísně vzato - jen pro izoentro
pickou nebo izotermickou změnu. V žádném jin~m p~ípadě nelze o ideální
elasticitě hovo~it. Dojde-li k nerovnoměrnému rozdělení teploty - a k to
mu dojde i pouhou nerovnoměrnou objemovou dilatací nebo kompresí -, je
t~eba počítat s vedením tepla, a tedy s termodynamikou nevratných proces~.

To nyní ukážeme. '

P~edpoklad, že teplota je v tělese rovnoměrně rozdělena, je v rozpo
ru s p~edpokladem, že do tělesa p~ivádíme teplo. Do vnit~ních částí těle

sa m~že teplo proniknout jen vedením, tj. za nerovnoměrného rozdělení

teploty. Teplotu pak m~žeme považovat za rovnoměrnou jen uvnit~ elementár
ního objemu d..V = et}( etl4 ct't • Do t.ohoto objemu přivedeme teplo aQ. =
= etq.. ~ o."V • Stěnou C<td dt; se p~ivede v rovině X = )(0. za jednu
sekundu teplo -?vl<. c<~ d a a v rovině X = Xo to 01.)( se zároveň odvede

[{vl(, +('Ok" ľOx) ctl< J C<Vúte • Celkem se tedy p~ivede množství tepla
- (7) fvx. f~x ) d V • Analogická výrazy dostaneme i pro směry l.J , t: • Do

jednoho kilogramu hmotnosti tedy p~ivedeme za čas dt teplo
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( 5.20)

Výraz (5.20) mdžeme zjednoduěit, pfejdeme-li k teD~orová symbolice. Ozna
číme

~

vektor hustoty tepelnáho toku a pro derivace jeho složek zavedeme symbol

Index za čárkou tedy znamená ,derivaci podle pfíslušn~ souřadnice. Pak

Sčítá se pfes ~ = 1, 2, 3. Rovnice (5.23) je totožná s rovnicí (5.20).
Když (5.23) dosadíme do (5.10), bude

V izotropickám tělese platí pro vedení tepla Fourierdv zákon ve tvaru

Ade h (W m- l K- l ) je tepelná vodivost. Předpokládáme, že je konstantní.
S použitím (5.25) získá (5.24) tvar

.
A- ~ i~ ... T {b é + \? c..,. T

Tečkou označujeme - jako obvykle - derivaci podle času.

/'

Pi"íklad 10

Dokažte, že rozdíl měrných tepelných kapacit při stálám tlaku a při

stál~m objemu je dán vzorcem
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c~ - C'\Y =

fiešeI!f

Je-li 'P = konat., jsou teplotní poměrn~ def'ormace v izotropickám

tělese

(a)

V tomto vztahu je S-i,i Kroneckerovo delta. Vztah (a) vyplývá z rovnic
(4.1) a (4.2). Na levou stranu rovnice (5.10) dosadíme dq. =Cp c{T
Pro ctil, dostaneme B použitím (a)

cA0 :: Dtl ol r, ti : C'l 01i S-i,i olT =

=: ()C Ó-i,~ ctT ~ cl:, (b 11 + D'l2 t Ó~3) olT:= 3 IX' dT

Vyjde

'3T (je<.
~, crr + ev- otT

(c)

Pro 0 platí (4.6), takže rovnice (c) je toto~ná se vztahem, který
jsme měli dokázat.

Jiný zpdsob ddkazu spočívá v tom, že za proměnn~ X1 , ••• , X4

v pi"íkladu 1 dosadíme po i"adě 'lY, T , q,. ,P . To již ponecháváme
čtenáf'i.

Rtíklad II

Najděte rozdělení teploty v tenkém kotouči podle obr. 4, do něho~

se teplo přivádí na obvodu o poloměru ~ a oqvádí na obou lícních plo
chách, na nich! podmínky přestupu tepla nezávisí na poloměru. Předpoklá

dáme ustálený stav.

1ieěení

Zanedbáme-li termomechanickou vazbu, dá rovnice (5.26)

Av V'2T :: ~ eV' Ť
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.
~ Vll G - '1. !Je e1& -= ~ c"" e

Zde vT .. Tl ,.; • Levou stranu
musíme doplnit o teplo pfiveden' lícní
mi povrchy, kter' bude úměrn' rozdílu
teplot e.,. T - To od teploty okolí To •
Konstantu úměrnosti označíme ';lf. ,

takla dvěma plochami 1 r Y' vtr . pro jde
za sekundu teplo -Lj 1t rdY".~e . To
podělíme objemem d.,V -= 2.1L Y' cJ..r. fr
a dostaneme p~írdstek tepla v jednot
ce objemu - '1 ~0/ fr • Konstanta ~

pfedstavuje součinitel pfestupu tepla.
Misto rovnice (a) pak bude platit
vztah

--

-

li
b

- -- -- -- -
- -...
--

-- ......---- - --------
~ -

o

08R.4
.( éV ust'len~m stavu = 0, tak~e bude

(c)

To je Besselova diterenci'lní rovnice. 1ieěení musí mstat'konečn' i pro
~ = O a musí splňovat okrajovou podmínku

pro (d)

Vypočteme

e ,., Io (cr)

To (ca)
(e)

kde

c = ~ ~~ (f)

značí modifikovanou Besselovu funkci prvního druhu, nult'ho
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Pf'íklad 12

Stanovte podmínky pro zanedbání termomechanlcká vazby.

leAení

Rovnici (5.26) upravíme d'o tvaru

• r .!@... é
J... T, {,~ -= ~ ev T L 1 + ~ c". T 1 ( s)

Termomechanickou vazbu lze z~ejmě zanedbat, je-li druhý člen v hranatá
závorce (a) mnohem meněí jel jedna. Pak ovAem

.
fl., .~~ )« : ( 1- 2M.

ol t T (O~ {

N8p~. pro ocel vyjde za normální teploty 20 oe

8 =
(7860) • (460)

(1 - 2.0,3) --------------
II 5 2(2.10 ) • (1,2.10-) • (293)

170

Za zvýěen~ teploty např. 100 oe ( T = 373 K) vy jde pf'iblilně Ó • 130.

Hledaná krit~rium tedy je

.
~ «ó (c)
OlT

Z~ejmě zále~í Da poměru rychlostí, s jakými se mění objem a teplota;
O je bezrozměrová číslo závislé na materiálu a na jeho teplotě.

Příklad 13

Uka!te, jak souvisí vnit~ní energie termoela8tick~ho tělesa s jeho
teplotou 8 přetv~~ením.

fieAení

Odvodíme vzorec pro mirnou vni tmí energii « = .u ( -r. f(J) v;ztalenou
k jednotce hmotnosti. Pro pfírOstek da měrn~ vnit~ní energie platí
vztah
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(a)

který dostaneme z prvního zákona termodynamiky. Podle (5.9) je

(b)

takh

(e)

Integrujeme v mezích od T =
Eii = E.~a'1 • Index 1, kterým

integraci vynecháme. Vyjde

To do T = Ti a od fii = O do
jsme vyznačili koncový stav, po dokončené

V prvním člEmu na pravé straně jsme za T dosadili střední hodnotu i.n-
tervalu, tj. teplotu (T-t To ) /1. ; tento ělen vznikl interakci ela8-
tickédeforma~~ a teplotního pole, souvisí tedy s termomechanickou vazbou.
Druhý člen na pravé straně rovnice (d) představuje zvýěení měrné vn~třní

energie přívodem tepla za nezměněné deformace (za nezměněného objemu).
Poslední člen představuje měrnou elastickou deformační energii. Byla vy
počtena integrací posledního členu v rovnici (c) za předpokladu konstantní
teploty (s použitím Hookeova zákona).

Poznámka

Veličiny vztažené k jednotce hmotnosti označujeme jako "měrné". Vzta
hují-li se k jednotce objemu, hovoříme o "hustotách". Např. hustotu de
formační energie dostaneme, když měrnou deformační energii vynásobíme
hustotou (specifickou hmotností). Výra~ pro měrnou volnou energii f ,
·pro měrnou vnitřní energii it a měrnou entropii ,ó ,pop!'. diferenciály
těchto veličin, najdeme v tab. 1. Vztahují se k 1 kg hmotnosti. etenáfi
doporučujeme, aby se pokusil tyto vztahy samostatně odvodit.
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Někter~ stavov~ rovnice termoelastického tělesa

Tab. 1

{J. = (b~T tťt:. + C'\7"T + ~ <oti f, {,a' + ťOYl(t.

d~ -= ( (?~T Sti + ~ G"~i) c{f;..:i + C'lr c;tT

/.) -= t t:~~ + CU"~ ~o + ťon.rt.

(?J ar
eG -= T d.E:t~ +ev- T

( 1 T 1_
T -= 'li; co-ť1 Cta" + C'\TT - elit" T en- To +r;.OMt .

ctf -::: t COti c{ ~iJ; - (~ Si1: t c",0'vv ~o) ctT
-I...- I...- .....J

6. NEVÁZANÁ KVAZISTATICKÁ TEORIE TERMOELASTICITY

Zanedbáme-li termomechanickou vazbu danou prvním členem na pravé
straně rovnice (5.26), zbude rovnice popisující vedení tepla

(6.1)

Index MV" U měrné tepeln~ kapacity vynecháváme, nebot neexistuje-li
vazba mezi teplotním polem a elastickou deformací, je C~ = Cp • 610
hu o vedení tepla řešíme nyní nezávisle. Pfedpokládáme, že se teplota mě-

ni s místem 'P (~11 X'l-r )(3) i s časem t , takže máme T =
= T ( "?r~) • Omezíme se však na případy tak pomalých změn, že setrvačn~

síly bude možné v každ~m bodě tělesa zanedbat. Deformace tělesa pak bez
prostředně sledují změny teploty a zatížení, takže čas je jen "slepým"
parametrem úlohy. To znamená, že termoelastickou úlohu budeme pro ka~dý

okamžik řešit jakoby v zastaven~m čase. w)

.) K setrvačným silám přihlédneme ve 12. kapitole.
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~eěení rovnice (6.1) vy!aduje znalost počétečních a okrajových pod-
mínek. -Na počétku děje bývá zpravidla T ( 'Pl Q) = To =konst. Okrajov~

podmínky popisují fYzikální děj na povrchu tělesa a bývají slolitijAí.
J~-li předepsána povrchová teplota T , je v bódě 'P na povrchu těle

sa

Je-li předepsána hustota tepeln~ho toku, bude podle (5.25)

Zde 1v značí teplo přivádin~ za jednotku času jednotkou plochy povrchu,
~ je vektor vnějlí normély a 'bí /?Jrvv derivace teploty v jeho směru.

Je-li povrch dokonale izolovaný, je

~T ('P t) '" O
1M" '

Stýká-li se povrch tělesa s tekutinou o jin~ teplotě Tf
teplo sdílí konvekcí, je

,()T [N '()rn, ~ 0(.* T; - T ('P, t) ]

-
, takle se

'~de o.~ je.součinitel přestupu tepla.

Dotýkají-li se určitou čéstí povrchu dvě rdzně teplé tělesa, pak
při dokonalám dotyku budou v kald~m bodě P dotyková plochy platit pod
mínky

= Tll. ( 'P,i-)

(6.7)

Zde ~ je společné normála v bodě P . Není-li dotyk obou těles doko
nalý, nahrazuje se vztah (6.6) závislostí
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r

(6.8)

•
v ní! R znaěí dotykov1 odpor.

Je-li část povrchu vystavena sálavému záfení, je podle Stefanova
-Bo1tzmannova zákona

Zde Te je teplota povrchu tělesa, z něho! teplo sálá na povrchovt
element v bodě ? termoelastického tělesa. Ten má teplotu T . Vztah
(6.9) je nepfíjemnt tím, !e je nelineární. Proto se nikdy linearizuje.
Platí, !e

"
(6.10)

(6.11)

Proměnlivost

se veličina

Te »T

'R.* se pfi ma1tch změnách teploty zanedbává. V literatufe
'R.* často označuje názvem radiační povrchová vodivost. Je-li
, lze místo vztahu (6.9) psát

(6.12)

a vztah (6.9) tak pfejde do tvaru (6.3). Prakticky stačí, je-li Te > 1T
chy,ba vzorce (6.12) je pak meněí ne! 6,1 ~.

Bejs10!itějěí okrajové podmínky btvají pro styk tělesa s tekutinou.
Součinitel c:J.'t p!'estupu tepla v rovnici (6.5) nebtvá konstantní, ale ml
ní se v prostoru i v čase. Závisí na fYzikálních vlastnostech tekutiny
a na tom, zda jde o vynucené či o volné proudění. Podrobnljií diskusi
o okrajovtch podmínkách pro úlohu o vedení tepla lze nalézt napf. v 1ite
ratuf'e /6/.

Jest1i!e jsme vyfeěi1i teplotní pole, známe pro k.ldt okamlik t
funkci T lx,) ,která vstupuje do Duhamelovtch-Neumannovtch rovnic
(4.3) a (4.4). V tenzorovém zápisu bude podle (4.11) v kartézských sou
fadnicích platit, !e
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(6.13)

kde ll. = E. \ť.\C. = t:11 + E:~2- t- E.::r~ značí objemovou dilataci. Složky f~'

tenzoru přetvoření závisí na posuvech ~i podle vzorce

. (6.14) .

a napětí 6"~~. splňují podmínky rovnováhy

(6.15)

Zde Xi; (H m-3 ) je .\; -tá složka vektoru X objemových sil. Vztahy
(6.13) až (6.15) představují soustavu patnácti rovnic pro neznámé funkce
polohy (Q~i ' t,<i, -Ut • Od soustavy rovnic teorie pružnosti se liěí

jen tím, že v rovnici (6.13) je navíc člen - ~(T-To) Ó~i , což je známá
funkce polohy, kterou jsme získali předchozím řeěením teplotního pole.

Okrajové podmínky pro tuto úlohu se zpravidla formulují tak, že na
části Su. povrchu tělesa jsou zadány posuvy Ui

(6.16)

... na zbývající části ~S povrchu je zadán vektor napětí 1.t:

(6.17)

Pruh nad symboly znamená, že jde o dané (známé) funkce.

Dosadíme-li z rovnice (6.14) nejprve do (6.13) a pak do (6.15),
dostaneme soustavu tří diferenciálních rovnic ( ~ =1, 2, 3) pro neznámé
posuvy M-(,'

(6.18)

Místo toho lze z rovnic (6.14) vyloučit.posuvy ÁL~ ; dostaneme tak šest
rovnic kompatibility, který~ musí vyhovovat poměrné deformace €~i. Když
je pak vyjádříme pomocí napětí užitím konstitutivní rovnice (4.10), vyjde
soustava ěesti rovnic pro napětí ~~j ve tvaru
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(6.19)

K těmto ěeeti rovnicím kompatibility pfietupují tfi rovnice rovnováhy
(6.15) a okrajov~ podmínky (6.16), resp. (6.17).

Rovnice (6.18) pfedstavuje zobecnění Navierových rovnic, známých
z teorie prutnosti. Rovnice (6.19) vznikla zobecněním rovnic Beltramiho
-Michellových. Metodami feAení těchto rovnic se nebudeme zabývat. Odvodí
me z nich věak dva ddležit~ praktick~ poznatky.

Pfedevěím si věimneme rovnice (6.18). Označíme-li veličiny vs~upují

cí do t~to rovnice horním indexem ~ ,budeme mít

(6.20)

T =znamená, že jde o úlohu termoelasticity. Kdyby bylo
=konst., dostali bychom úlohu elasticity (index li )

Index I
= TI)

(6.21)

Když takto rozepíšeme a porovnáme i konstitutivní rovnici (6.1) pro obě

úlohy, bude

(6.22)

(6.2)

1: 'Jr
Zvolme -Ut: =,u.(

Deformace 1. a 'l

I ". I:
• Pak bude také e, = e Jl. , f-i1
se budou zf8jmě shodovat, bude-li

][
= E"1,,)

(6.24)

(6.25)
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To vyplývá ze srovnání rovnic (6.20), (6.21), pop~. (6.22), (6.23).
Kay! (6.25) dosadíme do okrajové podmínky (6.17), vyjde

Rovnice (6.24) a! (6.26) vyjadrojí Duhem.elovu - Neu:mannovu větu: .vliv ne
rovnoměrného rozdělení teploty na napjatost a deformace tělesa dostaneme
~elením izotermické úlohy teorie pru!nosti, nehradíme-li objemové síly

'X.v výrazem Xi - rb Tj ~ a vektor povrchových napětí f: výrazem
~ +~ l T- To) %.( • Od vypočtených n~I-má1ov'ých napětí pak musíme ode

číst součin ~ (T - To) • Větu znázorňuje obr. 5.

VĚTA DUHAMELOVA - NEUMANNOVA

x~- (lllI
I 3x.

I

II

OBR.S

Duhamelova - Neumannova věta ~eAení neusnadní, ale tím, !e p~evede

vliv teploty na mechanické pOsobení objemových a povrchových sil, poskyt
ne názornějlí p~edstavu o pOsobení teplotního pole.

Da11í dOeledek vyp1ývá- z rovnic (6.19). Je-li

,. O
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pro věechna .(, ,ď = 1, 2, 3, vliv teploty se neprojeví, nebot člen

s hranatou závorkou v rovnici (6.19) odpadne. Rovnice (6.27) má ~eěení

(6.28)

Q,1,o , a3 jsou konstanty (pop~. veličiny, které zá-
a mění se jen zvolna); '><1 ,)('2. X3 jsou kert'z-

v něm! To , (.(,1

visí pouze na čase

sk~ sou~adhice.

Je-li tedy teplota rozdělena v prostoru lineárně a na těleso nepd
sobí ani objemov~, ani povrchové síly, jsou - za p~edpok1adu spojitých
posuvd - napětí v tělese nulová.

K tomu p~ipojíme poznámku. Pf'edpok1ádáme, !e v p~irozeném (refe
renčním) stavu nezávisí teplota na prostorových so~adnicích , nepětí

je (v nezatí!en~m tělese) nulov~. Vlastní pnutí vzniklé nap~. tepelným
zpracováním tedy neuva!ujeme. Zmínka o spojitosti posuvd se týká několi

kanásobně souvislých oblastí; nespojité posuvy v nich mohou vzniknout
Vo1terrovtmi dislokacemi /24/. Konečně po!adavek, aby nepdsobily povrcho
vé síly, znamená, !e teplotním dilatacím tělesa nic nebrání. Není-li to
mu tak, mohou teplotní pnutí vzniknout tf'eba i p~i konstantní teplotě

(p~ík1ad 9).

,
PMk1ad 14

Pfesvědčte se, že rovnice (6.19) neodporuje Duhame10vě - Neumannově

vitě.

fieěení

Rovnice (6.19) platí pro termoelastickou úlohu. K symbolů v této
rovnici bychom si tedy mohli p~i~slit horní index I. Obdobná rovnice
pro ekvivalentní izotermickou úlohu nemá výraz v hranaté závorce a veli
činy v ní mají index II; zní takto:

(a)

Dosadíme-li do rovnice (a) výrazy (6.24) a (6.25), musíme dostat rovnici
(6.19). Tak tomu bude, jestliže pro funkce
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bude platit, !e

(c)

(d)

Rovnice (c) a (d) skutečně platí, nebot podle (4.6)

(e)

a pro funkce (b) vyjde

(f')

(g)

7. ENERGETIC~ PRINCIPY

Vratme se k tyči podle obr. 3 namáhan4 prostým tahem. Kdy~ ji zatí-
Ume v mezích dměrnosti ~p~tím <o = F / A ,vznikne v ní poměrná pro-

'dloužení - za nezm~něná teploty - t. = G' / E a uloží se v ní def'ormačni

energie' o hustot~ ~'l. / 'lE • Nyni ponecháme zatHení nezměněná a tyč za
h:fejeme o t::..T = T - To • K tomu musíme na kddou jednotku objemu do
dat teplo 'ť C- II T • Zároveň vykoná napětí G" práci (O Ol Do T • Vztahu-,
jeme ji rovně! k jednotce objemu. Dodáme tedy energií G"'I./'2.E + ~C AI +
+ G'c;.. A,T a dostaneme sě'-v-pracovnim diagramu na obr. 6 do bodu B
po dráze OA B • Termomechanickou vazbu pokládáme za nevýznamnou, ták!e

Cp = C/IY = C. , E,b = ET = E •

Nyni budeme postupovat obráceně. Nejprve tyč zahřejeme dodáním tepla
~ C A.T do každ4 jednotky objemu a pak teprve ji zatíUme napětim G" •

Dostaneme se rovně! do bodu B , avAak po dráze OCB , přičemž do ka~d4
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A B
,,

I
I

8,
I----... _.J .~

I
jednotky objemu dodáme mechanickou prá-
ci c;-~ /1.E • Celková dodaná energie bu
de menA! než v pfedchoz~m pf!padě, a to
o hodnotu tO do AT • Protože se dodaná
energie mini v obou pfipadech ve vnitfn!
energii a ta je jednoznačně určena teplo
tou a poměrným prodloužením v bodě B ,
měla by být vynalolená energie v obou .
pfípadech stejná. V čem spočívá uvedený
rozpor?

o C e, Mohlo by se zdát, le rozpor vzni~

tím, !e zanedbáváme termomechanickou vaz
bu. Toto pod!zfeni je zcela oprá~n.ěn~,

OBR. 6 protoh nevázaná t.eorie termoelasticit,.
není fYzikálně zcela v po!ádku; zanedbá
váme sice vazbu mezi mechanickými ~ te

pelnými veličinami, ale nezanedbáváme teplotní roztažnost, ačkoli v(me,
že uvedená vazba vymizí zárov~ň s teplotní roztažností. I '

Tento rozpor je zásadní. Kdybychom při změně OAB opra~du spotřebovali větší energii než
při změně OCB, mohli bychom při cyklickém procesu OCBAO získávat energii zadarmo.
Bylo by to perpetuum mobile.

Termomechanická vazba je popsána vzorcem (5.13). Pro jednoosou napjatost z něho

získáme vztah (5.14). To znamená, že při prodloužení tyče o !1E = !1a / E poklesne teplota
tyče o hodnotu

(7.1)

Dodáme-li nyní teplo

!1ql = Toa!1a (7.2a)
I P

vrátíme se na původní teplotu To, takže výsledný přírůstek teploty bude nulový. Kjeho
zvýšení na hodnotu !1T = T - To musíme dodat další teplo (při konstantním napětí)

(7.2b)

Celkem tedy dodáme teplo!1q = !1ql + !1q2 , takže pro současný ohřev a prodlužování tyče
bude platit bilanční rovnice

(7.3)
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To je správná rovnice pro analýzu našeho problému. Při změně izochorické odpadne na pravé
straně první člen, při izotermické druhý. Dostaneme hodnoty měrných energii podle Tab. 2.

Tab. 2
Změna Dodaná měrná energie
OA Toa 1 a2

-a+--
p p2E

a(T-To)a
AB cp(T - To) + p

BC Ta 1 a2

--a---
p p2E

CO -cp(T - To)

OABCO Součet energií je nulový

Z Tab. 2 je zřejmé, že práce, kterou vykoná napětí cr'

na teplotních dilatacích a(T - To) ,se anuluje s vazební energií.

Nemá 'proto vliv na deformačníenergii. I tehdy,
zaneéibánie~Ii vazebrrl energii, budeme tento poznatek respektovat.

Hustota deformační energie proto bude

A = a2 /(2E) = (a /2E)(E - a/)'T).

~i trojoeé napjatoeti bude ana10gicky k rovnici (704)

(7.4)

Kdy~ sem dosadíme za \0-\"-3" z rovnice (601), popř. (4.11), dostaneme

s pou!itím vztahft

3>..."" t1G
E :. G )../" +-G (7.6)

výraz

1\.. "; \ Jvtf;. e;'l. + G Eti f: ~i - L'3 ~ fo '1 G) o(. (T - To ) e +

+ t'l 3" Á-~ + ~ G~ ol '1.( T - To) 2.

Přit om e. ::: Ex + ~IJ + ,ce:e (jako dfíve) a
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(7.8)

Dosadíme-li do roynice (7.5) naopak za Sti z rovnice (4.10), vyjde
po úpravě

A -= ~ E. .t G"x1- t G''j'" + co: -'l.f (~1lG"!:f + (0'4 G"i t ~i ~>' ) ] +

1 'l. 'l. 'T"'l..]+ 2..G [t"xy + -r;Irc t ... ě'IC

Výraz (7.9) se shoduje s tím, co se uvádí jako hustota deformaění energie
(d~íve naztvaná potenciální energie ~apjatosti) v ka!dé uěebnici technic
ké nauky o pru!nosti a pevnosti. Neobsahuje !ádné ěleny závislé na teplo
tě a teplotní rozta!nosti. Rovnice (7.7) a (7.9) jsou ekvivalentní,. pokud
platí Duhameldv - Neumanndv zákon. V ěirěích souvislostech mechaniky je
věak t~eba pova!ovat vztah (7.7) za prvotní. Hustota deformaění energie,

r

je-li chápána jako funkce poměrntch deformací, je toti! potenciálem napě-

tí. Platí, le

(7.10)

jak se snadno p~8věděíme dosazením z rovnice (7.7). P~itom pamatujeme,
h

=

a !e pro G'~i platí rovnice (6.13).

Potenciálem poměrntch deformací je v teorii pru!nosti
mentární energie napjatosti fl ,pro kterou musí platit,
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hustota komple
h

(7.13)



,...
Hustotu komplementární .n.rgíe napjatosti II proto povalujeme za
funkci napětí «;-i-i • Pro po_mé d.for~c. platí vztah (4.10). Podle
rovnic (7.13) a (7.9) pak usoudíme, I.

K -: II + oe (T - To ) G"'u. =

c A t- r:;;: (T - To ) (<Ol(. + G''1 +G' t )

ze A dosazujeme na pravou stranu (7.14) z rovnice (7.9).

Mám~ tedy podobně jako v teorii prulnosti deformační energii, jejíl
hustot~ je dána vztahem (7.7), a pak komplementární energii napjatosti
s hustotou podle (7.14). V teorii pru!nosti jsou obě tyto duální energie
stejn~, pokud platí Hookedv zákon. V teorii termoelasticity se obě ener
gie liAí i tehdy, platí-li Dubameldv - Neumanndv zákon, tj. v lineární
oblasti, a to o člen cl. (T-To) 6"~,,- Lsrovnej s rovnicí (7.14) 1.

Je-li hustota deform:ační energie A , pak celková deformační ener
gie v tě lese je

u = ~J1l\ctV
v

Podle známého principu virtuálních prací se virtuální práce akčních

sil (povrchových sil ~~ a obje~vých sil - X~) rovná
(variaci) celkové deformaění energie, takte K)

óU ... Uft b-Ui ots + jJj X~ bUt: c(V
S V

P~itom podle (7.10) a (7.15)

- (7.15)

virtuální změně

(7.16)

Z Cauchyho vztahu (6.14) dále vypočteme

Rovnice (7.17) a (7.18) ~ík8.jí, jak získáme variaci deformační energie
oU , je-li dána variace posuvd 8-Ut: •

JE) Mají-Ii akční síly potenciál, vyjadřuje rovnice (7.16) Lagrangeův variační princip minima
celkové potenciální energie. V dalším textu předpokládáme,že na povrchu nejsou

předepsány nenulové posuvy.
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K nagrangeoyi variaění. principu (7.16) existuje ve statice
princip mini.a to.plementárnť enersie napjatosti

Podle nlho je variace komplementární energie napjatosti nulová

óa · o

(7.19)

(7.20)

pokud je virtuáln1 ko.plementární práce pfedepsaných posuvd tak~ nulová,
jak to.u nejěastěji btvl6••> Je to Castiglianůvvariačníprincip.

Rovnice (7.16)! je základell detoraaěních, princip (7.20) silových
metod pfiblilndho leA.ní óloh termoelasticity.

Pf-íklad 15

Doblte t le pro dvě nezl6viall6 pole Ut: ()(..) t G"ti ()(t)
vztah

leAení

platí

(8)

Oznaěí.e G"~i~ = "1' t col - je vektor o alolkl6ch '\1'1 t lir'/, t 'lJ''3

Pak podle Gaussovy vity

Podle pravidla o derivování součinu vlak platí, le

(c)

Dosazením (c) do (b) dostaneme (a). Poznamenejme je~ti, le tenzor napja
tosti je eouaArnt, takle 8 pomocí (6.14) dostaneme

~. JI i. ~ .. II + i. ~., JI ... -
\Q ti IVV-',~' ': 'J.. ~-\'1 ~ ("i 'l. 'O dl, '\oN I, ~ -

-.= t G'-lj (U (" 3 + .fA, l, ť) ... (J(2' f- ~i

(d)

.> To objasní pf!klad 17.
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(e)

Proto lze .ro~ici (a) upravit t8kt~:

~~) G"~ t-~" d..V ~ ~~ G"~ {.(,~mi dS - J55 G"iti.u~d.V
V ., v

Vztah (e) platí pro jak'koli geolll8tricky koapatibilní pole p08UYd A,{,4,'

a poměrnfch deformací Eta" L~ZD~ splňujíc:! Cauchyho kineaatick' vztahy
(6.14)] a jakdkoli nezávisld pole napjato8ti ~~. (ne.vis1' na E:~' ).

Pfíklad 16

V rovnici (e) z pfedchozího p~:!kladu zvolte za pole posuvd variaci
bU..: a jí pfíeluln' po.lm' de:t'ormace Of-e;i a ublte, le odtud p~e

.rovnice (7.16) .

AeAení

Podle (7.17) bude

(a)

Pak jeAtě dosadíme z rovnic (6.17) a (6.15) a dostaD••• (7.16).

Pf-íklad 17

V rovnici (e) z pfíkladu 15 zvolte za ťO";J" variaci ÓG'.(,i a ukalte,
le o4tud dos~anete variaění prinqip (7.20).

fieAení

P~otol.

. (a)

vyjde

S pou!ití. (6.15) a (6.17) dostane••

ba= Hu~ ÓtiotS - ~H Ui bX~olV
~ v
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Avlak !1i jsou pf'edeps8lul síly na povrchu S a X,,, jsou piledepaa
n' objemov' síly. Variace těchto veličin je proto nulová (nepf'ipoultí..
ji). Pokud na povrchu nepředepisujemenenulové posuvy, je nakonec

To vlak je rovnice (7.20). Pf'i tClllto odvození jsme piledpokládali, le na
povrchu S =Sa USu jsou na části Sa předepsányměrné povrchové síly Ji =1;
(vektor napití) a na zbývající části S~ povrchu je pf'edepsán nulov,t
posuv .ul; ,tak!e

\~.uc: Ó~~ o.S ,. ~~ ~ St ct~ +Ha~ D~~dS ~ O
~ ~ ~~

(e)

(~)

(a)

První člen na prav' straně rovnice (e) odpadá, protole Of: = O. Druht
člen odpadá, pokud .u.: = O na ~A.«i. Kdyby tato podmínka neplatila, bylo
by

8O ". ~~ -Ut: ó~~ots
~"'

5a prav' strani rovnice (~) je virtuální komplementární práce pfedepsa
n1ch posuvd.

Pf'íklad 18

Dokalte, le princip virtuálních prací (7.16) je ekvivalentní se
eoustavou diferenciálních rovnic rovnováhy a s okrajovými podaínkaai na

~6" •

J\elení

S poulitím v,tsledkd z pf'íkladd 14 a 15 a pomocí vztahu (7.17) upra
víme rovnici (7.16) na tvar

~~ (G"<j Mi - fJ OU~ d~ ~ 5~S (~~ili +XJ óu,-ťcN
~~ v

Protole variace Ó~ ( ~ = 1, 2, 3) jsou libovoln' (a. na nepodstatná ome
zení, viz napf'. /10/), musí být vtra~ v oblých závorkách nulov'. Tím
získáme hledan' ekvivalentní rovnice. Vztah (7.16) zf'ejmě pf'edstavuje
kompaktní vyj'df'ení cel' soustavy rovnic (6.15) a (6.17).
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8. NUllERICd METODY AEaElit \1LOH DlUIOELASTICI'.rI

Podstata numericktch metod felení úloh z m~chaniky kontinua spočívá

v 1'.0., !e ·88 fyzikální pole v definiční oblasti (termoelastickém tělese) ,
pfiblilnl popíle nijakou eoustavou algebraicklch rovnic 8 kon8čDta poětem

nezná-tch, která nahrazuje podle zvclen'ho krit4ria rigorózní 8o~tavu

parciálních diferenciálních rovnic. Mdle se tak stát nap~. tí., le pfe
jdeme od diferenciálních rovnic k diferenění. rovnicím (metoda sítí),
nebo tí., le těleso 8 nekoneěně mnoha stupni volnosti nahradíme mechanic
kou soustavou 8 konečným počtem těchto stupňd (metoda fYzikální diekreti
zace, Ritzova metoda aj.).

Probereme podrobni Ritzovu aetodu, její•• zvláAtním pfípadea je i ae
formační varianta metody koneěDých pr.kd. Vektor zobecněných po8uň

\ ~ l)( tY, e) } , tedy neználl' vektorovE! pole, napíl.lle' ve tvaru

(8.1)

kde t 1\ ] je matice zvoleDých bázových funkcí a { lf} . je vektor nezná
mých parametrd. Rovnice (8.1) platí jen pfiblilni. Paraaet~ ve vektoru
t ifl vybereme tak, aby byla tato pfiblilnost v jistám 8JDYslu cO---nej

vAtAí. za neznám~ param,try .dleme zvolit zobecnin' posuvy konečn'ho

počtu bodd vybr&nlch z definiční oblasti, ale obecně tO-'Bení Dutn4. Pd
vodní pole {uJ je dáno, známe-li zobecn~ná posuvy v kaldtf_ z nekonečně

mnoha bodd ( X , ~ ,~ ) definiění oblasti. Rovnice (8.1) toto pole po
někud zjednoduAuje; zobecněn' posuvy zde počítáme ulitím pouze kOD8čn4hó

počtu prvkd vektoru l q1 , a to pomocí pfaedem zvolených :funkcí, z nichl
je 8.~taveD~.~~tice [AJ • Obecni 8e toto pole od pdvodního poněkud li
Aí. Vztah (8.1) p~edepisuje kinematiku pohybu věech bodd těleaa, je~li

vektor tCj,} dán. Volnost pohybu tllesa je tak umile omezena na počet

stupĎd volnosti odpovídající počtu prvkO ve vektoru t4}·. Rovnice
(8.1) pfedetavuje·matematický model, ktert- popisujeme - ovAem jen pfi-
blilni - ~ziká1ní model tělesa s nekoneěně mnoha stupni volnosti. Pro
tole pohyb matematick~ho modelu je zde dán pohybe. oddileDých-(= diskr't
ních) bodd, popf. koneěntm počtem jiných parametrd, mluvíme o diakr4tní
soustavl, o diskretizovan~. modelu, popf. o soustavě se 8ou8t~edinl.i

par8Dlet~.

Je-li pole posuvd {.u }--. -známo, mdleme z niho podle vztahO (6.14) vy.

poěítat poměrn' deformace. Nejde-li o posuvy v kart'zsktch soufadnicích,
ale o zobecněná POSUVy·), odvodíme z nich zobecněn' po.lrD'·d.~O~8C••
VyCházíme-li p~ito. z aproximace (8.1) skutečnáho pole zobecn_ných poau-

.) BlilAí výklad obs&buje napf. /18/.
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Td, budou tyto zobecnin' po.im' de:torDlace I tl z'Tiset ronil na
Tektoru fq. J • Dostane.e Tstah

(8.2)

llatice I 'B] je odTozena z matice 1 A] a obsahuje jen znú' :tUDkce
soufadnic.

Duha.eldT - HeumanndT zákon (4.3) a (4.4) zapíl••e roTnil T matico
T'. tTaru. Bude

(8.3)

kde ~~ol pfedstaTUje Tektor poa'tečních po~rntch de:tormací a syabol
[E] pfedstaTUje matici elastickjch moduld. Podle. (4.1) a (4.2) T;Yjde

f...to o<.lT-To)

t'Jo Ol tT-To)

tE-oJ ~ t~o r:J.. tT- Tll) (8.4)
')''aClJo O
':Y'Il:o Q

"I "ttJJ O

Pdjde-li o zobecnin' pomirn' de:tormace, dostaneme jin$, Ble obdobnt TztBh
pro počáteční zobecnin' hodnoty. To uk'leme pozdiji (Tiz pfíklad 19).
V.ktor tto~ odpOTídá teplotním dilatacím T uTolnintch elementárních
hranolcích tllesa, pro nil tG').. tO 3 • Kdyby se tileso naopek
nemohlo Tdbec de:tormoTat, bylo by t t. J '=' {O 3 a z roTnice (8.3) by "7

lel Tektor počátečních nap~tí

ROTnici (8.3) bychoa pak mohli napsat Te tTBrU

(8.6)

Rovnice (8.3) a (8.6) jsou rOTnocenn'.

Nechi ayní DB tlleso pdsobí obje.oT~ síly tX} a na část poTrchu
Se; pfedepsaD' 'POTrChOT' mim' síly trl (Tekt-or napití). Kromi to

ho ai p6sobí T re:tereněních uzloT,fch bodech eoustfedin' zobecnin' síly
i !u ~ • Z principu virtuálních prací (7.16) pak dostáváme
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~H t&~1i tG" 1 ctV ::: ~~ tOu.}T( I \ cu: +'
v t~

(8.1)

Variac••ektoru l~ ,r••p. t &E 1 , .aať r ••pekto.at o••eať stuPĎ6
.OlDOSti "48ft' rovnici (8.1), r ••p. (8.2). Bud. proto

(8.8)

Doaadí.e-li (8.8) do (8.7), dostane••

{&tlT ~~S rP>JT{6'~~V = {S~}T H[AJT{f}~S +
V ~6

+ {bor1T ~H tAJT { )( ) av+[~yT { !u ~
v (8.9)

za .ektor {G'~ dos.4í••• roYDice (8.3) • za {E} .e 'Ystahu (8.2).
Po l1prli'Yl dostan...

td.

t \L] = HS t B]T( E] [ B] otV
v

t t ~ -= tl' I + t ~v} + f h) + {fu}

l~,l ~.Ht AJT{f} ~s
se;

{1v) : !H I A]T {X 1dV
v
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(8.15)

Zde r ~1 znaěí .aUci tuhoeU, {, h J vektor aU ekvivalentních pf'ea.
pllaD1- pon'Cho~ IIn'm, {fil ~ vektor ekvivalentní obje.oyta IIU'.
a í fT 1 vektor ",11 pf'eaataTUJícťch l1ěinek teplotního pole. Vektor
t ~u 1 pf'eaataTUje 011..11' lIíly pf'ipojen' v uzloytch bod.ch. Protole

variaci toq.l .dl••• zvolit jakkoli, .Ullí platit vztah

(8.16)

ú-li bit rovnice (8.10) IIplnlna. Je-li tll.llo podepf'eno tak, leae ne
.dle jako tuht c.lek poh1'bovat (mdle ae vlak de:t'orllovat), a je-li toto
oMz.ní u! zahrnuto do aproxi.ce (8.1), je matice tuhollti t \(] p.ozi
ti'YDl de:t'initní a je .olno ji iDYertovat. Pak

a z rovniee (8.3), popf'.ram.·li ~q ~
(8.6), napití

, vypoěteu z ro'YDic (8.2)

t~} · Vyjde

~<O(Xt'JI~)~ :tEJtB(x,,!,e}]{q} +{G'o(x,\j,~n

(8.17)

(8.18)

V.ktor poě'teěních napití ~ <;-0) pf'edlltaTUje teplotní pnutí, kter' by

vzniklo v tllea., Jehol zobecnln' pOIlUyY {q. 1 by byly nulov'. To je
zf'.j.' z rovnice (8.18), dOlladí..-li t.. iq.} = {O} • V tom pf'ípadl
jllou vlak - poale (8.1) - pOIlUVY nulov' vlude. Poě'teění napití l Ero )
vznikají tedY l1ěiDkea teploty v tlleae, kter' se nede:t'orauje (de:t'oraaci
je liplnl zabr'nlno).

Kevznik'-li teplotní .pnutí, jllou f100 } ,t ~o1 ,t í1"J nulov'
vektory. Rovnice (8.3), popf'. (8.6), pak pf'ejde v zobecněný Hookedv zákon.

Vybereme-li bázov' funkce tak, le jsou nenulov' jen v blíst'_ okolí
uzlov'ho bodu, k nlmul lIe vztahuje pf'íslulný zobecněný POIIUV, doII tane..
metodu kon.ěntch prvkd. Postupuje se vlak obráceni: daná oblallt se nej
prve rozdllí na podoblallti - ~oneěn' prvky - a v nich se volí tvarov'
(interpolaění, -Dálladov'-) funkce, nejěalltlji ve tvaru polynomd. Z tich
ae pak lIelltaTUjí házov' tunkce s uvedenou vlalltnollti. Podrobnoatai lIe zde
nebude.e zab,tvat; ěten'f'e odkazujeme na IIpecializovanou literaturu, v níl
ae lze pouěit nejen o základních principech metody koneěných prvkd, ale
i o zpdaoba realizace ytpoětd na poěítaěi /3/, /8/. O jiných metodách,
zvldltl o .etodě hraniění (okrajov') integrace, lIe lze pouěit v litera
tufe /36/.
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Pf'íklad 19

Bahra!te rovno.lrDi zatílenl priz..tieký nosník ~dl. obr. 7 ..te-

2

(
l

, O··BR.7

x

matickýa modelem o čty~ech stupních volnosti. Pak pfedepiite okrajov'
podmínky odpovídající pr08t~.U pod.p~eDí nosníku (kloubOv4 podpo~ nebrá
nící osov~ dilataci uaíetin' na koncích nosníku). Rozdllení tepl~~7 pfed
pokládejte nez'viel' na 8ouf'adnicích x , y , avlak line'rni závi_I' na
soVadnici ~ • Nosnít je 80uairnl k rovinl ohybu X , ~~

i.len!

Vyjde~é~li z jednoduch~ Bernoul1iho - Nevi_rovy teorie ohYbu, bude
me moci popaat.· ve!ker~ deformace nosníku prdhybovou čárou, tj. posuvy

W CX') bodd: na jeho stf'ednici. za .obecnin' posuV (q.1 veza._. posu-
vy a óhlY otoěení v koncovtch ~ezeeh nosníku na obr. 7, kde JSOQ pfí8luA
n~ stupnI volnosti označeny ěíslicemi 1 81 4. S pfihl'dDut~. k obr. 7 de
finujeme l q) takto:

'}f w(o)

ct1. - W' (o)
~o,) c =

'13 w(t)

~.~. - '1.1' (t).

(a)

Aproximaci prdhYbov' čáry zTolí.e ve tvaru kubick4ho polyno.~

(b)
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• nial jsou ět7foi nezn'-' koeticient7 (jejich poěat souhlasí s poěta.

PM'k6 .a ••ktoru l <to) ). Urěí.e Je tak, ab7 b71a spl.Dina ro.nica (a).
Vztah (8.1) pak buda IlÍt t.ar

(c)

Zobecninl poSUT7 q1 q.~ jsou skutečn' posuV7 v podpor'ch. Jsou
I

ovle. nulov', ale tuto podmínku zahrne. do vtpoětu pozdiji. V rovnici
(c) bude

(d)

za zobecninou poalrnou detoraacibere.e kfoivost, takle

(.)

a za zobecninl napití ob7bovt Iloaent .)

(t)

Matice e1asticttch -adu1d bude prvlho fádu a bude aít tvar

(g)

kde E J't znaěí ob7bovou tuhost. Dosadí_-1i (c) do rovnice. (a), dosta
ne.. rovnici (8.2), v níl

.) Takle detoraa~DÍ energie v e1e.antu nosníku o d'lca á)( je

~U~ ~ t\E.1T{~ld.y..
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S poulit:!. (b) vypočte••

~'rkou ZDa~í.e derivaci podle X·. ·Obje.- nosníku pfedetavuje otev~e

nt intel'Yal O <: ~ <: t a ·povrch- jeou koncov' body x. .. O, x. =- t
tohoto intervalu, v nichl Je pf'edepeán Dulovi prdhyb•. Obje.ovtf síly tedy
j80U

kde «t je pftedepe8D' d4lkovtl zatílení. Bez8Jllňuj d'lkov' zatílení ~

s. zobecnlntai posuY1' q1 , 'lt. , 4! , '1" • PfedpokláMae, le 't- je
kODstantní a s.lfuje do16 (proti 8-.velU 08Y ! ). POYrchov4 síly nejsou
phd-epa'ny•

Vypo~t••e jeltl vektor počátečních teplotních napětí (~ol. Je to
o~boyt lIO.ent, ktert vznikne y nosníku vlive. nerOYlloalrn'ho rosdllení
teploty, sabr'ní..-li jeho d.toraaci. Protol. je dán pr~_h teplotních
rosdí1d

(j)

kde ..~ je z~ kon8tanta, bude hledanl o~bo'9'l .o.ent

liT'" ~~ Eot tT(~) - To J cdS -=
S

(k)

Je-li AT rozdíl teplot krajních vláken nosníku a h jejich vzdále
nost (vlAka n08níku), je k = ~T Ih • Takle

(1)
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(ll)

.7n! jil sdle.e v,ypoěítat ..tici tuhoetipodle rovnice (8.11). Vyjde

, -3t -G; - 3t

-3ft 1l'l- :?l Iv'/.

Ik] .a
!lEJ)

,L'J> -, ~e, c;, ?lt
(n)

-jl t'l. ~t 2t~

Dále V7Poětelle vektor sil ekvivalentních objeaov,fa silá. podle vzt~u

(8.14). Dostane..

{ r _3i. ~ _1f. _ M.:]T
t fv 1 'Z l 'l. I. 1'1.' 1. I 11.

A koneěnl vsorec (8.15) tU

~ fr1 : I o, -HT I O. Mr JT

Rovnici (8.16) mdle.e lepsat symbolicky takto

i.1 i 4'.l. ii3 '-14 Ch f1
~2.1 ~t'L i '1.3 k ty. q'l- ft
~~4 i~'1. t~ "k~~ q, h

-k4-i kll'!. k,lt~ -k4't '}4 flf

(o)

(p)

(q)

Protole matice tuhosti je singulární, nelze odtud sObecnln' posu.., t~}
V7Poěítat••ejprve muaím, v,yloučit pohyb n08níku jako tuh'ho celku, tj.
pf-edepaat jeho podepf-ení podJúnkaai

(1:,,1. .. 1_ Cl(~r 1.) Je ted7 1. t;..\ 1. rl J , 8rovnej s rovnicí (8.5). Horní vlákno
IIá V711:C teplotu ne! spodní, pokud Ar> o.
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(r)

Protol. s. \1.1to Dul..1 ú.obí y rovnici (q) první a thtí eloupec, .d
I••• tyto sloupce ~Decbat a ps't

-b,1~ ht"t .f1

i~'l t,'l4 {::}~ ~1

~A1 ~.14 t~ (s)

i 4'L ''-14 tli

Síly ~\ , ~~ aaj:! vtznaa reakc:! v podpor'ch a pro zaěátek ú. nesaJí
aaJí. Vynech'.. tedy i p~t a tfetí fádek a dostane_.

(t)

To Je jil regulárnt probl'., neboi matice tuhosti je y t'to rOYDici po
zitivni de:rinitní. Ro.pie•• dostan••e m.aticoyou rovnici -pro dyl Ji••náa'

8 hlení.

(u)

= (, {qt'l. -1'2. MT }

1.4· E.;:J~_ _q.(,1. + 1'2. Ml"

. (y)

Zobecnin4 eoufadnice Ci').., l1-y maaeaaJt 'db.ly otoěení y podporách. za
klada' bere•• ty, j.jichl .~sl S8 shoduje, S8 8~.1•• ot,aent bodinovtch
ruěiě.k (srovnej 8 obr. 6)~ Je te47
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(w)

tento Y,fs1edek je pfeent, jak ee anadno pfee~idět.e, ale aproxi..ce (c)
pl'eeú není, pokud 't''' O. SkuteěDt prdb1'b je dán parabolou ět~t'ho

etupni, je-li ~ • konat. V dan'. pfípadi dostane_ z ronice (c) dokon-'
ce jen'~adratickou parabolu, nebot kubick' ě1eD7 ee zrulí. Y,yjde totil

(x)

e nej~itlí. pr~be. uproetfed

(,'l.d.Aí

Bh

Pfesú hodnota tohoto prdb,7bu vlek je

( .)

eást prdhfbu zpdsobená nerovnoalrata tep1otn:(a pole. T,J11a pfesni, zb,tva
jící část odpo~dající d'lko~'.u zatílení T,Jlla pfiblilDi. Z rOY.Dice (s)
V7Poěte.e reakce ~ podponch

l' - ~'J3 - '1.

a z rovnice (8.18) zobecnin' napití. Vyulij..e pfitoa toho, le ~1. O,
Ch -= o. S pfihUdnutí. k de:tinic i (:t) V7 jde

I l ~Gt
M " E:1) llf~' I lf:] t t't j + i tOo 1 ... ~

Teplotní pnutí je nu1o~'. Je to dde1edek toho, le teplota je rozdi1ena
1ineál"Di a tep1otní.u prohnutí lIOeníku ani jeho oeov'_u roztalení nie ne-
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br'Dť. O.o.o~ dilataci j ....Iů 't'IPoět- ••postihli, neboi .1....s.- .
• ed11 .e ..Iru OS7 Do.a:Lm I'dat sob.cnlDl posuv ani s:L1u a pre os••4 po
eu~ n......'dnou aproziaaci. Ob7boyt ...nt M . V71.1 konat_tú,

M .. ~t'"'/1'L ,aětoli se .e .kut.ano.ti '&ní podle par.bo17 y ••s1eh
04 nu17 do q.tI.J& • !fato ••lk' nepfeenoet j. ddel.4k." toho, Ie ••
v ..tlei [~] ~stytujť druh' 4eiaiyace illterpolaaDÍch tuDkeí. DeriYoy'...
nt. s. tald' nepfe.no8t s.ltluj•• K47b7Cbaa chtlli do.tat pfe.nljl! ~
81.4k7....si1i bycboa llosll1k rosdllit na nlkol1k prYkd. fo QDí u~le.e.

Pfťtlaa 20

telte dlobu • p":Lkl.du. 19, _"lak nosn1t rozdllte aa dya et.Jal dlou
h.' Pryky podle obr. 8., takl. nepodepf'eDt Dosnít <Jeho ..t ...ti~kt .ade1)
bude aít I••t etupňd yolllo8ti.

a)

I

b) .
0'0 ••

0,5
M(x)
q [2

//"'< aprox .
• wpresne

o 1

08R.8

x/l 2
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lelell:!

Poulijeae yteledkd odvozeDlch v pf:!kladu 19. Pro leyt pM'ek (pro
IeTOU poloyillu no.n:!ku) bude platit rOftlice (q) • pftk1.du 19 e tou zal
DOU, le .teto BobecnlDlch .il !~ • !'t zde budou p6.obit eí17 1~') J

1~~) pfoipadajťcť na levt nosnťkovt pI''Yek. Bude tedl'

~11 i 1'J. ~13 ~i4 ~ !1
i~1 w't1. "kll! i 1't q'l- ~2.

:;

iy31 {c,!1. 'Ít!3 t 31.f q~ ~Ji) (a)

-4t 1+1 ~Lf~ *Lf3 "6. Ltlt G}4 ; ..(11

Drubt D08n1koyt pn-ek bude a:!t stejnou ..tiei tuhosti, .vlak stupDI,. vol
no.tl.budou II1t indeZ7 3 81 6. Takle

~1~ i,t~ ~,~ -h",", q.3 t~l

-6,.~ t1~ -l~~ k14 q.4 f~'J.l

k~3 iL'34
:;;

~1 t~'J.. ~r fr (b)

'\41 ~Lf'L. k Lt3 tLt&+ qG ~,

Zde t~) , H'1.) pfedetayuji zobecnln' si1Y pf'ipadaj:!cí na druhý prvek
(na pravou polovinu nosníku). ProtoI.

(c)

budeme ~ci elolit vztahy (a) a (b) platn4 pro jednot1iv' D08nikov4 prvky
do jednoho ystahu platnáho pro celou soustavu. V7jde .>

.> Rozepeání••e 1z. pfesvlděit, le plati-li (a) al (c), platí i rovni
ce (d).
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fL11 i,,,~ ~1~ ÍQi1'"f 'o o '11 ~f

.ftli ft1t ~1'a .ifJ,14 O O q.~ f4-.

~31 ~~ ("'3+ 6;11) lf1t3&f'" 61S) ~.'b Ú,tt q,~ !s
- (4)

41&+1 iLit'}. ( ~~t 6,11) (i'f'+.fo '!f.) i t3 i!'f tt&t 1't

·0 O '~:!J1 ~~2. '6.33 i 31i 'l-r 'S-
·0 O i\t4 ~~ "an ~ q, f,

Po dosa••ní Z rovnic. (D) pf'íkladu 19 bude

, - 3t -'o -3i O O <li ~1

-3l 1t/L 3l, t'l- O O q~ f"

~~(t
-b ~~ 12- O -6 -2>(, <13 !3

t'L 4tf. t'1 == (e)- ?Jl, O 3t et'-t t\f
'0 O -b ~t

, 3e 4r -lr

'0 O -2>t -t.,'J,. ~t 1t~ q, {,

Pro~ole q." "•., 0, qr = 0, V)'Decháae y rovnici (e) prYllí a pátt Ndek
. a y·W8tlci tuhosti pryní a p'tt .loupec (n'.obí •• totil nulaai). Zbude

1et\. 3t t" O q~ 1~

3l, 11 O -~.e q,3 !3
1EJ:'t =
t~ ~t O 4t'" tll. "-'-t {\f (t)

tJ -31, .f,'" 'lt~ q, ~,

S poulit!. Ystehd (o) a (pl~'·-.-·pHk18du 19 a••ta.:!.e vektor pra.' strany .
~.l.dDí rovnice pro pfípad, I. ť} =konet. a Mr c konet. ~o.taD.á.
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~'1. q,t'J/f1 MT o o
'13 -q.t /'1. O -q,tJ'l O- + + + '='

't4 - q,t1./1'2. MT q.t 1./1'2. -Mr

'-f, O O -q,G2(f2. I1r
y v

zatlluje leT,f pr.ek zatlluje praT,f prvek

q.t'l;/1'l. - Mr q,t'{f'l. - EJ)-OlAí/h

- qG -~t

... ..,
O (c)

O

-qt i'11.+ ti -qt'l111 + E1l O(,AT/h

lelenía soustaT,f (t) dostane.e

ld.AT--h

q." • O

Tyto hodnoty jsou pfesn'. Aprozill8ce

w(){) ~ L{f1.(l<.), ll3(l<.)] {4~1

IN ()(.) 1C [I('t ()(-t) I lf~ (l(-t) J l~:}

(O < )( < t)

(1)

je oplt nephsn', a.lak c~ba je nepatrn'. Ob7b zpdsobent neroYDo_mtm
rozdl1ení_ teploty je peps'n kYadratickou parabo1Gu,#takle je • pfíkla
du 19 i 20 aprozblo.'n bez cb7b7. Pdsobí-li na nosník pouse ~'lko'd zaU
IeDÍ ,q... konst. (takle fiT". O), je ob7bo.' č'ra pops'na polyno._
ětyrt'ho stupni. Pfiblilnf felení ji nahrazuje d.l.. oblouky kubicklch
parabol soUllirntal k fezu .e .zM1enosti x. = t . SroYMJú pfesn'ho
a pfib1iln'ho felení je • to.to pf1.padI zfej_' z tab. é ..
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,

'J./e o 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
-.

alWO~·
14 EJlw

O 1,544 2,912 4,oas 4,736 5
-

~ř«hÍ
q,t~

O 1,570 2,970 4,065 4,762 5

Vycházíme-li z' principu virtuáln~ch praci*)~ Jeou epl'OX1aoTu'
~b7 (T ebeolutllt hodlletl) TI47 ••Illt Il.bo a.JTlI et.Ja' .1_0 phell'
PI'6b7b7. ZObecalll' napltt (tJ. olQ'boyt _.Dt· T Iloentku) 4oetue•• podl.
Tsorc. (8.18) pro O '" X ~ ~ ft tTaru

M ~ E"J~ r. ll: (,(). I lfa" (()] t4~1+- t ~o1 
= E1 t (.i. _, ·L)(~...; e«AT) +

) t t" 3E'J, f\,

,_ .~ _ S'g.t" t~ClC.AT ""
+(""li 1'1.· t' )(1,+ E:l~ + 1h )1

. EJ)o(Ai ~ 'l-t
+ h • 1~'" T )t

(.1)

v iater..lu t, X ~ 1t J. prdblh eou.lrat. Sro~t phea.ho e pfiblil
a'he prdblhu.oh,.yboytch __atd Je sh.1" s obr. 8b. Pfeeaoet hlent e.
t.4T:·'Po4etetDí~·sytlile, aakoli J.. Iloelltk I'Osclllili pou.. na 4Ta pnq.

V pfttlad.ch 19 a 20 Je. sTolili ftlai J.4Ilo4uch' ..dÚlt, ab"y b"yl~_lil' prGblh hleat podrobnl ele4~Tat i bas ytpoa.tIlt t.chDiq. Vth04a
..to47 ·toa.aQ#ch ·prykd e. oTle. uplatllt t.prye u rose'hltch a elolittch
4loh, u nichl b~choa e ruaa1. 'YIpoat•• aevetaaili.

IBu4... ph4potl'dat, I. ethdll1 polo"r trllbq J. r a tloulha etl-
Il7 h • '.plota T trubc. Je tOlletaatll~' T • To , tJ. a.ÁTie;t ui Ila
eoufa4aic1ch, ui na a.... Poa't.t eouh4aic sTol1aeT otraJOT'. Pl"6f'esu .

*) Převedeme-Ii oba členy pravé strany rovnice (7,16), které představují variaci potenciální energie akčních sil
(se záporným znaménkem), na levou stranu, dostaneme podmínku stacionární hodnoty (minima) celkové
potenciální energie, cožje Lagrangeůvvariační princip. Jím lze odůvodnit uvedené ohraničení.
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y nlktertla bodl na obvodu etl'ednt plochy (obr. 9). V 0_0.'_ s.lru bude
/

x
:_- -_-_-. _~I'I'"I,','..,.

---------'-----

l

OBR.9

8oui'edllic. X ,v ob.odo.'_ ~ (alhú po oblouku) a ., ra4i'lnť. __-
ra !. • Protole Boafadnici ~ _Ifí•• po obl~uku, nejde o kart'••kcl 80U

fadn~c•• V.hl.de. k rot.~Dí 8y••trii n.bu~. l'dDá veli!in8 -'vi.et'·.. ~ ,
takl.' pdjd. o dvouro_rnou dlohu na d.tiD.iění oblasti O ~)( .s t, •
- (hll) -' i! ~ (hll). U"i_loeti DB 80ufadnici ~ 'se sbaYí•• ti., I. bude.
pfe4pokl'dat. I. bo~ na Do~l. ke etl'ední plol••detanou na t'to Bor
úl. i po detoraaci _tfední plocb;y (IClrchhottoY8 bypot'••). Kroal tobo
sanedW.. napití Sz i 8I1Yko'" detOrll8C. • Pro 1Io_aty • sily zakr••le
n' na obr. 10 pak budou platit tyto konstitutivní vzt&bJ /34/:

N)C

OB·R.10
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f1" -

Pro oh7boyou tUhost D pfitoa platí v.tah

(9.1)

n =

Takto zjednodulená teorie YY8tihuje 81olitou ekuteěnost jeD teh~, je-li
h <.<r ,tj. je-li trubka ieDko8tlnú. Pfitoa ~ • re.p. W • oaěí

posuv ve s.lru 087 X • re.p. e •
Pfedpotláde jil•., le y trubce pd80b:! -mitfDí pfetlak TJ • Pro 8:!17

a Ilo_entypodleo.br. 10 pak platí tyto ~dII1nJq rovDOriiv .)

ci N", r al.( '= O

dQ. rdy + Nvall.. cLlf - ~ ralf dl<. = O

c(MlC.rá~ - QrdydJ(, s O

(9.3)

.....v ~

Z prYDí Os tichto roYllic vypltv'. I. Nx = konat. Z drUh' a ze tf'etí
rovnice vylouěí.. posouvající 8:!lu Q • Dostane..

1471 .e. dos.4í•• z rOYDic (9.1), vyjde diterenci'lní rovnice ět~t'ho

"du

.) 8111 a 8ilov' dvojice 8e vrteorii de.ek a ekofepin vstahuj1 k jednotce
d41~ pf:!elu'n'ho fezu etfední p1ocbY. Viz napf. /34/.
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Protole jde o lineární rovnici, mdleme poul~t princip superpozice
a partikulární feAení

(9.6)

platn' pro zatílení trubky konstantní osovou silou oddělit od feJení
platn'ho pro trubku bez osov, síly. Pro NIC = O budeme mít

Nyní dlohu zobecníme pro pfípad, le v trubce existuje nerovnoměrně roz
dělená teplota T ( XI c) daná vztahem

(9.8)

To znamená, Ie vně jlí stěna má teplotu To + T, + T~ a vni tf-ní stě-

na To + 11 - T~ • Lineární prdběh teploty napfíč stěnou je aoln'
pfedpokládat jen proto, Ie trubka je tenkostěnná. Pak ovlem To + Ti
značí teplotu stfední plochy ve vzdálenosti X od levého okraje trubky
a T~ poloviční rozdíl teplot óbou po?rchd v témle místě; To je re
ferenční teplota, která do výpočtd nevstupuje.

Chceme-li zabránit teplotním deformacím, musíme pfipojit jednak ob
vodové a osové síly bránící obvodovému a osovému poměrn'mu prodloulenť,

jednak ohybové" momenty bránící změnám kfivosti; budou to tyto síly

.. - Eo(.h 1": ( )
1

t )(

-~

a tyto ohYbové momenty

Zároveň vzniknou teplotní napití
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8lolen' z napití tahových (tlakovtch) a ohybových.

Je 'zf-ejll', le síla N~)( odporu.je' první ~ rovnic rO'moY'h1" (9.3),
pokud neDí T,\ = konet. Abychoa rovnováhu obnovili, musili bychom pf'i
pojit objeao.' síly pdsob!cí ve s.lru 0.1' X- , kter' by byly dalrn4 de-
rivaci an I dx • lIísto toho bu.deme p:fedpokl'dat, 18 Ni)C. = O a °le
8e trubka .dle v 080y4. s.lra vo1nl roztahovat. V to. pfípadl bude

=

(9.12)

(9.1)

----.........

Síly a mo_enty podle (9.12) a (9.13) v trubce ye skuteěnoeti nepd8o~í.

lIueí.e je tedy odeěíst, čí_I trubku uvolníme. Zdstanou Y Ilí pak ul jen
teplotní napití. To znamená, .e na okrajích 'I. = O, X = R, pi'ip~jí.e

ohybov4 momenty .

(9.16)

To vlak jeltl nestačí. Dosadí_e-li do rovnice (9.4) za Mx výraz pro
H1~ z rovnice (9.13) a za Nit .,.jraz pro N1':f podle (9.12), dosta

neae tlak pr ,který _uS,í pdeobit, Ilá-li se udrlet rovnováha. Vyjde
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Pi = (9.17)

Tento tlak ve skutečnosti na skofepinu nepdsobí, takie jej .usí.e ode
číst.·) .

Shrneme-li tyto poznatty, .dle_. konstatovat, le pro trubku naa4ha
Don teplotní. pole. T(x,~) podle rovnice (9.8) a vnitfní. pfetlake.
~ l~) plat! di:rerenciá1nť rovnice

v níl

".D ď+w (Xl + Eh
dx\f y:t"' Wex) ... Plx)

znaěí ekvivalentní zatílení respektující i vliv teplotního pole. Zároveň

je nutn' okraje trubky zatíti t ohybový_i IlG_enty MT~ (O) , Mi~ (t)
podle vztahu (9.16) 8 k vypočteQfm napětí.

(9.20)

pfipočítat počáteční hodnoty ~o, ~~o podle rovnic (9.14) a (9.15).

Rěkteré i1u~trativDí p~íkla~ analytických felení rovnice (9.18)
lze na14zt ve zpr'vl /20/.

Pi'ťklad 21

Trubka podle obr. 9 8 volnfai konci je zahf'ta.na,teplotu, kter'
probíhá po d4lce trubky 1ine'rni a v tlouAtce trubky je konstantní. Urče

te deforaace trubky a teplotní napětí•

• ) Tento tlak al dosud bránil radiální. poeuvO.ll•

.. 75 -



lelení

v to.to p~ípadi ~ tx) lili ct + <t~ , T1.(~) = O. Podle (9.17) al

(9.19) dostaneme

a podle (9.14) al (9.16)

E~h

r (Q,+~)() (a)

Q)~o .. O G'';10 ... - EoI. (o. fo (,){)

HTIJ :. O

fielení diferenciální rovnice (a) _us! vyhovovat okrajovým podmíDk'.

(c)

pro X:: O i pro ~ = t (vymi·z'í ohybový Ilo_ent H~ i p08ouvaj:!cí sí
la .Q ). Z~.jmě bude

Obvodov4 napit:!pdsoben4 tlakem f5 = ECll hla + <r~ ) I r vyjde

~~ ....= ~ r Ih ... = ECI. (a. + 6){ ) a v;fsledn4 napit:! bude

Teplotní napětí tedY v trubce nepdsobí, col je samozfejmd, neboi teplot
ní pole je lineární funkcí kart'zekých soufadnic a teplotní dilataci nic
nebrání ••)

Pf'íklad 22

Trubka podle obr. 9~~ volntmi konci je zah~áta tak, le vnljAí povrch
Ilá teplotu o A.T vyllí Dei vnitmí. V 080V'" amiru se pf'itoa teplota ne
_Iní. Ur~ete deformace trubky a teplotní nap_tí •

• ) Zde IDáDle na mysli libovolnti kart4zsk', tj. pf'íaočar4 pravol1hl' soufad
nice. S7st'. 80u~adDic zavedený v 9~ kapitole je kfivoěart, DeDí tedy
tart4zekt. Shodou okolností vlak je i v nim prdblh te.ploty 1iD_éraí.
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lelení

v to.to pf-~padl je i~ = O, T'l,.. A. T1'2. = konst. Bude te~

1>r = .l> =O, G'l(~ = G"'40 = - Eo("~ L\r I (1-f)h a dále

E<t h1.
M~(o):: Mjl(tt) • - 1'l.(1-f) AT (a)

Dallí vtpo~et uskuteční.. za pfedpokladu, le trubka je dlouhá, napf•
.(, ') ~ ~ rh • V tom pfípadl stačí uvalovat jen část felení diterenciál

ní rovnice (9.18) popisující blízk~ okolí fezu X =O, totil

kde

Bezaalňuj tuto charakteristickou konstantu s veličinou ~ podle rovnice
(4.6). S okrajovllli podJDíDkami

(d)

dostane..

(e)

(t)

(g)
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( 1)

(j)

Největi'í absolutní hodnota napití pdsob:! v ObTOdov4. směru, 8 to

(k)

Pf'íklad 2J

Pro rotačně symetrickou tenkostěnnou trubku zatílenou t~plotní. pe
lem T"()(,~) podle rovnice (9.8) navrhnite koneěn.1 prvek 8 uveelte jeho
vlas.tnosti.

:Aelení

Problám Je popsán diferenciální rO'fD1cí (9.18) pro ·pr-ahyb Wex) •
První ělen zDamená elastickou vratnou sílu pfipadající -Ď8'''dC§lkovou Jed
notku. Druht ělen p~edst8vuje reakci vznikající paBobením obvodovtch na
pití, která Je analog1ck' reakci pruln'he podkladu u noenťkd ulolen.tCh '
D~ Winkler._v·1 p~uin'm ·podkladu. !Coneěně třetí ělen (prTDí člen Da preT'
strani) p~eds~avuje ekvivalentní mlrná setílaní. tj. pdsobení vněJA1ch

. . .11".~ ('V:n1t~DťJlo p~etl8ku ~ a teplotního pele T )•

Je .~ej.', !e dl.ha je analogick' 8 teorií ohybu nosníku Da prú!Dá_
podkladu. Bud... proto postup.vat ste3al jako v p~íkladu 19. Peulijeme

\;

aproximace

tw(x)1 ~ LA(x)] t~] ~

t lft (x) ,lf",(x) Ilf3 (x), lfy (l() ] f~ 11 q.~, q.3 I 'h ~ T .
(a)

v níl '1-1 = W(o), q'L = -W'(O), 'h = W(t) 'f."t = -w'{ť) (ěár-
ke znaě! derivaci podle X _.-.--);- Tyarové. funkce jeou rovněl steJnd jako
y p~ítladu 19, totii

lit "=' 1 - 3( ~y. -4- '1. ( ~ ) '1..

)(1 . Xl
tf'/, - -X t 1. T - t."
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Elas'tick4 Yratn4 síly jsou v uzlech _předst8VOVúyvektor. (k] {q,} ,
kde podle p~ít18du 19 vyjde

(e)

Na rozdíl od pf'1kladu 19 zde IIÚle ohybovou tuhost sko:fep1ny
D ... Eh3 {11J. ( 1- fL") • Nyní pdjde o to, urěit jeAtě vektor ekvivalent-
n:! 'Vratnt- Silám, která JSou dány druhým členem v rovnici (9.18). OZD8

ěí.e jej { fp 1 (síly z peJDysln'ho pruln'ho podkladu). Podle principu
v1rtuáln!eh prací budeme poladovat, aby

~

{&q.1T t fp} • ~\bw(l()l~ ~~ [w(x1]ctl(
o

\

tj. aby. vlrtúlní práce vratnlch měrn$ch sil Eh w I r'L byla stejn'
jako v1rtu'1~í práce ekvivalentních sil {tp 1 • Vzhledem k rovnici (a)
odtud dostaneme podmínku

Protože variace (ó~1 Je libovoln', vyjde vektor reaktivních sil

(r)

kde podle rovnice ("e)

~e
"(1'1.. 4'1Lf2- Ll I lf3 4'1 lpq

Eh ·lfllf1 lPi ~~ ~3 lf~ lfy ct(-:..

r'l,. o
. Lf3 ~1 Lf3(f~ lf31- lf3 (('l4-

lf4lf1 Lf\(4'1, lf'llf3 tfLt'" ~

(g)
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Dosazení. z rovnic (b) vyjde

'\~, -11e S"'Y 13t.

Ehe, -'l2.t 4 t,?. -1'3 t, -2e1.

Ll~ 1 '=-
4'2,0 t 54 -1~t 1S-b 1~t (h)

f!' t -~t~ '1!Lt 4tt.

Vektor 8i1 {f E1 odpovídající ekvivalentn1mu zatílení P()() pocile
rovnice (9.19) vyjde ze srovnání ~irtu'lních prací

Protole V>w1 = tA] {Sq.l. bude

thl ~. ~etA(x)lTt~(x)} otl( ".
o I

(1)

4'1(x)

lf~(x) (;lx.

lf2 ex)
lfl( (x.)

( .1)

Výchozt revn1ce metody keneěqých prvkd _, v tomto případě tvar

. .~ ["] t t ll, ]) { q.} ~ f fE) + { fM 1+ í f u1
..-

Do pravá strany rovnice (k) dosadíme za t tH ) ze vstehu (9.16)

(k)

(.1)

Prvky vektoru tfu) j80U osamAlá 8íly a 8ilová dvojice pdsobící v uz~ech.
Jde o vnijěi sily a momenty, pop~. o 8íly a momenty pfenáěen~ do dan4ho
prvku z ostatních částí konstrukce.

Poznglra
T ---.

Vektor tÓW ) a utice {-p (X)) za integračn1m .zn8Jll~nk_ v rovni-
ci (1) j80U v tomto zvl'ltná případi jednoprvková matice (matice. typu
1 x 1); matice tAJ je typu 1 x 4. vektor 1Cf} je typu 4 x 1.
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10. TLUSTOSTINN1 TRUBKA

Omez1me 8e Da pfípad cluttSho rotaěni symetrick'ho v'lce, v nimi
jeDu vi.chDl veličiny ve smlru osy konstantní 8 osový posuv je nulo~.

Pdjd~ tedy o p~tp8d rov1nn' deformace. Na lád~ • obOU pl'iid nebudou
pdsobit I~D' sí17 8 tak' obJemov' síly budou nalov'. Rozdíl teploty

T\ (r) v den'. místi a reterenění teploty To oeaaí.. TCr) • Bucle
tedy T(r-)." T, (r) - To • Jed1n4 nenulová slolka posuvu Je J(J,(r);
je to radiální posuv. PrOfe. válce tvof:! 1D8z1krult a 4í r ~ lY • ICdy-
bychom znali pole p08uvd ~(r) ,snadno bychom z něho odvodili hlevnt
pomlrná prodloul~DÍ

~u
Er -etr (10.1)

Z DUbem.lova - Neumannova zákona (4.1) bychom pak dostali hlavní Daplt:! .)

~r
E ~ du ~4 ]= 1- 'lp [ 1t)L Ciř"" +- H f' r: - oe. T

~lf
E fL du. 1-),t ..tt - ~T]

(10.2 )..
1- 'Lf [ \tf'-

---.. t- Id.'r tTp '(

(01: - f lG"y + G"~ ) - E~T

Tato napětí muat splňovat diferenciální rovnici rovnováhy zn'mou z teorie
tlustostiDDjch n4dob 8 lisovaQjch spojd

(10.3)

Kdyl do rovnice (10.3) dosadíme z prvních dvou vztahd (10.2), vyjde di
ferenciální rovnice pro radiální posuv «(r) ve tvaru

Pfitom pfedpokládáae, le dálkov4 roztalnost je kODstantni, tj. le nésá
vist aDi Da teplotl, ani na poloměru. fteAent. táto rovnice dostaneme

.) Dos.dt.. Et = O, To = O. Alternativně mdleme vycházet s ~vnic

(4.3) .1 (4.5).
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(10.5)
r

U(r) ... ~t~ oe) T(~) ~pl~ + ~1~ +C2, ~

1"

Symbolem ~ jsme .značili poloměr z intervalu (a, Y\) • Z rovnice
(10.5) dos.dtme do vztahd (10.2) 8 integraaní kODstanty C1 , C!.
urěím8 tak, aby radiální Dap6tí (O'r vymizel. Da povrchu r = a.,
1 Da povrchu tf' = tr • Vyjde .)

Eex ~ r1.. a," r6- C"" I

Sl'" := i-U.' y:i L.(,.1._();'" j T (r) rotY" - ) T (t) ~ Gt~ 1
(- - ~ o.,

~ot ~
rz. 1.. b 'ť

~ w t ~",~~." )T(r)rctr +1í(i)~ct~ -Tr"] (10.6)'; 'f 1- P. y:i
A. Q,

Eo( 'l}J. b
~1: - L 1T(v-) rctr - T ]1-f (,,":-0,"-

&t

Je-li třeba, mdleme k těmto Dapěttm superponovet napětí vzniklá mecha
Dic~m zetílením (vnějAí., popř. vnitřním rediálntm tlakem, osovou silou).

Mdleme např. poladGvat, aby osová síla ve válci by-la..Dulová. Za
podmínky roviDná deformace dává napití Cae podle (10.6) osovou sílu

(10.7)

Nep~cib1-li~~ skuteěnosti tato s!la, _ustme jej! děinek odeěíst. R~diál
ní a obvodová n~pětí s·e pfitom ~ezmin:(. Osov, napit! <OtO vyjde 8les

opět Ilenulov', ale dá nuiovou výslednici. Z~• .1.i bude

F
G"! o 'Ol 6"t - 1& ( (,:'"-0."") -

~ 1,Lc. (" ~,Lt ~ ft. '1 - r6-
• i-u. t[~ JTntr - T ] -~ JTrOlr + {r"'-a,'I. JTrdr } ...

r 4 ~ ~ ~

(,.

~ ~ I~~ Tr"'olr - TJ· -= c;-~ T G'"lI1-ft (,:~-a'l. ) ..

(10.8)

.) Tyto rovnice jsou uved~ ve 8borníku /35/ Da str. 23 8 drob~i c~

bami.
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!oto Dapětí pdsobí v ~ezech doetateěni vzdáleDtch od obou koncd trubky
(co zDamená tato "dosteteěná" vzdálenost, objasni pfíklad 24). Radiální
posuv v libovoln'm místě vypočteme nejsn'ze ze vztahu pre obvodová po
měrn' prod1oulení Elf podle (10.1) 8 Z Duhame10va - Neumennova záko
Da (4.1). Vyjde

(a)

Jde-li o trubku bez osová síly, dosadíme za ~r hodnotu G" tO •

Příklad 24

Ocelová trubka má poloměry Cl, = 50 mm, (y =80 mm modul pružnosti
E =2 • 105 MPa, d'lkovou roztainost oc =1,25 ." 10-~ X-1, Poissonovo

číslo fl = 0,3. Vypočtěte teplotní pnutí v ustálen'm rotaěně symetrická.
teplotním poli takovám, le teplota Da vnitřním povrchu je T~ =100 oe,
na vnějAím povrchu Tťr = O oe. Určete rovněl deformace trubky. Předpo

kládejte, že se teplota ve směru osy trubky nemění 8 18 je trubka r.,la
tivně velmi dlouhá, takže se v místech dostatečně vzdálených od obou kon
cd zachovává rovinnest prOřezd. Osov, síle nepOsebí. Odhadněte t~1 dtďor

maci 8 napjatost v okol! koncO trubky, kde předpoklad rovinnosti prd~8.d

neplatí.

fteiení

Za p~1rozent stav tělesa zvolíme ten, p~i němž nepOsob! ládná za
tílení 8 teplota je v ce14m tělese rovna O Oe. v ustálená_ rotačně sy
metrickám teplotním poli je ~TJ~t =Oj rovnice (6.1) dává

dtr f vtr
r-r~T + O
v : d r1.- r elf' =

Teplota T (r) vyhovuje okrajovým podmínkám '

T (a) -= TQ, (b)

:fteAenílD rovnice (a) 8 okrajovými podmínk8Dli (b) dostaneme pro prdblh/'
teploty vzorec /

T(r)
~ (f1./r)

:< TG\, ~ (~{a)
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Tuto funkci .JiYDť doaadím. do pl'YIlích dvou rOYDic (10•.6) a do rovnice
(10.8). K tomu budeme pothbo'lat yYNlit iDtegr'~

(€~~d% ' t(rt.~r - (ltlM,a.) - ~ (r1._O:)
~

~Aianeme-li si, I. konstantní teplota nemá na teplotní napětí vliv, eta
~í do rovnic (10.6) a (10.8) dosadit pouze

T lir ) ~ IQ, 0__
(r =- lJYIv (.ft/a) VY\Ir

S o.Da~.Dí.

(4)

dostane••

ECllT~ [.e." l( X1.-i
'0'r =- 1(1-f' /M.(3- p,1.-1 1\

Eot. TA. [ IM-x - 1 )('l.~1
" """G'tf - - +- p,'1._ 11 (e)

2. (1-,,' "~~

Pro den' hodnoty yYjde

2,5 • 100 250
=------ =--2 • O, 7 -.... -. 1 t 4

80 ,
f1t == - =1,6
Iv 50

Prdblb7 napit! ~počt.D' z rovnic (e) jsou zakresleny na obr. ll.

Radidlní posuv na vnljl1m polollllru yYjde podle (10.9)

80
«(ft) =--

2 • 105
[ 151',0 (1 - 0,3) + O ] .
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200
(MPa)

10-0

-100

-200

55

OBR.11

75mm

a DB ynitfB!. polo.-ru

50=---- ( -206,14 (1 - 0,3) + 250] ~ 0,026 _

Tyto P08UvY j_ou .I~.~ od polo.Ard obou pOYrchd, kter' sjiett.. pfi
teplotl O oe. Kdyb7choa je vztahovali t pokojov' teplotI 20 °c, vY1lo b7

4 (ť,.) ~ 0,022 IIIIl A.t(a.) :: O, 014 JIIIl

lapltí ~Co ned'v' sice I'dnou vjel.dnou eílu, ale je u vnitfDťbo pl'ltl
tlakov' a u vnljlího pl'ltl tahOY'. Na ěelech ye ekuteěnoati nep6aobť.

Napjatost y okolí kOftcO trQb~ tedy d08tanem., kdyl k napiti. vYpoětenta

podle rO\'1lic <e> pf'ipoětea. Dapjatos-t zpdeob8nou napití. E)ao, pfipoje
nt- na obou ěelecb 8 opaěDta zn..'nkea. Poeoudť_e tuto ·poruchu· fel.ní
<e> podle teorie tenttch ekofepin, jel ovle. bude platit jen pfiblilDl.
Skofepina má totil etf'ední polomlr ro =65 .. a tloulika stl~ ~ ~.

• 30 _, není tedy nijak "tenkoetlnn'". Ba okraji t'to ekofepin,y Ilue"tíílé
pfipojit radi61ní ohYbovt moaent (pdeobící tah na vnitfní. a tlak Dá Ynlj~

Aí. povrchu) o velikoeti '
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b '

Hro = ~o ~ G'to (r) r'2.ol.r 'Z

~

Q,3

1"0 (t)

Po dosaz.n:! ěíselntch hodnot dostane.. Hro = 25 926,85 B. Linearizo.a-
n' ohybov' napití je pat ~o = ~'I.. Mro = 3~ • 25 926;85 ;; 173 MPa.

Toto napit:! adle.. poroYll8t • extrflllDÚli hodnot8IŮ. ~eo na obr. II (8 na
pití. 151, r ••p. 206 MPa).

Oe.se charakt.ristickou dtt'lku skoNpiay ):J • Pro 'JL == 0.3 je
p ~ 0,78 ~roh I: 0,78 V 65~. 30 ~ 34,44 aa. Vliv okrajov' poruchy za

s'hne do vzdálenosti asi ~b od okraje trubky, tj. do vsd'lenoeti asi
100 ... Radi'ln:! POSUy na okraji 8kof-epi~ pdaobent ohyboYýa moaent••
M~ vyjde (podl. /17/, str. 230)

2. ro'- 2 • 652 • 25 926,85
Ua = Hro • ; 0,031 .. -- (g)

Eh~ 5 22 • 10 • 30 • 34,44

Tento prdhyb .e ~ch1e ..enluje, YZdaluJeme-1i se od okraje trubkJ, al
ye y.~leBoeti 88i 100 .. prakticky ~.i.í. Radi'laí posuv na vnljlÚl
poyrchu tru~k7, .Ifent od pfiro••n'ho etayu pf-i O °C, je tedy aa koncích
trubky celk•• 0,073 _ a v .íat.ch vzd'lentch od okrejo. Yíce nel 100 ..

jen ~~'i, O.042·,.wila.
.. .." ,-

Podle teorie tenktch skof.pin adle.. pfiblilaa ~poěít.t i pr6blh
ohyboytch lIo••nt6, a tťa ,i pr6bih ruliY'ho Depltí, kter' by bylo tfeba
superponoyat k hodnot'. V7Po~t.ata • rOVllic (.), abych•• z:!ekali pf'iblil
nou pfedetavu o napitích pobl:!1 koncd trubkJ. To ponechá.'•• ěten'f'i.

ll. VOW DISKA S diOd --noMlnou UPLOTOU

Ja obr. 12 Je .ú.ornl.. d••ka o tloul!c. 2.h s libovo1Dta obry••••
Pfedpotl'd'.e, Ie nea! ••ttl.na ani podepfena. Teplota s. v n:! _In:! pouze
y úyisl.eti na soufadnici ! , tetl- teplotní ra.4tl T alfent 04 r.:te
renGDt teploty ~u4.
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~ ..........-----+----
z

T oz T(c)

x

x

/

(11.1)

Ukál._e, le teplotní Dapjatost a detormaci dostaneme velmi snadno ee.i
inverzní aetodou. Budeme pfedpokládat, le

(11.2)

Jedia' nenulov' slolty nap~tí jsou tedy ~ a b'l • Odhadne.e hlení
ve tvaru

'(11.3)

a pokueí•• se nal'zt :funkci .f Ct:) tak, aby byly sp1nlDY' vAechDy pothbJl4
rovnice a okrajoy4 podmínky.

Rovnice rovnov'h1 (6.15) j80u zfejmě eplniQY identicky. Ze ieeti
rO.vnic koapatibility (6.19) jsou apl.ěDY' etejntmzp680bem tf-i. Zbý~ajíc:!

tfi budou eplnlny jen tehdy, bude-li platit diferenciální rovnice

(ll~
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lelení. získ'•• tuakci i Ce) ,a tí. i napití G-" • <;--r. podle yzta-,
hu (11.3). Vyjde

Z podaínek (11.2) vyplt.', le lícní pOYl'dhy de.ky .180u bez napití. V'lco
vý pl'li de.ky ylak _dle bit bez napití jen tehdy, bude-li ta. GX II O,

6''j- =O. To by vyladovalo, aby T (i-) byla 1ine'rní funkce. Pak by by

lo napití nulov' vlude. V .liD'_ pfípadl nebude v'lcový pl'li bez napití.
- Lze .Iak pol.doyat, aby na okraji deeky byly Dulov' výalednice, tj. Dulo
y' Do~loY' eíla a nulový obJbo~ ao.ent. Tehdy .uaí platit ~to dvl
podaínq:

-Iv

.J ~ G"K (i) cti • O
-fu I

(11.6)

Protole platí (11.3). budou obdobn' ronice 8plnl~ i pro napití 6"..,. •
Z podll:(n_k (11.6) vypolSte.. iDt.sr.~Dí tODatanty ~ , Cl. K.konec
vyjde

. Tat ...J'"•• dostali ft.lení d8ft' dlObJ stí_ o.ezeJŮm, le okrajov' poda!nq
8plĎuj••• na obvodu desky pouze v glob41ní••.,a1u (okraj není sice" bez
napití, evlak tato napití dávají nuloyou ~81ednici a Dulovou výalednou
dvojici). Tato "porucha" vlak zaaahuje ve .~slu Saint-VeDantova princi
pu pou~e b11zk4 okolí okraje desky (aai do ~zd'leDo.ti ~~).

Rovnici (11.7) mdleme zapsat je4noduleji, z•••de••-11 oznalSení

h

Mr '= EO(, J! T(i)o(~
-n,
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Ópln4 felení pak ~pad' takto:

t')(.~ : 'r~1: - L~ .. O

~ '1 'z
~lt: E.lf 2 E I 'lh Nr + 1h1 Mr1

~)t. r ~ 3! 1 ...u ()e~ .. - (1.)t) E L 'ih Nr + 1h3 MT 1 ... -ry Ol r i

(11.9)

Pro p08U~ dostane.. (al n8 moln' pfe_íetlní desky jako tUh'bo tll••• ,
kter' mdleme euperpODovat)

Pf'íklad 25

VypočtAte p~etvofení tenk' desky o tloultce ~h ,miní-li se teplota
napf!~ deskou lineárně.

lelení

Teplotu ve etfední plole desky zvolíme za referenční, takle bUd•••
počítat 8 rozdílem teplot
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AT je rozdíl teplot obou pOTrchd, tj.

~T ~ T(h) - T(-h)

v tom p:fi,padl vyjde\

N,..=O
~

Mr ... ex Ea ) "t'Lc/.1, '=' ~ ot E h'J..Aí
-l\,

(c)

~

Podle (11.10) ~počteme posuvy. Vyjde

x 6~ " Eh1.AT - ~ IV Ar
IJ -= - - - cl.. - ~ &.\
~ E ~h~ a lh

(d)

Napití jsou vesmis nulo~á.

TYto vÝsledky zkontrolujeme je!ti p~ímtm výpočtem. Označme polomJr
kfivoeti atPední plochy R (obr. 13). Poměrná prodloulení zpdsobená
zkfivení. do kulov' plochY jsou

(e)

Protole napití jsou Dulová, _usi být

Srovnáním <e) 8 (t) dostaneme pro
k~ivo8t stfedni ploc~ vzorec

(g)4 dAT
T == 'l.h

OBR.13
Na druh' stranA _us! podle (d) pro
ma14 detoraace platit, I.

/
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-::. - O{AT--'l.h
Shoda obou výsledkd je zfejm'. Kromě toho musí platit, le

- E", =
o{AT

1h
d.AT

1h
(i)

Tak~ těmto rovnicím felení (d) vyhovuje. Konečně

col rovněl platí.

12. VLNIli V TERMOELASTICit TYČI

V t~to kapitole se Trátíme k pfedstavě tenk~ homogenní termoelastic
k~ \1č., z kter~ jsme vycházeli pfi odvozováni základních fYzikálních
vztahd ve 3. kapitole. Tato pfedstava je výhodná proto, le se zmenJí po
čet nezávisle proměnnich na dvě - na prostorovou soufadnici X. a na ča

sovou soufadnici t . Tentokrát se budeme zabývat lífením harmonick4
vlny v tyči, v ní! existuje termomechanická vazba. Tyč je od okolí te
·pelně izolována, napjatost v ní je jednoosá. To znamená, le nic nebrání
pfíčn~·kontrakci. Setrvačn' síly pdsoben' pfíčným pohybem vlak zanedbáme,
col znamená, le se omezíme Jen na pfípad velmi tenk4 tyče.

Zcela obdobně bychom ovlem mohli probírat pfípad pod41n' vlny s r~
vinným čelem, která by se lífi1a izotropní., homogenním, nekonečným (ermo
elastickýa prostfedím. V něm by byly pfíčn4 posuvy nu1ov4. Da1Aí p~ípad,

totil lífení s~kov4 vlny, je nezajímavý, proto!e se pfi něm ládná termo
mechanická vazba neuplatňuje (změna objemu je v prvním pfib1í!ení _u10vá).
Zdstanem. vlak jen u prv4ho z uvedených pfípadd, tj. u pod41n4ho v~ní

v tenk4 termoe1astick~ tyči.
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Doeadťae-li do rovnice (5.21) za ~ hodnotu

vyjde 8 pouliti. (4.6) tato parciální diferenciální rovnice popisující
termo_echaDickou vazba:

Rovnice rovnováhy (6.15) dá y nal_. pfípadl

·z. napití (;)C. d0884í.. z Duhalle10va - NeUll&rmova zákona

~tL
G"y. .. E [E~ - ol. CT-To)] '= E [ 'lx ~oť CT-To)]

a Z8 objemovou 8ílu X~ vezae_. setrvaěnou sílu

Dostaneme

(12 •.7) .

Roynice (12.3) a (12.7) J8~U _ák1ad•• ce14ho fel.ní. Platí pro dyl nes6-
vi.1e pro_Dll' {,t (x, tl , Te 'XI-é) • Protol. z_IDY teploty budou Depatra',
doead:!a. do prVllího ~l.DU na 1ey' stranl ro-mice (12.3) T • 10 • konet.
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Bude tedy

~tm jsme dostali dvi 11De~1 d1f.erenc1áln1 rovnice (12.7) a (12.8).
Pokud Denť ~ =O, jsou obi rovnice v.,~...i v's8n'.

H~ODiCkou de~ormaěD1 vlnu v tyai popíl..e roYD1cť

.. (12.9)

v urait4. fezu ~ = konst. 88 posuv a ainť v ěa.e herlloDtoky • tru..
hovon :trekvencí W a 8 -periodoa 2.r Iw ; frekvence km1td ~. te41
t = W/~1C • V ur~it'm okaml1ku (v 8ssteven'_ ča_.) .8 de:tormaěnt .1118

jeví Jako sinusovka II 4'lkou vlDy L = ~Jt ICl, • Vel1a1na a, Je vln.
v, ě:(elo, «o je amplituda.

Vtchy1ku iI danou rovnicí (12.9) lze získat jako prbit vektoru
~ o d'lce 1~r:; ~o ,ktert .ytrá .e eouřadnicovouO.OU dhel...tf = tot -ax. (obr. 14). Polohu vektoru ~o mdleme popsat pomocť

Jmu

OBR. 14

--komplexní prO_Dll' Y Gausso\'i ro\'llli. Koncový bod vektoru,,(,(o Dl' 8oufa4-
n1ce M.o ~ lf, Mo~ tf • V tom pfípadi pfed8ta",:,~. poeuv M:
podle (12.9) pouze reálnou část komplexního ětela

,u, = ,{,to I eoa LWt - cA)() + <, MM, ( tA) t - ax )1 ..
'= Mo IZ -ť( wt - tl~)
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kde A.lo značí modul tohoto komplexního čísla a úhel (Wt - a,;) jeho
argument. Jin$mi slovy, šíření deformační vlny bude popsáno reálnou
částí komplexního čísla Átpodle (12.10). Podobně popíšeme i tepelnou
vlnu. Označíme rozdíl teplot T - To = ~ , col bude reálná část

komplexního čísla

(12.11)

Abychom postihli i eventuální fázový posuv mezi oběma vlnami (mezi de
formační a tepelnou vlnou), připustíme, že číslo ~o mdže být komplexní,
ovšem konstantní.

Výrazy (12.10) a (12.11) dosadíme do rovnic (12.7) a (12.8). Abychom
zápis zjednodušili, dosadíme přitom

(12.12 )

a budeme pamatovat, le z komplexního čísla T má fyzikální význam teplo
ty jen -jeho reálná část. Podobně skutečn$ posuv ve směru souřadDtcov'

osy X je jen reálnou částí komplexního čísla ~ (12.10). Za_těchto

předpokladd bude např.

a obdobně

7>7.(.(, 'I. {,(wt-o.x)
~ )('1, ... - a .uo e
"b1.,u 'l. ~(wt-o.)()

~t'l. = - LV M.o e.

'{)".uv {. (lOt - Ct)()
'bx.~t "" a w .u.o e.

'Dr . i(wt -al')
_... - {, Cl 'ro ll.
~x

~T . ~ (wi-Q'J.)
'Dt ~ {,w LO (l,

~7.T { (wt;-Q)l.)
-c -a'l.7:o e.'1lx.'l.. -.. _-

(12.13)

(12.14)

Je zřejmá, le se po dosazení těchto výrazd do rovnic (1~.7) a (12.8)
exponenciální :funkce zkrátí. Zbude soustava dvou rovnic pro dvě proměnná

..uo , t"o
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l~wt- E o,'l-)..u.e + ~ ( ECA.a.) 'Vo - o

( E eX To w0.) -Uo + lÁ.lX'+ ~~ C'II' W ) 'ro a O

(12.15)

To jsou dvi lineární a1gebraick~ homogenní rovnice, Je! mají netriviální
feěení jen tehdy, je-li determinant soustavy nulový. To znamená, ie

(12.16)

Netriviální feěení ve tvaru (12.10) a (12.12) m~!e existovat jen tehdy,
platí-li (12.16).

Probereme někter~ zv1'ětní pfípady. Je-li teplotní d'lková roztal
nost oe. nulová, vymizí termomechanická vazba. Pro . Áto ~ O dostaneme

'\. E '\.-podle prv~ z rovnic (12.15) podmínku ~W - Q. =O, z čeho! ,.

ct ·~w~~ :. ± W
(12.17)

CE

kde

ta = ~ ~ (12.18)

značí postupnou rychlost e1aatick~ pod~ln~ vlny. Pro
dá druhá z rovnic (12.15) podmínku >.. O}- + .(.~ C'Ir W

eX =O, 'ro '* O
=O. Odtud vypočteme

Vlnová číslo zde vyi10 komplexní; to znamená, le nep~jde o prostou har
monickou vlnu, ale o vlnu tlumenou. Označme

(12.20)

Pak Q, = i: l " - i) 1\
dostaneme

po dosazení tohoto výrazu do vztahu (12.11)
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~(wt =FAx.) fAx,
'r • 'to e e (12.21)

To j80U sf.jmi dvl stejná vlny epaěn;tch smysld. Pro vlnu, která se Ať!'!

ve smlru kladn' 887 X ,pletí horJÚ znam4nko, nebot amplltuda vlny bu
.en' v poěátku 8ov~dlllc se nemdle donů.neěDa zvitlovat. Dolní zDem4Dko
platí z t4hol ddvodu pro vlnu, kter' 8e iífí proti tla4n4_u smyelu oey X •

Fázovou rychlost tepelná vlny dostane••, kdy! budeme sledovat ..I-
DU polohy bodd 8e stejnou fází lf' = wt - A)( vlny za ě88 cit • Pro

t.p = kODet. dostaDeme wd.t--A áx. = O a odtud ul vyjde rychlost ~T

tepeln' vlny ve tvaru

(12.22 )

Tepelná vlna rychle deznívá. Kdyb7chom hodnotu e-3 :: 0,.0498 zanedball
proti 1, mohli bychom prohlásit, le tepelná vlna buzená v poě'teěDta

prOf••u X = O vymlzí ("dozní") ul ve vzd'J.enoeti

(12.23)

Dt§lka vlnY přitom Je

To znamená, le tepelná vlna prakticky vymizí ul ve vzdálenoeti rovn'
88i polovině vlnová dálky, neboi

•
0,477 L

Proto!e jsme zanedbali termomechanickou vazbu, jsou ob~ vlny, de
form.ění i tepelná, nez'visld. Rozkm.itáváme-11 tedy po·čáteění prdf.z t7
ě. )( =O 8 amplitudou osovtSho posuvu ~ , bude 8e od tohoto lIlísta
5íflt ela8tick' vlna 8 posuvy pops8~i rovnicí (12.9). Bude m!t ve vA.ch
pr~~••ch tyč. kon8tantní amplitudu (obr. 15 a). RoŮJI1t4me-11 míst. tohe
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(a)

(b)

'.

O 1 2 3 4 5 6 7 Ax

OBR.15

v počátečnÚl prOfezu teplotu tak, le ampl!tuda :r,;,teploty v prdf••u X = O
bude 'to ,bude se amplituda změn teploty se vzdáleností od poě'tku velmi
rychle ZIIlenAovat (obr. 15 b). Posuvy budou p~itom nalov', nebol d4lkov4
roztamost je nulov'. Tvar vlny je na obr. 15 vyznaěen plnou ědrou, prO-
blh amplitud je vyznaěen ěárkovani.

Uvalujme nyní o pfípadu tyěe 8 nenulovou d'lkovou resteIDost!. tedy
s termomechanickou vazbou, ale 8 nulovou tepelnou vodivostí ~ • Doe84í
me-li do rovnice (12 .16) A, = 0, dostaneme po l1pravA

(12 .26)

Aviak C'Ir = Ce., E = ET .·) Za ET dosadíme na levou atranu
(12.26) z rovnice (3.23) 8 dostaneme

.) Srovnej rovnice (3.19) a (5.14).
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(12.27)

To je zcela logický výsledek. Je-li tepelná vodivost ~ nulová, jsou de
formace tyče izoentropick~. Deformační vlna je netlumená s fázovou rych
lostí ~ E~ I~ . Z jedn~ nebo z druh~ z rovnic (12.15) pak vyjde

EO\. To
--- auo

<? C'I1'
(12.28)

Tepelná vlna je tedy fázově posunuta o úhel - 3t' /'1- • Uvědomíme-li s.i,
!e pro poměrn~ prodlou!ení dostaneme derivací vztahu (12.10) závislost

mO!eme rovnici (12.28) přepsat do tvaru

(12.)0)

Tento výsledek lze porovnat se vzorcem ().19). Je zřejm~, !e tepelná
vlna odpovídá izoentropick~mu roztahování, popř. stlačování tyče. Proto-. .
le tepelná vodivost je nulová, nedochází k disipaci energie vedením tepla

. a celý d~j je·konzervativní.

Pfistoupíme konečně k rozboru obecn~ho případu. Úpravou rovnice
(12.16) dostaneme

To je vztah mezi vlnovým číslem Q. a úhlovou frekvencí W • Pro danou
frekvenci W vypočteme odtud obecně komplexní kořeny Q, a z kterékoli
z rovnic (12.15) pak urč~me p~ísluěný poměr ~olUo • Uká!e se, !e obecně

vzniká útlum elastických vln zpOsobený vyrovnáváním teplot (vedením tepla).

Rovnice (12.)1) je bohu!el čtvrt~ho řádu. KO!eme ji zjednoduěit, uvě

domíme-li si, !e v krajních případech platí bu~ (12.17), nebo (12.27).
Hodnota (1,'l. E / W'l- se tedy nebude příliě liěit od hustoty ~ • Rovnici
(12.)1) mOleme proto nahradit vztahem

- 98 -



~o (12.32 )

Pfedpokl'dejme, b součin ..l"W bude mnohem menl! nel Ec'I7" • Pak
lze jedničku v druhá z'vorce zanedbat. Zbýv'

(12.33)

To věak je rovnice (12.26), z n!1 plyne (12.27). To znamen', le pro ma
lý součin A...lů je elastick' vlna velmi pfiblilně izoentropick' a útlum
velmi pfiblilně zanedbatelný. Dost'v'me kvazielastickou vlnu.

Je-li tedy -lW« EC'\Y- , jsou tepelná vlny s úhlovou trekvenc,~ W

mnohem pomelejl! nel elastická vlny o stejná úhlová frekvenci a výslsdn'
vlna je prakticky izoentropick'. I

Bude-li naopak Á.W» EC'\)'" , budeme moci v druhá oblá z'vorce rov
nice (12.32) zanedbat druhý člen. Pak dostaneme

E'Z.<x'LT;
o 1-

-.-l,-W- a. =O

a odtud

Pokud je druhý člen v z'vorce (12.35) v absolutní hodnotě malý, m~leme

pouUt vzorce

-1/~ i
(1t·E, ) rv 1 - '2. E.

Po snadn4 úpravě dostaneme
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S touto komplexní hodnotou dává rovnice (12.10) tlumenou vlnu se stejnou
tázovou rychlostí" jakou má izotermní vlna .Irovnice (12.18)]; 8Il.plitu-
da se na vzdálenosti jednt§ vlnov~ d'lky menií v'pomlru fl..}' : 1, kde

(12.37)

Vzorec (12.37) byl odvozen za předpokladu, Ie ).,W» Ec~ a le ~« 1

Vlny jsou tedy prakticky izotermiek', col je zpdsobeno tím, le te
peln' vl~ jsou v den'_ případě ryehlejií ne! elastiek' a vedou k vy
rovnání teplot. Zároveň viak odnáiejí energii, col má za Dásledek dtlua
elastických vln.

Je poněkud paradoxní, le při d8D~ nenulov' tepeln' vodivosti jsou
vysokotrekvenční vlny izotermick' a nízkotrekvenční vlny izoentropick'.
Xezapo..ňae vlak, !~ při velk' dhlov' trekvenci kaitání vzniká i velkt
teplotní gradient (nebo l'pe velká divergence tohoto gradientu).

,
Shrneme-li uveden' poznatky, pak o povaze vlnění v'termoelastická

tyči rozhoduje charakteristická dhlová trekvence

•

Je-li W «, Wll: , jsou vlny kvazielastick', tj. prakticky izoentropick',
se zanedbatelat- tlu-ení.. Tak je toau u kovoytch aateriáld, u nichl vy
chází W*' =1~2 al 1014 s-I. Je-li naopak W» (.o", jsou vlny tlUMil',

, prakticky i~oíéraick'. Toto tvrzení platí pro materiál s idealizova~i

termoelasticktmi vlastnostmi. Vnitřní dtlua materiálu vlak adle souviset
i s jiDlai fyzikálními jevy, ktert§ jsme do sytch dvah nepojali, s hete
rogenitou aikrostruktury aj.

Oba popsu' krajní případy, tj. vlny kvazielastick' i tlUllen',
jsou podle předpokladu adiabatic~', nebot tyč je izolována od·okolí
adiabatickou stěnou. Proto je třeba Dázvoslovně rozlilovat procesy adiaba
tick' od procesd izoentropických; tento rozdíl se nikdy nesprávně zaned
bává.

Podrobnějií výklad o Mclianických vlnách v prostředí s rdzDýai 1"y- \

zikálníai vlastnostai obsahuje /26/.
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Pfík1ad 26

Vypoětlte ·charakterietickou ~loYou trekyenci ~~ pro ocel, pro
nU E =- 2,1 • 1011 Pa, eV' =460 J kg-1 rl, A.. • 40 ••-1 ~-1.

Aelení

Protole Ylechn1 ye1iěiD1 jeou uyedeD1 y jednotkách SI, etaěí je do
eadit do yatahu (12.38) bea da11ích dopray. V7jde

oJ. 2,1. 1011 • 460 •
W"'- • :I:

40
2,415 • 1012 e-l

To odpondá kaitoětu f- = Vi* 1!'Jt ~ 3,84.1011 Hz • 384 OBa.

Pfík1ad 27

Pro ocel a pfík1adu 26 Y,Jpoětlte r"ch1oet lífe~í e1a.tick., popf.
tepe1n' Y1ny o kaitoětu ~ • 100 Hz, reep. 1000 Ha. Hustota oceli
~ =- 7865 ke .-3. Vlna ee lífí tenkou tepelal iao10yanou tyěí.

lelení

Protole ee izoentropickt a izoteraickf .odul prulnoeti y tahu - tla
ku nayúje. ne1i1í o yíce Ilel 8ei o dyl promile (yiz pfík1ad 6), ne_yi.í
rychloet e1aeticklch yln praktic~ na jejich trekyenci a Je

2,1 • 10

7865
:: 5 167 • e-1

Rych10et lífení tepela' Y1D1 je dána pMb1ilnl yztahe. (12.22). Pro
f :I: 100 Hz je tll =lJt t =2 l; • 100 ; 628,32 e-1 • yzorec (12.22)

dá.

2 • 40 • 628,32 •-------=
7865 • 460

21,45 • e-l

Pro trekyenci í :I: 1000 Hz vy jde obdobnl Cr:: 67,83 • e-1•
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13. TEČEN! KOvU ZA VYsoneH TEPLOT

za poměrně vysokých teplot, pfesněji v rozmezí asi od ! do 1
absolutní teploty tání kovu, nastává pozvolná trvalá deformace označova

ná jako tečení. ~) Proto!e se tohoto názvu d~íve pou!íva10 i pro p1as
tick~ deformace za normální teploty na mezi kluzu, pou!ívá se nyní radě

ji označení "creep" (z ang1. creep =plazení). Vlivem tohoto creepu se
mění rozměry zatí!en~ součásti; nap~. tyč zatížená stálým tahem se
pozvolna prodlužuje, prdměr potrubí zatížen~ho vnit~ím p~et1akem se
zvětěuje apod. Je-li naopak počáteční deformace udržována konstantní,
klesá zvolna počáteční napětí, tj. nastává relaxace. Tak tomu zhruba je
u pfedepjatých ěroubd, které za vysokých teplot pozvolna ztrácejí počá

teční p~edpětí.

Abychom oba jevy objasnili, p~edstavíme si prizmatickou tyč namá
hanou tahem (obr. 16). Délka i prd~ez tyče se budou s časem měnit, bude

tedy

F A = Ali) (13.1)

-....--..#
A( t)

Protože tyto deformace nebudou malé, zavedeme
elementární poměrné prod1ou!ení ~~ definicí

Integrací dostaneme logaritmickou deformaci

F

OBR.16

(1).)

'kde -fo = lCo) značí počáteční dnku tyče.

Podobně označíme Ao = A(o) počáteční plochu
prdfezu. Proto!e změnu objemu mdžeme p~i velkých deformacích zanedbat,
bude' At = Ao R.o • Tedy také

__- fJ_. _Ao
t, ,(M, A

.) Taje-li nap~. některá ocel p~i 1400 oe, jde o teploty od 285 oe do
683 oe.



Budeme sledovat prodloulení tyče namáhan~ konstantním napětím G" •
To ověem vyladuje, aby se zatělující síla F měnila podle zákona

(13.5>

Protole jsou tyto zuěny pozvoln~, máme p~i pokusu dost času na to,
abychom potfoebnou změnu síly F nastavili; spoji tou funkci rci) mdleme
p~itom - bez významn~ nep~esnosti - nahradit funkcí stupňovitou. Vtsle
dek pokusu znázorňuje obr. 17. Pf'i konstantním napětí G' = f01 vzrost.e

e 0:'>0":'
2 1

ď -;.61..

O
6'" =6'"1

C
A
O t. '

OBR.17

na počátku zatělování logaritmická deformace náhle o hodnotu ~1/E

col je elastická deformace OA. Jak se snadno p~esvědčíme, je-li
1~l « 1, není t~eba rozlišovat logaritmickou deformaci od poměm4fho

prodloulení. V dalěí fázi zOstává napětí konstantní, ale deformace roste.
Její rOst se časem zpomaluje (oblouk AB>, al se ustálí na konstantní de
formační rychlosti ( o(~ Ioť.t = konst., úsečka BC >. Ke konci zkouěky s.
deformace začne zrychlovat <oblouk CD >, al se v bodě D tyč konečně

p~etrhne.

zatíUme-li tyč napětím (;'1 > G"1 , probíhá zkoulka obdobně, ale po
psan~ úseky jsou kratěí. První úsek AB je oblast primárního creepu.
Druhý úsek Bc je zpravidla °nejdelěí, je to úsek sekundárn~ho creepu.
Konečně tfoetí úsek CD je terciární creep.

Chování větěiny kovO dob~e vystihuje lineární závislost
charakteristická pro sekundární creep. Závislost na napětí ~

nelineární a je mo!n~ ji popsat mocninovtm vztahem. Tak dostal
/27/ empirickou konstitutivní rovnici pro creep ve tvaru

~(é)

věak je
F. H. NortoD
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Zde k , MI jsou materi.álov' konstanty (závi8í pouze na II&t.riálu a na
jeho tep1otl). Pfi ~eA.ní praktických dloh 88 pfedpokládá, le Norton6v
zákon (13.6) plat! v cel'. ro.sahu, pfiěeml nejen logaritmick' deforma
ce é , ale ·i nap~tí ~ jsou funkc..i času. Jen zfídka .e p~ihltlť,

a to jen pro jist4 rozsahy napití a teploty, k odliln4au pr6blhu primár
ního cr.epu /31/, /14/, /19/.

Jak uk'za1 Bai1ey /2/, probíhají creepov4 deformace za podmínek
kon.t.DtQíh~ obj••u a nejsou ovlivnlny hydro8tatickta tlakea. Odqui8t
/29/ zobecnil Rorton6v zákon pro pf'ípad tf-íos' napjatosti tak, aby se
hydrostatická část napjatosti (aritaetickt prO.lr Dormálových napití)
na creepoytch deformacích nepodílela. Navrhl vztah

kde

(13.8)

a s pfih1'dnutí. k rovnici (13.6)

Zde G'~ je ekvivalentnt nap~tí odvozen' z druh4ho invari,antu devi'to-
ru napjatosti J.>.C3 = CO'ii - $ <Ot.1L •

Rovnice (13.7) je obdobou Misesovy rovnice pro plastick' tečení,

avlak s tím rozdíle., le čas t zde není pouhta parametr•• , ale neB6
visle promlnnou. Zákon normality 8. vztahuje k plochám ~~ =konat. Pro
jednoosou napjatost pfejde rovnice (13.7) do tvaru (13.6), col ukále••
v pHkladu 28.'

Ilateriálov4 konstanty ,···t -', MI' v Nortonovl zákonu (13.6') nejsou ve
skute~no.ti zcela nes6vial' na velikosti napití. Logaritmov'ní. vstanu
(13.6) dostaneme rovnici

(13.10)

- 104 -



Kdyby byly lL , 'hl skutečně konstantní, °jeviía by 88 rovnice (1).10)
ve znázomlní na logari tmick4m papíru jako pf'ÍJlka. Pf'íklad jedn' takov' '
~'vi8108ti je zakreslen na obr. 18 (podle /19/). Je zfeja'. le ~pfe.-

10-2 10-1 1

d&/dt [hi J

-3
10

4O-+---~+------f----+-----+----t

16 5 10-;

a- 110
[MPa] 100

90
80
70
'60

50

OBR.18

nljAímu výpočtu by bylo t~eba poulit dvou p~ímek, jejichl kon8taD~ ~ ,
MI by se poněkud liiily. Zpravidla toho vlak nebývá tf'eba.

Nastává-li zároveň creep i elastická deformace, platí mťsto (13.6)
ob.cnlJlí vztah

(1).11)

VztahY (13.6) a (13.11) platí pro G» O (tahov' napětí>. Kdyby Ilo
o tlak, bylo Qy tfeba do vzorce dosadit absolutní hodnotu napětí a u rych
l08ti deformace zminit znam'nlco.

!ypickfm p~~pade., kdy nelze elaatick4 deformace pfi creepu zanedbat,
je relaxace Arouboytch spojC. Necht je dáno poěáteční ~ap~tí ~ = E Eoo

a nechi e. = E.o = konat. Pak af,!dt = O a integrací (13.11) vyjde

(13.12)
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Tato rovnice dovoluje vypočítat závislost (O(t) ,tedy pokles pi"edpě

tí šroubu v závislosti na čase.

Zabývejme se dále creepem tyče o počátečním prdfezu Ao , která je
zatí~ena konstantní silou F . Z rovnice (13.5) dosadíme do (13.6)
a budeme mít

Derivací (13.4) dostaneme

(13.13)

oH\
A (1).14)

tak!e

, (13.15)

Mění-li se čas 1:. v mazích O s. b ~ ttr a prdfez A v mezích
Ao ~ A> A~( =0, dostan~me integrací /

(1).16)

kritickou dobu života (životnost)

(1).17)

Tento vzorec upravíme 8 použitím vztahu (13.6). Vyjde Hottdv vzorec /15/
pro životnost tyče zatížené konstantní silou

(13.18)

(tečkou je označena derivace podle času).

Při odvození Hottova vzorce jsme pfedpok1áda1i, že kontrakce tyče

pokračuje až do vymizení prdřezu, kdy se detormační rychlost bez .omezení
zvětšuje a tyč se trhá. Zkušenost ukazuje, že takto probíhá creepaž do
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p~etržení tyče jen p~i poměrně velkám počátečním DapAtí. To je zfejm4
ze schematick'ho obr. 19, na něm! je experimentálně zjiětiná závislost
vyznačena tlustou čárou; Hoffdv vzorec je znázorněn tence vytalenou
p~ímkou označenou číslem rovnice (13.17).

log ~

o

OBR.19

Je zřejmá, že mechanismus poruěení je p~i meněím namáhání tyče jiný.
Nejde už o pouhá vazké tečení materiálu (creep), ale o současně probíha
jící významné změny v metalografická struktuře; tyto změn1 se za vylAí
úrovně napětí neměly čas uplatnit. Jev postupných strukturálních změn

spojených s vytvářením diskontinuit (mikrotrhlin) vzal v úvahu K8čanov

/21/. Postupnou změnu -struktury za daná teploty ~jádfil jako zmeniování
efektivní velikosti pr~ezu podle vztahu .)

(13.19)

kde O~ 4J (~< 1. zmen!ování efektivní velikosti prd:fezu je zpdso·beno
postupným poruěován~m soudr!noeti uvnit~ skutečn~ho prOřezu, teQy vzni
kem mikrotrhlin v ploše prdřezu, která se zdánlivě - posuzováno podle
obrysu - vdbec nemění, nebo se m~ní jen málo. Proto se někdy hovořÍvá

o "k~ehkám" poruěení za creepu. Obdobně k Nortonovu zákonu zvolil K8čanov

vztah

(13.20)

JE) 'll)lto diskoIltinuit~ mají. často tvar dutinek (kavit). Zmenšují sku.teč

BÝ pr\lřez stejně jako mibotrhl.iny. Viz /9/.
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kde C, , V
Protole

jsou konstan\y závis1~ na materiálu a na jeho tep1otl.

vyjde ze vztahu (13.20)

(13.21)

v ( AO)\1-c ~o \. A ::. "-c <00 (13.22)

col je dif'erenciá1ní rovnice pro f'unkci l.p (t) • Integrací s počáteční

podmínkou ~ (O) =1, tj. z rovnice

(13.23)

vyjde Kačanovdv vzorec

1

Je zcela ~baobnl Hof'f'ovu vzorci (13.17) al na to, le se v nim zmlnila
velikost konstant; tak~ f',yzikální interpretace je nyní jiná. Závislost
(13.24) je rOVnl1 zakreslena do obr. 19. Dvl pfíllky v tomto obrázku velmi
dobfe vystihují skutečnost. Umolňují pfedvídat livotnost s poulití. -try
polkození:D def'inovan' po.lrem

Porucha vzniká, je-li D = 1.

Podle Kačanovovy teorie dochází k porule v okemliku vymizení e~ek

tivního prafezu, kdy 4' ~-- -O~ Zdánlivý prOfez, a tedy i rozairy tyče,'

jsou v okamliku pfetrlení konečn~. Struktura tyče je vlak natolik poruie
na, le se soudrlnostt tyče nelze poaítat. V ~o. je rozdíl od Ho~tovy

teorie, která do poslední chvíle počítala s tím, le se e~ektiVDí prafes
shoduje se skutečDta a Ie k poru!e dojde teprve poU, kdy se skutečn;f

prdfez stáhne k nule. I
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"Existují i elolitljlí teorie, kterd p~ihlílejí k vazbl mezi ~ch~

lostí cre.pu a cr.epoyta porulením, popf. ke kombinaci creepu a dDa~

aateri'la. Jimi se -vlak nebude. zabtvat a odkazuje•• na literaturu /31/.
Pokud jde o rozptyl experimentálních hodnot. pojedM" o nla 8truěnl

v 16. kapitole.

Pfa.ík1a4 28

Dokalte, .e rovnice (13.6) Je jen zv1áltní. pfípad•• obecnljlího
úkona (13.7).

lelení

Pro (O~ =<O , ostatní alolty napjatosti nulov', vy jde

,.611. -= ..6~3 - --tG"
A\11. = ,L\'13 -=,.631 - O

Pak - • vyúlití. Einateinova součtov4ho pravidla -

a z rovnice (1~.8) vyjde (OL = ~ • Kdyl (13.9) dosadí•• do (13.7),
dostane••

dt: ·- II t
~ ,. ~ 4l~~- Áů-

olt ~ e, -o

V nalem pfípadl bude

col je rovnice (13.6).

Kro.1 toho bude pro pfíěnou kontrakci platit
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Okamžitá poměrná zm6na objemu je nulová, neboi

P~íklad 29

Určete konstanty fu , Il'lI pro pf'ípad creepu znázorněný na obr. 18.

fieAení

Rovnice (13.10) pfedetavuje v eoufadnicích ~~ - .ecta (~t )
pf-ímku. V danám pŽ'ípadě určíme její parametry nap!'. pro interval

á~
10-3 h -1< á..é < 10-1 h-1 •

Zvolíme dva body, nap~.

~~ = 10-3 h-1 ,

.. I

a dostaneme soustavu rovnic

co = 100 MPa

G = 68 MPa

- 1 = log ~ + 2 MJ

- 3 : log ~ + 1,832 51 (YV

~eěením získáme ~ ~ 11,941, log ~ • -24,881 9. Odtud vypočteme

'Řl ~ 1,312 5 • 10-25 • Veličina t se vztahuje ke zvoleným fYzikálním
jednotkám. Expone"nt nv je poměrně velký (bývá tl1/ = 1,1 sl 14). Svěděí

to o poměrně vysoká teplotě materiálu.

Pf'ík1ad 30

Pro materiál z pf-ík1adu· ·2-9 vypočtěte dobu do pf'etrlení prizmatická
tyče zatí!ená stálou silou-, je-li počáteční n8p~tí v tyči (00 = 90 MPa.
P~edpokládejte, !e platí Hoffdv vzorec.

< fieAení

Ze vzorce (13.17) vypočteme
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t~ ="(1,312 5 • 10-25 • 11,941 • 9011 ,941) -1 ~ 0,34 h

Tyč by se tedy pfetrhla asi za 20 minut. Je to skutečni velmi vyeok' na
pětí-pro danou tyč. Větlina creepových zkouěek probíhá mnohem d'le. nl
kter' trvají i víc nel deset let.

Kritická doba se s napětím značně mění, nebot v den'_ případl je
exponent (YV značně velký. Např. pro - <00 = 50 MPa by vyllo

-\::-1::1'" ~ 3 292 h.

Pfíklad 31

Šroub, pro který platí hodnoty z příkladu 29, byl uta!en na počá

teční napětí 60 MPa. za jakou dobu klesne toto napětí na poloviční hod
notu?

lle!ení

Do rovnice (13.12) dosadíme G"o = 60 MPa, G' = 30 MPa,
MI = 11,941, Iu = 1,3125 • 10-25 , E = 2 • 105 MPa (ocel). Vyjde

a odtud ~ ; 240 hodin.

Pfíklad 32

Vypočtěte dobu !ivotnosti tenkostěnn'ho potrubí namáhan'ho'vnitfním
přetlakem za předpokladu, le dojde k dokonale vazk'mu poruěení podle
Hoffovy teorie. Potrubí je přím~ a jeho osová dilatace není omezována.

~eěení

Je-li přetlak ~ , střední poloměr r '" r (t) a tlou!tka stěny

1v = fv Lt-) , budeobvodov', resp. osov, a radiální napětí

(a)

Smyková napětí jsou vesměs nulová, takle uvedená napětí jsou hlavní. Od
povídající slolky deviátoru napjatosti jsou
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Ek'vivalentní napití ~(, Yyjde podle vstahu (13.8)

(c)

Je to -redukovan' napití- podl. HuberoYy - .i.e.o~ - Benck7ho pevnostD1
hypot'q. Funke. f t~e,) yyjde podle (13.9)

~chlo8t logaritsdct' d.to~ac. ~jd. ze yzorc. (13.7) takto:

(t)
olEl'!. _ O
~t

(e)

(8)

Potrubí ,se tedy ylive. cr••,pu neprodluluje. pouze jeho pol"ollir roett!t
a t10ulika etlQY .88 ZBenluje. Z podaíDk1 zachování obje_u plYne. I.

r h '= ro ho • Z ro"nice (g) pak vpočte••
o ~tt ~ t w

. ~ -hlLn-tdh ,.. - ~"T{-( pr~no)~1ott
ho o

(i)

Zde ko = hlo) je poěáteění tloulika etiny potrubí.
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lelení

Je-li kfoi:voet noeníku 'Jt,' = R-~ ( R. je poloMr kMvoeti jebo
sthdnice) ~ bude prodloulení vlákna vzd'len'bo o ! od neutrální roviny.

(a)

Vztah (a) Je d6eledtem Bernoulliho - Havierov.7 hypot'" o zacbov'n:! ro
vinnosti pr6foez6 a jejich kolmosti k Oh1bov' č'h. za pfedpokladu jedno
os, napjatoeti platí vztah (13.11), podle něhol pro' ~> O

Po dellí době bude trval' detoNace 1ID0h_ vltlí nel elaetická. tatle
první člen v rovnici (b) lze zanedbat. Potoa (pro t > O )

(c)

a pro ohfbov.f moment dostane.. - s pfoihl'dnutí. k sou.lrnoeti -

tlt ~ f.I'J, 'Mi

Mo : 1 {r SG ~ d~ = 1. <r VT J 1: 1iY6t~ •
o o .

2.'I\.otl
.. , ~r;r- ,2.'tl" r~)--;;;

"" ~ T 1~+1 \ 1.

(d)

Je tedy (pro plni v.7vinutl cnep, -ti ~ 00 )

(e'>
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8 pro "l >O

(f)

Pro C < O bude napětí probíhat antis~metricky, tj. bude

Lze ukázat, !e počáteční rychlost změny k~iv08ti ~ (t·=O)
nel ~ ( t ~oo) podle (e) v poměru

(g)

je vět~í

~ (b =O)

tilt~od)

a že stadium plně vyvinut~ho creepu, pro která platí vzorce (e) 8 (f),

nastává poměrně krátce po začátku zatě!ování. T1to vzorce tedy prakticky
platí po velkou část zatělov8cí doby. V inženýrských aplikacích lze pez
větAí chyby předpokládat, že uveden~ vzorce platí po celou dobu ~atěiová

ní /13/.

\

14. ENERGETICÓ PRINCIPY V pODIáNKÁCH CREEPU

Nortondv zákon (13.6) je analogický k defQrmačnímu zákonu pro 'ne
lineárně elastická těleso

To znamená, !e v tělese, jeho! materiál se v podm~nkách creepu ~ídí

Nortonovtm zákonem, jsou pOměrná deformační rychlosti rozloleny stejně

jako poměrn4 deformace v~jin~m, nelineárně elastickám tělese stejnáho
tva~u při stejných okrajových podmínkách. Je tedy m~!ná - pro toto druhá
těles~-IPoU!ít energetických principd známých z teorie nelineární elasti
city. 'I

\

Pfi jednooeám namáhání je např. v objemov~m elementu dV ulolena
deformační energie vtU vypočtená podle vzorce
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f-
otu =: cJ.V 1G' ct~

o

dV E: ó.V /'I\.t4

"Vi; ,I Vf: dB
Mt

E.
fiV=< '= -

f\o\.-t1 ~.

fY

kde!to komplementární energie napjatosti dU vyjde

(14.3)

Pro prutovou soustavu bude komplementární energie napjatosti dána součtem

energií v jednotlivých prutech

(V

V "::

Pro nosník v podmínkách plně vyvinut~ho creep~ (z p~íkladu 33) dostaneme.

(14.5)

kde

(14.6)

Pro analogický nelineárně elastický nosník pak platí vztah mezi kfivostí
'Xt a ohybovým momentem Mo

!1srovnej se vzorcem (e) z p~íkladu 33, podle něhol ~ - ~ M:]
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Zna~í-li Q"- nijakou SI) becninou eílu. q.~ odpovídající .obec~

nlDl posuv, bud. pro ft.lineúnl elastick' tlleso ,platit ,zú. Castigliano
va ylta

(14.8)

a pro 4BD' tll.so v poda1nk'ch cr••pu

V podrobnoeteCh odkazuj••• D8~p~ci /12/.

Pfaíkla4 34

Prosti pod.pf.nt Itíhl1 nosn1k ob4'lníkoY'ho prdf••u ~~~ d'lkJ
t je uprostfed zatíleft osamllou 8ilou F • Stanovte rychlost -DardsU

ní pr6bybu v pdsobilti síly F •

A.lení

zaned~~-li vliv posouvající síly a kontaktní napití v okolí její
ho pdeóbilti., ~ č.llul U8 opravňuje ekute~nost. le Dosník je Itíhll, md
lea. p'o~'lít Y.~rec (14.5) pro Vpoě.t kompl.llenUrní energie napjatosti

. edrul'8n'hó né"íine'rnl elastick'ho nosníku. ~tol.

vyjde

pro () E X l.. -1. (a)

F h\+4 D M.+1.'"I ..(,
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Zobecněn' aí~ a poau~ jaou Q. • F, q. • W( X= tI'L ) 'C \411 ,takle
r,chloat nardatání prdhfbu W1 uproatfed noaníku bude

"t F~..t NI.+'1.

2.((""-ti) l~+ 1)
(c)

~I ae. doaadí.e z roYllice (14.6), vyjde nakonec

15. SBBILI'!A ICQfS'!~t Zl VYSOÚCH pPlegt

(d)

V tIto kapitole jil .bude. ",zorce odvoso",at, u.ede. poue yteled
q. za~n..e a pfípade. ",zplry e kloubo",ě uloleDllli konci. ~by 1:I.11a
••pira dokonale pfí_ a homosenní a aíla by pa.obila pfeanl ., oae, 1:I.11a
by naúh'na pouhla tlake•• ROYllo.,'ha by byla atabilní, pokud by a1la 
za pfedpokladu ideální elaaticity - nedoaáhla Eulerovy kritick' hodnoty
(obr. 20)

F

- x

y

OBR.20

Zde t je d'llta prutu, E''J Jeho o~bo."
tuhoat .,ztaleM k centrální 088 prdhzu kolM
k ro.,iDl oh,ybu pf-i v,yboěení prutu. Ve akute~

noati nebude prut dokonale pf-1-t a aíla nebu
de pfeanl centro.,'na. Ani homosenitu aateri'lu
",zplr, nelze zcela zaru~it. !yto odch,ylky od
ěiet'ho tlaku .,zplr" lze .,zít ., ó.,ahu za pf-ed
pokladu, le altute~nt t.,ar atfednice "t(lt)
nezatílen'ho prutu bude nijakou obecnou nenu
lo",ou tunltcí, o níl bude.e phdpoltl'dat, le
je apoJitá a hladká na intenalu O< x < .(,
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a !e splňuje okrajová podllín.k'y ~(O) = 0, 1(~)

z~ejmě rozvinout do Fourierovy ~ady

=O. Tuto funkci lze

P~edpokládejme, !e v táto ~adě bude dominantní první člen. zavedeme
bezrozměrovou veličinu

kde A je prdfez a ~ J fA poloměr setrvačnosti prdf'ezu••)
Efektivní počáteční prOhyb.pak bude

Pf-i zat!lení tlakovou ~ilou f se tento prdhyb zvětší na hodnotu

~tx) rr · lLX (15.5)
':' ao A Avw T

kAe

FE
Cto -= 0.00 (15.6)FE - f

Zároveň se začne rozvíjet creep, během něho~ se bezrozměrový prOhyb ao
zvětěí na hodnotu <l = a Ci) • Je-li tl1t' = 3, lze pro ni odvodi t impli-
citní závislost

.) Norma ČSN Ol 1302 zavedla pro tento pojem nesmyslný n'zev "kvadratický
poloměr pr'O.foezu". 'Pro _veliČInu J..: 5~\:(i:\ zavedla název "kvadratický
moment prd~ezu"J avěak pro jinou, rovněl "kvadratickou" veličinu

1) -= i)(~ dA ponechala název "deviaění moment prdře zu". Norma
tak neddsledn6 zatemnila analogii mezi geometrickými 8 mechanickými
veličinami i jejich tenzorový charakter.
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Tzv. Eulerdv čas t E je pf-i tom dán vzorcem

v něml

-CE :: -.-
t/)\(1W\, (15.8)

Bezrozměrový prdhyb alt) se z počátku miní
rdst deformace zrychluje a pf-i 1:. = t k.r
meze. Kritický čas "t"r vypočteme ze vzorce
mitě a. ~ (X) • Vy jde

velmi pomelu, pak se vlak
roste a, nade vAeéhny
(15.7), kdyl pf-ejdeme k li-

t; '"
1 FE - F

tE ťM.
4+a.;

':

~li, FE

Větlinou bývá Q,o« 1 pak

t t:,.,
,... .., f E -F 2-
"'" -CE~ a;;

~ FE

(15.10)

\ (15.11)

Protole se v tomto vzorci vyskytuje logaritmus bezrozměrov'ho prdh,ybu,
nezálelí pf-ilU na pfoe811osti, !s jakou hodnotu a.o stanovíme (pf-iměnd

změna D.o zp'dsobí jen melou změnu tt:.r) •

Ve skutečnosti přestane poulitá teorie platit, bude-li prdhyb pf-ílil
velký, takh pf-ípad lim (l,+<lO je jen hypotetický. Kromě creepu budou
vznikat také plastické deformace. Obě tyto odchylky vlak nemají velký
praktický význam. Pokud jde o výpočet vzpěru pro jiné h~dnoty exponentu
nel rrv = 3, odkazujeme na literaturu /14/.

X .ýpočtuvzpěrn' pevnosti pf-i creepu jsae vyili z pfoedpokladu počá

teční odchylky od ~f-ímého tvaru prutu. Lze se vlak obejít i bez tohoto
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pfe4poklad~ 8 vyjít z kl.siettl biturtaani teorie a z teorie etraktuNl...,
ntch zaln blhe. er••pu. Pat •• nepoěítá kriticE' ,doba do zhroucení vzpl..
ryt al. doba do okualitu strity etability. Oba pftetupy lze toabinovat
/19/.

Z8btvejae s. ·4'le pf'tpe4e. obd'llÚkoy' d.sq o tloaltce ~ • líi'
ce .e" a 4'le. (t> ty (obr. 21). Jsou..li okraj. esest;, k1oubovl u1olea-Y.

je kritick' tleko.' napití na ...i e1a.tic..
k' atabilit1 dáno vzorce.

(15.12)

c

Pf.MI.n' s :Lla j. F' • ~~ -ev. 0' <: (Os. •
Hedpokl'd.j•• opit poě't.ěn1 neroYDOst
...plitu4ou prdhJbu Wo (je to ..plituda
úkladní ba:rmonick' slelky). Ji odpovíd' bes"
ro.-irov' .xcentricita

(15.13)

O.BR.21
tter' 8. ihned po .attl.nt zvltlt na hodnotu

eo • eoo

~roveň zal!ne cr••p. Kritiek' doba do velk'ho vyboulení desky
(li. a,~ 00 ). vyjde ze vzore.

Ealerdv ~as t ~ bude

t ..
E
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a j..novi tá rychlost logari tmickt$ def'ormace

Konstanty C" C1. v rovnici (15.15) závis! na exponentu v Bortono-
v~ zákonu. Pfibli!ně platí vztahy

(15.18)

pro 3 ~ M, Eř 7. Pfitom ~ = 1, je-li m-< 4. Jinak platí tabulka
(pro I\'V~ 4)

e.o O, (X)l 0,01 0,01

~ 1,0 0,8 0,6

Kritickou dobou zde rozumíme dobu do velkt$ho vyboulení desky. To jeAt~

nemusí znamenat její úplnt$ zhroucení. Napětí se male jinak'rozdělit

a kloubovt$ podp~r,y mohou úplnámu zhroucení desky zabránit. Značně vybou
lená deska se věak povaluje za provozně nezpdsobilou.

K tomu poznamenejme, !e kloubová podep~ení okraje desky je t~eba si
p~edstavit jako závěs, který umo!Ďuje otočení okraje desky pouze kolem
osy spadající do směru tečny k okraji (jde-li o p~ímý okraj, tedy kolem
okraje). U obdélníkovt$ desky si podep~enou stranu phdstavujeme tak, j!l
ko by byla ulolena na pianovém závěsu ("pantu"). Kladný ani záporný prd
hyb není na kloubově podep~ent$m okraji malný.

Je-li válcová sko~epina na_Mna osovým tlakem silou F::. 2.1trhCO
je - jak známo - Eulerovo vzpěrná napětí, resp. poměrné zkrácení, dáno
vzorcell

(15.19)

a kritická doba je

(15.20)
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kde

D -=t
(15.21)

Vzorce (15.21) platí pro 3 ~ IYV ~ ll. Pro Eu1erdv čas ta platí vzo
rec~ (15.6), v něm!

(15.22)

8 pro fl,o platí (15.14). Bezrozměrová excentricita eo'O se nyní vzta
huje k základní osově symetri~ká harmonická alolce nerovnosti o vlnové
dálce

(15.2)

Korekční faktor r je dán vztahem

1.

~
Oľ32.B+~

1-
(l,kr

[' -= 1 -
0l ?ll.B toe'to

~ e,50

kde

Jako poslední případ probereme o~b tenkostěnnáho potrubí (válcov~

sko~epiny). Předpokládáme, že o~bový moment t1 je konstantní podál
potrubí i v čase. Pro kritický čas ttr platí za určitých zjednoduěu

.,jících předpokladd vzorec

-H ~]
'l.. E.noWl
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v něml (pro 1 <. MJ 6 11"

M'ť,Y' .. Oľ~S st" h'l. r E

M
€o -= 1t ~ '(1. E

k\
"\ Oi'l~"/)\,... ľlS ll,

O,'LM" "'"
, 11 'I. = O, 18 e.

( e je mk1ad přirozených logaritmd).

16. ROZP.rYL ŽIVOTNOSTI ICONSTRUKci V PODnNÚCH CREEPU

Nortondv empirický zákon (13.6) vyjadřuje vztah mezi okam!itou rych
lostí poměrná deformace

=
d.l-l-t:)
d.t (16.1)

a napětím ~l~ • Tento vztah je silně nelineární. Pfedstavuje určitou

idealizaci slo!itá skutečnosti, jak jsme ukázali na obr. 18.

V 13. kapitole jsme uvedli dva vzorce pro výpočet doby do přetr!en~

tyče zatí!ená ,za daná konstantní teploty konstantní silou F • První
vzorec (13.18) vyěe1 z předpokladu dokonale vazkáho poruAení. Druhý vzorec
(13.24) předpokládá "křehká" poruěení (zdánlivá velikost prdřezu se prak
ticky nemění, ale' zmeněuje se efektivní prdřez vytvářením strukturálních
vad uvnitř prdřezu). Prvni vzorec platí pro'relativně velká, druhý pro
relativně malá namáhání. Skutečný prdběh křiv~ !ivotnosti lze získat
vepsáním oblouku vyznačenáho tlustou čárou na obr. 19, který se k oběma

citovaným řeAením při~ká.

V příkladu 32 jsme uvedenou metodu zobecnili na případ tenkostěnnáho

potrubí zatí!en~ho vnitřním přetlakem a vypočetli jeho !ivotnost za před

pokladu dokonale vazk'ho poruěení. V 15. kapitole jsme počítali dobu do
zhroucení konstrukce, popř. do jejího nepřípustn~ho vyboulení.
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V poulit4 teorii byla 'VIdy rozDá o_zení. Avlak nejpod8ta~ljií

omezení tkví ve statistická povaze cr••pov4ho po~ě.Dí. Creep je výsled
kem slo!itých 8 četných, zčásti protichddných zmin, která prob~hají

jednak v aikrostruktufe materiálu, jednak v geometrii konstrukce. Dvl. .

stejně vYroben' ěé~ti ze stejn4ho materiálu se pfi t41e teplotl a pfi
stejn4. zatilení nezaChovají stejDi. ZvláAtě ~poěet livotnosti je za
tíl.n Tel~ rozptylea. Stává se, le i p~i velmi pe~livě kOfttrolovaných
pokusech je po.lr nejdelAť a nejkratAí livotnost1 vzorkd z t4hol mate
riálu a' p~i t'le teplotl al 3 : 1. K tomu je t~.ba p~ihlílet p~i volbě

vbodn4 míry bezpečnosti, pop~. aplikovat stati8tick' metody (ČSN Ol 0250).

V souvislosti s tím citoval profesor Odquist na mezinárodním kongre
su v xali~orDii roku 1968 slova Marka Twaina: -Je velmi obt1ln4 nico p~ed

'vídat, obzvl'it jde-li o budoucnost.- .)

.) Profesor Folke Odqaist .8 narodil r. 1899" ta1de v dODi, kdy

pron'ěel tento výrok,- .a 8yl0 támif' 70 "let; zemřel r. 1984. ~
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