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Elementární teorie ohybu, 'Popf'. krutu, která s-e .b-~In~ pouliv' v in

lenýrská praxi, je porovn.ávána 9 eX8kt~í teorií. Rozdíly jsou ddlelitd

nejen pro správná posuzování pev~osti, ale také pro feAení inverzní úlo

hy, kdy ze zmAřeQých poměrných deformací chceme usuzovat na velikost pd

Bobících sil. Probírá se vliv náhlých zm~n prdfezu na tUhost h~ídeld. -To

umožňuje zpřesnit výpoěty vlastní-ch frekvencí.

Na vybraných p~ík18dech slolit/ch konstrukcí se probírají rdzná

p~ibli!n4 metody feAení pru!n~. napjatosti a deformací. Jde např. o sklá

'dan~ rotory, o příčn4 nehomogenní nosníky, o roity a mfí!e, o prostorov~

deformace kruhováho prstence a f) disková kola 8 setrvačníky.

Záv~rem se probírají soustavy s velkými prdhyby (s geometrickou ne

linearitou). Na p~íkladu válcové ěroubovitá pru!iny umístěná v poli od

stfedivých sil se ukazuje analytická metoda feAení. V závěru se popisuje

i metoda numerická, jejím! základem jsou konečn~ prvky.
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"Inleatr pracující v prOmyelu je ne
ustále konfrontován e novlai probl.
~i které vzdorují rutinní. metodéa
Pe ení. S takovtmi álohami ee mdle
Óeplěnl vypofádat jen ten, kdo dobfe
rosuaí aplikaci základních principd
a spíěe ovládá rdzn' obecné metody
feAení, nel aby hluboce znal jen ně

kterou z nich."
~. Timoěenko
D. H. Young (1937)

PĎDMLUVA

Ólohu o ohybu nosníku, která je jednou z nejbanálnějěích, s jakou
se v praxi setkáme, lze exaktně feěit jen výjimečně. Větěinou se musíme
spokojit jen s pfibli!nÝm "in!en$rským" feěením zalo!eným na některých

zjedn~duAujících pfedpokladech. Někter' pfípady se exaktně felit dají
a tu bude jistě velmi zajímav~ vědět, zda vznikají diterence mezi oběma

feleními a zda tyto diference mohou mít praktický význam. To je ddle!it'
nejenom z hlediska dimenzování konstrukcí, ale také pro experimentální
výzkum, jeho! výsledky se často liěí od obou uve~ených feěení. Pfíčina

zpravidla tkví v nedostatečn'm vysti!ení skutečných okrajových podmínek,
)

v nepfesném odhadu fYzikálních vlaetností materiálu a v geometrických
nebo jeětě i jiných odchylkách díla od výpočtového mod~u. Uvedeme tedy
pfíklady ohybu a krutu feěené ~ednak exaktně. jednak za zjednoduěujících

pfedpokladd,a pouká!eme na mo!té rozdíly.

Některé konstrukce jsou v~ak tak členité a tak slolité, le je nelze
feěit rutinními metodami. Velkcu pomocí zde mohou být programové systémy
napf. pro metodu konečných eleD~ntd nebo pro jiné novodobé metody nume
rického felení. To vlak zpravidla vylsdl1je, zvláětě u nově navrhovaných
koncepcí, určitou pfípravu a čss. Konstruktérovi poskytne mnohdy více
11!i tku pohotové a méně nákladn~ pfibli!né feěení, která mdle získat
rychle, ověem za cenu některých zjednoduěení. K tomu je zapotfebí mít
určitou pfedetavivost a zkuěencst. To ukáleme na pfíkladech pfibli!ných
felení napjatostí a tuhosti slolitých konstrukčních sestav. Mohou být
inspirací k felení i jiných ob~obných áloh.

Proto!e je tfeba pfedpokl~dat, le slolitějěí úlohy se budou feěit

na počítačích, věnovali jsme pozornost i některým koncepčním otázkám
výpočtd velkých deformací, kdy se uplatňuje geometrická nelinearita.

V textu, ke kterému jsme ~·fipojili mnoho odkazd na doplňující lite
raturu, se tedy probírají rdzn~ pfístupy k dané úloze a k jejímu feěení.

Pamětlivi slov věhlasných uč~teld mechaniky, které jsme v záhlaví cito
vali, doufáme, le tento spis pfinese 'inlentr6mz praxe největší ulitek.
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1. DP:bsNOSTI ELEllEllTbUá 1'EOR~ OBIBU

Budeme vyletfovat napjatost a d8~ormaci v desce o konstantní
tloultce ih • Ve stfední rovině desky zvolíme soufadnice X ,y , takle
lícní povrchy desky budou mít rovnic~ ~ ~ ± h • O rovinná dloze hovofíme
tehdy, jestlile veličiny vstupující do výpočtu nezávisí na soufadnici l •

De~iniční oblast, v níl felení hledáme, označíme ...Q (X,y) • Budeme pfed
pokládat, !e v táto oblasti známe rozdělení teplotních rozdíld t:: t (x 1,::/)

měfenlch od konstantní re~erenční teploty. Posuvy ve směrech os souřadnic

os X ,y , t označ:!me 1.(. , V , W • Rozliě:!me dva pfípady.

Pfi rovinnám pfetvofení bude

w o (1.1)

Pfi rovinn~ napjatosti bude

G'~ = O Ttl<. '= O 'r;!~ =: O (1.2)

Vztahy (1.1), resp. (1.2), by měly platit ve věech bodech tělesa. Tomu
lze striktně vyhovět jen u podmínky (1.1). Podmí~ku (1.2) mdleme pfede
psat jen na lících desky ~ =1:. h , uV!1itf desky obecně splněna nebude.
U rovinn~ napjatosti nebude proto platit ani podmínka nezávislosti veli
čin na soufadnici ~ • Odchylka věak bude .zanedbatelná, bude-li deska
tenká.

Pfedstavme si napf., !e v desce, u kter~ j sou na lícíCh splněny

pfedpoklady (1.2), vzniká nerovnoměrná napjatost. Pak vzniká tak~ nerov
noměrná pfíčná kontrakce. Kdybychom dvě takov~ stejn~ a stejně zatílen~

desky pololili na sebe, jejich lícní povrchy by nesplynuly. K jejich
spojení bychom musili mezi nimi p~ipojit napětí ~~ v rozporu s pola
davkem (1.2). To znamená, le ne~plnění polBdavku (1.2) bude záviset na
tlouětce desky.

dplnáho splnění poladavku (1.2) dosáhneme, budeme-li počítat s prd
měrnými hodnotami posuvd, pfetv)~ení i napětí. Prdměrn~ hodnoty označíme

hvězdičkou; definujeme je pfedpisem

h

f-' (XlY) =: ~h J fCxly, e) c{l
-11

(1.)

Mluvíme pak o zobecněn~ rovinná napjatosti. Tuto napjatost budeme mít
v dalAím textu na mysli, kdykoli budeme hovofit o rovinná napjatosti.
Hvězdičky u symbold budeme pfitQm vynechávat.

V publikaci /1/ jsme podrobně odvodili základní rovnice matematick~

teorie pružnosti. Zde uvedeme jen výsledek, který se vztahuje na rovinn~
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álO~. 08. neznárllch tuDkcí ( G'"x • <C y • t"xy. ~)(. • Ey '(Yx~'UJ v) .plluje

(S) dTI rOTnice rovnOT~Y

~ O

... O

(objemov~ síly neuvalujeme)

(b) tfi konstitutivní rovnice

~
t.l( : E.i- I, G'x. - f'i G'y) + cx"t

€':J = ~,;, (Gy -;Ut< G"x) +<Xi~

fJ'l..Y ;: ~.. Txy

(c) tfi kinematick~ vztahy

Do rovnice (1.5) dosadíme pro pf-ípsd rovinná napjatosti ,Á. =1

(ďl. 6)

(1.7)

a pro pf-ípad rovinn~ho pf-etvof-ení L =2. .

C1. -:
E jJ.,

fe."" ~f1~ f'-'2. (1.8)
E.

'" cl. (1+f) G2
... =. G0<.1- 2. ( 1 -tf')

Zde E je modul pru!nosti v tahu-tlaku,
G - modul prulnosti ve smyku,
JL - ioissonovo číslo,

c::;.. - d~lkoYá rozta!noste'

Pf-i rovinné napjatosti vzniká pfíěn~ po.ěrné prodloulení

t c ~ -1- (6')(, +G''j ) + oL't
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kdelto pfi rovinn'. pfetvohní 'voik' ve ..Iru 08y :l Dormálov' napiti

(1.10)

K soustavě rovnic (1.4) al (1.6) je nutná předepsat okrajov~ pod
mínky na hranici r oblasti IL • Mohou být dvojího druhu. Bua je přede

psán napětovj vektor T~ {tX\ .J~ } nebo je phdepsán vektor posuvu
ft '" {.u.l vJ • V prvním případě bude na hranici rl

t... -= 1O)/. lIli. + 7:y~ n~

kde 1'))(. , ny jsou směrov~ kosiny vnějěí normály k hranici n .
V druhém případě bude

(1.11)

rv

V = V (1.12)

na hranici f 1 • Pfi tom ~ U ['2. .:. r, r1 n r1. ., O.

Kdy! z rovnic (1.6) vylou~íme posuvy, dostaneme rovnici kompatibi
lity

(1.13 )

kterou musí poměrná přetvoření Ex , €y ,~xy splňovat. Kdy! do rovnice
(1.13) dosadíme z Hookeova zákona (1.5) a pak s pou!itím (1.4) vyloučíme

smykové napětí 't'y-y l '= 1;' 'i '1- ) ,lostaneme po úpravě

(1.14)

kde

Tím jsme převedli rovnici
napětí. Ta pak musí jeětě

davkdm vyhovíme najednou,
takovou, !e

kompatibility (1.13) na tvar, v něm! vystupují
splňovat rovnice rovnováhy (1.4). Oběma po!a
zavedeme-li Airyho funkci napětí cf: cf ()CI Y)

rg"l.p
r;'J'" ~x.'/.

1'1.i§
r xy ~ - ?Jx7Jy
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DosazeDi. tlchto vlrazd do rOYDice (1.14) dostane.. podaiDku

(1.16)

Splňuje-li teplotní pole rovnici V'1.t ~ O • zjednodulí se podmínka
(1.16) na tvar

(1.17)

To budeme v da11ím textu pfedpokládat. Pfitom

(1.18)

Podle Muschelilviliho /2/ lze k felení roYinnlch dloh s výhodou
ulít Goursatových :funkcí lf , lJI komplexní prollAnn4 r c X+ ty; x, y e Jl
Pf'edpokládáme, ie oblast n je jednoduAe souvislá a le Lf ,~ jsou
v t~to oblasti holomorfní /1/. S Airyho funkcí napití cp (x, 'j) jsou vázá
ny rovnicí

(1.19)

(1.20)

Pruhem vyznačujeme komplexně sdrulená číslo. Pak platí tyto vztahy:

C;-X + '5':) ~ 4 Re [tf' Co?:) ]

G'J - (0)(. + 2&r)(.~ "':. 2.. [i trII Cl) +LP'l~)]

Jejich podrobné odvození je uvedeno napf. v lit. /2/. V nich G je modul
pru!nosti ve smyku, ~ Poissonovo ~í81o. Dále

pro rovinnou napjatost

2e, o:::; 3 - 4- fL pro rovinn~ pfetvof-ení.

Kdy! 8 poulitím (1.20) vyjád~íme Okr8jOV~ podmínky (1.11), dostaneme
(na hranici ~ )

(1.21)

8 místo (1.12) budeme mít (na hranici 22. )

'de Lf(~) - l Y"(=t) - tf (t) -= iG la. ti v)

- 10 -
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Uvedeme Dyní n~která feAe~it která .. jí v.tah k ohybu noeníku. De
finiční oblast zvoláe obdélnťllo'vou o ro_Arech 2 c • e • Deska pak
bude pf'edetavovat nosník o pr\U ellu 2 c· . 2 h a o délce tJ. loeník na
konci X~ t vetkneme a v fesu ~ '" O satťlťme silou F' (obr. 1).

y •
~

~
O ~ o,

~
N,

%F
~

l -

y

z

.....
2h

Obr. 1

Podle inženýrské nauky o pružnosti vypočteme posouvající sílu
T ~ - f ~ konst a ohybový moment M= -Fx. • Osový kvadratický moment

prdfe zu je

(1.23)

a napětí vyjdou

F-xy
:.--

J

(1.25)

Smyková napětí jsou parabolickJr rozdělena po výěce pr"O-fezu a splňují

podmínku
t

~ T xy lh cA.~ = F
-c

(1.26)

Ta vyjadfuje statickou ekvivalenci mezi smykovými elementárními silami
v prdfezu a (záporně vzatou) posouvající silou.
PrOhyb dostaneme integrací diferenciální rovnice

M..,.
E::J

(1.27)

Kladné znaménko na pravé straně odpoví~á zvolené orientaci soufadnicové
soustavy. Zkráceně mdžeme tuto rovnici pfepsat do tvaru

vll(x) _ F)(. . (1.28)
EJ
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Okrajov~ podaíDky jsou
.;).

v' Cl) :: O (1.29)

Tomu odpovídá felení

(1.)0)

• hlediska teorie rovinn~ prul-

(1.)1)
\f
Y' = i (2 o<. c3 + 12 QI.. e2.c.)

Podívejme se nyní na stejnou dlohu
nosti. Pomocí Goursatov!ch funkcí

: _ f,O/. 2 3

v nich! oJ.."'" F/16c3 a t je imaginární jednotka, vyjde

~y:; O (1.32 )

(1.j3 )

Napětí jsou tedy stejná, jaká vycházejí podle in!enýrsk~ teorie
[srovnej (1.32) s rovnicí (1.24) a (1.))) s rovnicí (1.25)].

Pro posuvy dostaneme z rovnic (1.)1), (1.20)
F

1. GLt -:; [ _yJ (Cle+ S) t 3x.'l.y (~-1-1) t T2. e'l.y J-
3'l.hc3

F
(1.35)

Tyto posuvy jsou urěeny a! na ma1~ posunutí a otočení tělesa jako abso
lutně tuháho celku. Toto posunutí a otoěení je dáno vztahy (obr. 2)

u~ -:: (J - ty

Vit:- = ~ r EX. (1.)6)

(1.)7)3Fx
BGch T ?I t €,X

(lJ
F.)(,3

-= --- +
(; E1J

kde (b ,?I , é jsou reálná konstanty.

Vypočteme posuvy bodd na stfednici y::: O a vyuUjeme pfi tom vztahd
(1.7), resp. (1.8). Po dpravě, vyjde

U.O

- 12.-



lir
>

...--...... A

o
x

Obr. 2

u*

Protole zkos v bod~ ':J :: Obude

3F
g Gch

(1.38)

budou okrajové podmínky v míst~ vetknutí.

-=< O Vo(t) = O

3F
BGch

(1.39)

S nimi dají rovnice (1.37)' nakonec

Uo = O
(1.40)

První člen na pravé etran~ (1.40) odpovídá pfesn~ vztahu (1.30). Druh!
člen pfedstavuje opravu na vliv smykov!ch deformací.

Z rovnice (1.34) je zfejm~, !e prdfezy nezdstávají rovinné, ale le
se v prOm.~tu do roviny X , c bortí do tvaru kubické paraboly. Bortí se
i vetknut! prdfez. Kdybychom tomu zabránili, neplatilo by uveden~ feěení

a prdhyb by byl meněí nel vychází podle (1.40).

Vidíme také, le intentrská teo~ie dává stejná nap~tí jako
rovinné pru!nosti jen za pfedpokladu, !e síla F se do prdfezu
pfenáěí prostfednictv:ím smykov!ch nap~tí t'x.'j:: lFJ2.J )(c?--Y1-)
jiný pfenos síly f zpdsobuje odchylku od uyedentch výsledkd.

- 13 -
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o
N

y
2F

B x

A
F l l F-

Obr. 3

Kdybychom tedy doplnili konzolový nosník na obr. 1 symetricky na
nosník podle obr. 3, nedostali bychom stejný prOhyb ani stejnou napja
tost, nebot prdf'ez AB se nemdle bortit a síla se neplenáěí prostl'ed
nictvím parabolicky rozdělených smykových napětí. Na to musíme pamato
vat, chceme-li napf. vyulít krátkéhc nosníku jako siloměrného prvku a
z naměfeného prodlou!ení Ex: v bod~ A určovat zatělující sílu 2.'F •
Kdybychom takový siloměrný prvek necejchovali a spoléhali na platnost
inlenýreké teorie o ohybu nosníkd, vypočítali bychom velmi pravděpodob

ně meněí velikost síly než skutečnou.

Pfípad nosníku podle obr. 3 nelze fe~it v uzavl'eném tvaru, ale jen
nekonečnými řadami. První l'eěení tohoto druhu uveřejnil Filon /3/.

2F

y

:z.

F

p
- -- - -- - .+-----:fc-....

A

o
p

F

Obr. 4

Na obr. 4 je znázorněn nekonečný pru!ný hřídel o poloměru a zatí
lený silami rovně! "tříbodovým ohybem" (obdobně k obr. 3). ~eěení meto
dami prostorové teorie pru!nosti podali Kaaano, Oehima a Metsumoto /4/.
Ukázali, le napětí <Olt: v místě )(.::: O, ~,. O, e = r (bod A na obr. 4) se
liěí od napětí G""b vypočteného z noeníkové teorie

\5 _ 4 F.ť.

b - :ft r3

a je větěinou meněí, jak ukazuje obr. 5. V tém!e místě existuje i malé
obvodové dapětí, ale lze je prakticky zanedbat.
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1,2 1,6

6.. ~
1,4

6'" 1 w.
.-f

1,2
4 6 8

0/8 II ,. O 5 10 15

0,6 lir

Obr. 5 Obr. 6

PrOhyb Wo bodu O (na stfedniei pod zatěžují í silou) vzhledem ke
spojnici bodd P (na stfednici nad podporami) se rovněž liěí od prdhybu
Wb nosníkové teorie (korigované se zřetelem ke smykovým deformacím),
jak ukazuje obr. 6; výsledky se vztahují k Poissonovu číslu f"C O,).

Z obr. 5 je zfejmé, le pro ~~ ir nemá smysl hovořit o nosníku;
pfevládá lokální koncentrace napětí v okolí pdsobiětě zatěžujících sil.
Pro t = ~r je osové napětí ~x uprostfed rozpětí proti pdeobišti síly
2..F (v bodě Po , obr. 4) meněí ne! ohybové napětí G"'b podle nosníkové teo-
rie v poměru 1 : 1,18. Zvětšuje-li se poměr ~/r , zmenšuje se rozdíl me
zi těmito napětími. Z obr. 6 vidíme, že prdhyb při poměru t/r; 2 vypoč

tený podle nosníkové teorie se liěí od sKutečného prdhybu asi o 20 ~.

Rozdíl se rychle zmenšuje, roste-li ťJr •

y

q

O

l

y

Obr. 7

Pro rovnoměrně zatížen! konzolov! nosník tlouštky ~h podle obr. 7
dostaneme užitím funkcí

, 1+ f '2.
~ =:()(1t.~ + ()l.2. tl - 0(31

-/l.' It 'ZLy - 1.11 1, l + ~t t c - (j3 t:

( ~1 81 ~3 jsou reálné konstanty, které vypočteme z okrajových podmínek)
toto řeěení
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6'")(. '= n ){t~+ -it=J (3c.'l.~ _5"y3)

C;;'i = .!t- (y:~ - 3c.'L~ - ~c3)
GJ

t' ~~ ": * X. ( e}"- y'1-)

Pf'i tom J '= 'i c3 h/3 • Elementární teorie ohybu dává pro tento pf'ípad

G')(. '= ~J x'l.y fOy = O

q- (?. '2.)
't'"xy '= 'J:J x. c - ':J

Ze srovnání rovnic (1.43) a (1.44) vidíme, le podle exaktního f'eěení p~

sobí v!dy kromě napětí G"')I.. taká napětí fOy v mezích -q.. 1lh ~ r;;y ~ O •
Druh! člen v prvá z rovnic (1.43) ~opisuje napětí, ktertm se rovně! obě

f'eěení liěí. Toto napětí nedává v prdf'ezu !ádnou výslednou sílu ani si
lovou dvojici. Musili bychom je v f'ezu X'=0 p:r-ipojit1kdybychom si pf'áli,
aby exaktní f'eěení platilo beze zbytku. Pak ani ohybová napětí G"x není
na souf'adnici y lineárně závislá, jak pf'edpokládá elementární teorie.
Největěí ohybová napětí vychází v místě X=rR" y = C , a to podle (1.43)

Protoh v tám!e místě pO-sobí jeětě ~':J = - q, , dostaneme redukovaná napě

tí podle Guestovy hypotázy

3 ~ l ť '2. [ 10 C'l- 1
~ h c) 1+ 15 t1, j

(1.46)

Podle elementární teorie (1.44) by v rovnicích (1.45) a (1.46) vyAla
místo hranatých závorek jednička.

- 16 -



2. ROVlm OHYB Z HLEDISKA TEORIE PROSTORO~ PRU2HOSTI

l

F

x
--- ---- --- .........-----

F
z

I

..y ~I__._-t_ ~

~/.

Obr. 8

Na obr. 8 je znázorněn nosník stál'ho prdfezu, vetknutý v rovině

x.", O a zatí!ený v fezu X ~ t silou F rovnobě!ně s osou l: . Pfedpoklá-
dáme, že osy 'Y , ~ jsou v fezu X:: Q hlavními centrálními osami, takže
ohyb se děje v rovině X , Z • Prtlfez vymezuje v rovině x. 2 O jednoduěe

souvislou oblast .n. , má hranici [' ~ ploěný obsah A a kvadratický mo
ment J k ose y •

Kdyby na konci nosníku pdsobil v rovině X ,l ohybový moment M
místo síly f , a to takový,!e y bylo

~ M
G")I. = E "R- -= J ~ (2.l)

byla by ostatní napětí nulová. Zde R značí poloměr kfivosti stfednice
deformovan~ho nosníku. Aeěení (2.l) pfedstavuje čistý ohyb a je exaktní,
splňuje podmínky rovnováhy i kompatibility.

Pdsobí-li nyní na konci nosníku síla F , vzniká v fezu o soufadni
ci X ohybový moment MCx.) =o-V (e-x.) • Analogicky k: rovnici (2.l) budeme
pfedpokládat, že platí vztah

F-::: - - (e - x) l
J

V řezu mohou zfejmě ptlsobit jeětě tečná napětí ~~~ , r~~. Ostatní napě

tí ( í;;y, G"r a ~':J~) budeme považovat· za nulová. Objemov~ síly zanedbáme.
Za těchto pfedpokladtl dají diferenciální rovnice rovnováhy

F~---
J

- 17 -



'() (;''1-;1 = Q
'h

elen na prav' straně rovnice (2.3) p~dstavuje derivaci -~Gx I~~ a byl
vypočten ulitím (2.2). Z rovnic (2.4) je zfeja'. le tečná napětí nezávi
sí na 80ufadnici X • takle jsou ve váech prdfezech stejná.

n

s

z

Obr., 9

--Normála n k hranici r prdfezu (obr. 9) má směrov' kosiny

t1l<, -= O
Y)~ ,.. eoJ (n, ~) -= d.l! c{s

n jl; = CO~ (11, ~) -= - o( '1 / ci. s

Proto!e boční povrch nosníku není zati!en~ musí btt

'T:'t-y n~ + T)('t n l -= O (2.6)

Vzhledem k pravidlu o sdru!ených 8~kovtch napětích nemohou T~y, Tx~

dávat v trojúhelníkov'm elementu na ~br. 9 !ádnou vtslednici, která by
~

měla nenulovou slo!ku ve směru normály n • Z Hookeova zákona dostaneme
tato nenulová poměrná pfetvoření

1
~ '=' T G"')t.)

1~'J --:

- 18 -
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Pro ně musí platit rovnice kompatibility, která jsou odvozeny napf.
v lit. /1/, /2/. Z nich plyne

'D'z. 'd~ eX. '()'2.~.(:: 'U1-Ex.''JXIj
=

~xv\j 7J y'l. ~xr;)c
~~

1 ? 'b.t 'O ~J(~ )

2-
1 2.-

í) fx.
+- -=

'bx. roy '0* '1'1 'U 2:

íJ 1<'fJ1'(1j - '()~\(c ] 'U2. e (2.8)
-- ::: 2. y

1'1 7Jt: 1'1 ~X:()e

'O l - f() r)(.~t- Od'HJ 2-
~'/..€c

7Jx 1 ':1ra~ ~Z: '0'1

První tfi z rovnic (2.8) jsou i1enticky splněny. Zbývající dvě dají pod
mínky 1. s pouUtím (2.7) ]

'Oz. r'lI.lj 111.. t'Xl:

1'1 7í)l- J'byi

_ ~~t'x.':J 7J1. (;'lC.'1

1};.1.
+ "Oy7H;

Proto!e t.)(.
(2.2)

(O:>t.! E -=- COx / '1( 1Tf') G , dostaneme z rovnic (2.9) s pouU tím

~2 'L 01.t"x.~ ~ Fxy

~lj '() 1:
:: - -1y1. 1tf' J

7)1. r(Ij ~1.7;'.(T:
O

'V 11-
t =

1~ 'iJ~

(2.10)

Tyto dvě rovnice mdžeme pomocí vztahu (2.3) jeětě zjednoduěit. Z rovnice
(2.3) dosadíme do (2.10) za 'O"Cx.y -Ivy a do (2.11) za ~'r)t.~ I '?Jl; • Vyjde

2 1 F
"il Tx.~ :- --- J

, 1r,Pt
'2

V 1''.('1 "" O

V těchto rovnicích jsme označili V'l.-;; ?ll rvy2. t 'U~/'D e2.. Rovnicím rov-

nováhy (2.) a (2.4) vyhovíme, když tečná napětí odvodíme z funkce napětí

f (Y l:t) tak, !e

- 19 -



F6 ?-
---

1J

Funkce f(y) mdh být libovolná. DoEazeníll (2.14) a (2.15) do rovnice
kompatibility (2.12) a (2.13) dostar::eme podmínky

( V'}. ~)-= O (2.16)

(2.17)F

J
(v 2Ji ) ~ )J.,_

't: ~f

Z rovnice (2.16) usuzujeme, !e výrEiz V1.~ nezávisí na l • Proto lze le
vou stranu (2.17) povalovat za obyčejnou derivaci a integrovat. Vyjde

(2.18)

Abychom zjistili význam integrační konstanty C , vypočteme otočení ele
mentu J.r1 plochy prOřezu kolem osy rovnobě!ná ·s osou X. (obr. 10).

y O

yl d

~ dy

dA \ Zl

z

Obr'. 10'

Vyjde

w =.
1 (. 'OW

2. VIJ

- 20 -



Zde U, W jsou posuvy bodu 8( Y,IC) • Jsou spojittmi funkcemi eouf'adnic.

Snadno dokáleme, le

~UJ 1 I ra 'O w ra tl) V ( 'Ov IQU )] ( 2 • 20 )
"ll( · = 2::" ?ly I ~x i- 'iJl - 'F2 'bl( + 7Jy

Za oblá závorky v rovnici (2.20) mdleme dosadit zkosy 1Xt , popf. 1xy •
S pou!itfm Hookeova zákona dostaneme

~w _ _~_ l ~7:~l - 1 TJC.'j ]

"7fK - 'lG 1':} 1~

Dosadíme sem z rovnic (2.14), (2.15) a (2.18).
Vyjde

'Ow 1 ~ F
~ ,.. - 'LG I -y J Y + C ]

(2.21)

(2.22)

Derivace '()w!l()x. na levá straně (2.22) lB' význam zkrutu (poměrného na

kroucení) podélného vlákna proc,fnázej{cího bodem 'B (y,:t) (obr. 10). Má-li
vznikat pouze ohyb nosníku a nikoli jeho krut, musí být střední hodnota
zkrutu v prdřezu nulová. Tak to nu bude, pololíme";'li C::l O • Je toti!

ryd A :: O , nebol osy y ,t procháeej! tě!iět~m prdfezu. Bude tedy
podle (2.18)

(2.23 )

Tím jsme získali diterenciální rovnici pro f (y,'t) • Z okrajové podmínky

(2.6) dostaneme pomocí (2.5), (2.14) a (2.15)

'Uff F~'l ~
VS = I ~ - f( y) J ds

Je-li funkce f(y) známa, lze z rovnice (2.24) vypočítat okrajová hodnoty
f= ~(~ (integrací podál hranice r ) a z rovnice (2.23) určit prňběh

funkce napětí ~ v celám prd~ez\1. Aeěení dostaneme jednoznačně až na
aditivní konstantu, která nemá význam, protože při derivování odpadá.

Klíčovou otázkou je tedy uJ?čení funkce f(y). liešení se zjednoduěí,

lze-li hranici prdf-ezu [' popsat rovnicí

F ;l'2.

2"J - f ('1) ... O

To platí např. pro kru!nici a elipsu. Z rovnice (2.25) pak vyjde
- 'r,) -

'ťJ~ /vs ~ O Lnezávisle na fCy)], a tedy p= Dna r .
Vypočteme-li tečná napětí popsaným zpdsobem, budou elementární síly

T:)/.'1 dA , 't",,~ ol li d'vat v prdf'ezu výslednici F proch'zející stf'edem smyku

... 21 -



(stf~d.a ohybu). Vzt1lUenost t'to vI.lednice 04 rovil1)'(X • 'W) je e
(obr: 8). Musí platit tyto podaíDky atatick' ekvivalence sil v prdfezu

) 'r)(~ dA :: F i 'f'l.Y cAA = 'D

J(1 t"x.y - Y t")(~ ) cH\ = Fe
A

(2.26)

(2.27)

První dvě podmínky splňuje nalezen' telení identicky; tfetí podmínka
umo!ňuje vypoěítat

Ji (i 't""y - Y t"Xe) d.y d:e
A

Je-li profez souměrný k ose l , je e = O. Obecně tomu tak není. Napf.
u pdlkruhov'ho pr~fezu znázorněného na obr. II je vzdálenost stfedu smyku
S od stfedu kruhu O g'; 0,5111" •

o

Obr. II

Po!adovali jsme, aby vymizela s't.!'ední hodnota zkrutu

'" O
(2.28)

co! vedlo k podmínce c~O. Tím jsme zároveň definovali polohu stfedu
smyku v pr~fezu. Existují věak i jin~ definice /5/, /6/.

- 22 -



). SllIKovl NmT! pIu OHYBU u vn;JWffCH PRůtU:zů. ;

Uvedeme některá feěení pro tečná napětí v nosnících zatílených ob
dobně k obr. 8 konstantní posouvající silou.

Má-li kruhový prAfez rovnici

'/'- t 2:1. -= ('1-

dostaneme srovnáním s rovnicí (2.25) funkci

().2)

Funkce napětí pak vyjde

1- 'lh 1.)
3+ ''l.t Y

a napětí jsou

~-t2jJ. F 1-

&( 1Tf) J cr - 2'2._

rr- 1+2..u F
l.'i.~ ~ j 'je

tj L1tt)

Přitom J-= rry-'+/l.f značí kvadratický moment kruhu k centrální ose. Plocha
kruhu je A = JLr'2. • Největěí tečná ~apětí vzniká ve středu prOfezu
( ':1=0, ?: ;0). Podle ().4) je

Na koncích neutrální osy (v bodech y =: tY', c. = O) vy jde

Pro ~ = 0,3 máme

F

ft

F
A (3.8)

Jak známo, inženýrská teorie ohybu tyto hodnoty nerozliěuje a dává

F
- Tma\L '" 17Ú1;' 1,333 Pl

Eliptický prOfez o poloosách b , h je ohraničen elipsou, která má
rovnici

- 23 -



(,1.10)

Tentokráte ?7~4e

Napětí uprostřed prOřezu vycházi

(3.12)

= Fh'2- I 1
1J () .13)

a napětí v koncových bodech neutrální osy

Napětí Lx e je po neutrální ose rozděleno tím nerovnoměrněji,

ěířka 'lb 'Větěí nel vlěka ~h prdfezu. Je-li b» h 'f = 0,3,

..,.. • P . F
~h1ClX. = 1,Stt A I 1:" Xi1 :; o,q'2.. f\

čím je
vyjde

Obdálníkový prOřez o liřce :Lb a vlěce ih je ohraničen přimkami,

pro něJ platí rovnice

().16 )

Vezmeme

().17)

Na stranách :t = in bude podmínka (2.25) splněna. Pro )I =:tb máme zase

oty f ~s; = O, takte tf = O na celám obvodu ,prOřezu. rtelení nelze získat
v uzavřenám tvaru, ale jen ve tvaru nekonečná řady. POvodní řeěení po

chází od Saint-Venanta; viz tál práei Reissnera a Thomase /7/. Uvedeme
pouze výele4ky.

'3F h
Napětí uprostřed prOřezu (v bodě y-: O, i;O ) vyjde !'l(.~O == '2.A fo (T) l~.\&)

- 24 -



a napití v koncových bodech neutr'1D1 08Y, ( '1 =±b , 1; =O ) bude

3F ( h
1;)(~1 = 2]\- f1 b)

Hodnoty ..ft. , ft jsou v tab.! 1. B.apětí L)(~ je sudou funkcí soufadnice y •

Tab. 1 Funkce fo , fr pro obd'lníkový prdfez

Funkce h/b 2 1 0,5 0,25

~ JL= 0,3 0,980 0,931 0,834 0,775

JL = 0,25 0,983 0,940 0,856 0,805

f1 JL =0,3 1,038 1,145 1,457 2,140

)Jv= 0,25 1,033 1,126 1,396 1,988

Jak známo, e1ement~rní inhnýrská teorie ohybu hodnoty 't"x. 2-0 a t"X~1

neroz1iěuje a dává fo=- ft "" 1 '. Z tab. 1 lze posoudit \cbybu, která tím
vzniká.

Je-li nosník velmi ěiroký ( b> 1S"h, ), nevzniká největěí smyková na

pětí na okrajích ':J:t.b , c:O , ale v bodech y=t1[ , t=-th. na ěirok'

straně v blízkosti rohd a je to nikoli svislá, ale vodorovná napětí ~x~

(tab. 2).

Tab. 2 Tečná napětí v nosníku se ěirokým obdá1níkov,tm prdfezem
pro ).J., = 0,25

b Tll~ l±b,o) ITxy (±"1.,±h)/ b- t
-
h 3F I '2.~ 3Ft 'LA 1.h

O 1,000 0,000 0,000
2 1,396, 0,316 0,314
4 1,988 0,968 0,522
6 2,582 1,695 0,649
8 3,176, 2,452 0,739

10 3,770 ),226 0,810
15 5,255 5,202 0,939
20 6,740 7,209 1,0)0
25 8,225 9,233 1,102
30 15,650 19,466 1,322

Napětí T~y je lichou funkcí soůfadnic Y , ~ • Inženýrská teorie
ohybu je zanedbává. PrOběhy napětí t"x.'j , 't"~~ na okrajích obdá1níkováho
prOřezu naznačuje schematicky obr. 12.
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t"x y(y,-h )

r
F z .c.. - N

2h .

Obr. 12

4. ~Ivf PRUT Z HLEDISKA TEORIE ROVINNt PRU~NOSTI

Vy!etf'íme napjatost v desce o t.l.ouěice 'lh , která má tvar mezikru
hov~ výseče a je namáhána rovinntm ohybem (obr. 13). Airyho fUnkci napě

tí cf (x,y) pf'evedeme do polárních souf'adnic. Místo vzorcd (1.15) a (1.18)
dostaneme

ro'l~

G"lf ~ 'f)r'l-

'rrlf = - ;r (-7 ~~)

- 26 -



Obr. 13

2. ~ 'i} 'O~ ~ elf}
\J cp .~ r ~ (r ~ r ) + \"'l. '(} Cf1.- (4. 2)

v'l..lV2.ep) :: o
Vzhledem k rotační symetrii bude funkce ,p záviset pouze na poloměru Y' ,

tak!e parciální derivace podle Cf odpadnou. Pak

~ 'O tf ()1.~
<0'(" = ~ 'ar ) G"'lf = ~y"'l-) (; rlf = O (4.3)

Vezmeme

Dosazením se lze přesvědčit, !e funkce (4.5) splňuje rovnici (4.4). Zde
A , B , C. jsou konstanty. Hledaná řeěení musí vyhovovat okrajovým pod
mínkám

pro r :: rL l'"""= b
I

b
SSlf dr "" O

o..
-M

Podmínky (4.7) vyjadřují.statickou e:"vivalenci elementárních sil :2.hG"lf CÚ~

v pro.řezu s ohybovým momentem M "
S pou!itím (4.1), (4.5) al (4.7) vyjde
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Pfitom~_

Lt M (~t.b'l. b 2. r '2. Cí\)G'r = - - -- ťn - +b ih - + CA ťn -2.hb (1. Q b r

r- ltM a'l.ť b to r '1. o a 'L 'L)
'Oll ~ -- l--en _. +b ťn - + o.. tn -r +b -6\

1 ihD r2. a b

NejvětAí napětí vzniká na poloměru '(': C<. , a to

!LM r '2. b b'l.. '-)G"mall = 1\1) l2..b ťn "Ci" - ta.

M

h

Jak známo, Winklerova in!enýreká teorie kfivých prutd zanedbává napětí

Qír a pro obvodová napětí lOlf dává hyperbolickj prdběh

1 1 b
----ťn-r b-a Ol

(a4b)eh ~ -~(b-a)

Linearizovaný prdběh podle elementární teorie tenkých prutd je popsán
vzorcem

Ne jvětěí napětí odtud dostaneme, kdy.ž dosadíme y- = Q, • Srovnání vlech tfí
teorií umo!ňuje tab. 3.

Tab. 3 Srovnání pfibli!ných vzorcd pro výpočet největěího napětí pfi
čist~m ohybu kfiváho prutu obd~lníkováho prdfezu-

bla.,
Ptesné telení Winklerova teorie Lineární prdběh

(4.10) (4.11)

1,3 100 99,9 91,3

2 100 99,6 77,4

3 100 99,7 65,4
,
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5. ~OS' d1DBm s NÁHLOU ZlIb OU PRÓbzu

Mlní-li se p~z po d41ce nosníku jen zvoln~.d!eme pfedpokládat,
le se tím nenaruAí platnost teorie ohybu odvozená pro prizmatické n08ní
ky. Pouze ohybová tuhost Ej jil nebude konstantní, ale bude funkcí sou
f'adnice x. • Pro malá prdhyby WCx) pak. bude platit diferenciální rovnice

w"(x) -= _ M(l() (5.1)
EJ ex)

Záporná znamánko na pravé straně platí pro případ, le prdhyb W ~ wCx)
slIěřuje od osy x., dold a le kladný oh;ybovt moment je definován tak, aby
pdsobil tah ve spodním vlákně. Toto pravidlo platí pro případ, le rovina
oh;ybu je svislá.

V praxi se vzorce (5.1) poulív' i tehdy, mění-li se'prdřez nespoji
tě. Jak ukázali Sanderson a K~tching /8/, vzniká tím chyba, která se
projeví více nebo máně podle toho, jaký je geometrický tvar a jak probí
há ohybový moment hřídele. K pfesnějlímu výpočtu je tfeba nespojitou
změnu osováho kvadratického momentu prdřezu nahredit spojitou funkcí a
rovnici (5.1) pak řelit 8 touto náhradní 8Pojit~ů funkcí (numericky nebo
graficky). Autoři práce /8/ ji zjiliovali s použitím řelení prostorových
úloh metodou konečných prvkd. Tvar hf'íde~e osazenáho v délce b z prdmě

ru d.. na prdměr D je zfejm$ z obr. 14. Vypočte se veličina

( J) )311t
(b;\7" .

která umolní zařadit daný případ do některá z kategorií A až ]) vyzna
čených na obr. 15. Z následujících obrázkd se pro daný poměr D/d odečte

poměr J(;x)/ Jo , kde

a dosadí do rovnice (5.1). Ta se pak integruje numericky.

o X O

b

Obr. 14
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1

o 1/p

Obl'-. 15

D/d

Jde-li o kategorii A (ojedinělá osazení v dloubám hřídeli), použi
je se obr. 16. Pro kategorii B (středně dloubá osazená část) se pouUje
superpozice prdběhd odečtených z obr. 16 tak, jak naznačuje obr. 17. Ko
nečně pr~ kategorii D (krátká osazená část) platí obr. 18. Pro katego
rii C nemáme žádný podklad. Je molná použít 8u~erpozice stejně jako
v případě E> (s omezující podmínkou bi D= ~ ). x .

\ .

\
'-"-li

"1\

"\,
V '"~~

JV ........- -
~~-

512

256

128
J(x) 64

Jo 32

16

8

4

2

1

O
-1 x/d O x I{JO 1

2

D
d

Obr. 16

x) Obrázky jsou v semilogaritmických souřadnicích. Na to je třeba při

superpozici pamatovat.
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Obr. 17

tyd- O,5

~

b/d =1,0 \I

~'/ ""
IJ~

l-

r-""

1,5

x/d O-1

0>2
d
1,5
1,25
1,125

x/d O-1

o
d >1,5

°1125

%=q25 .

-JI(.

32

16

8

4

2

1

Obr. 18

Poznamene jme, !e hodnota J lx) uprostřed osazení je u kategorie B
větěí ne! rrb~1 ~~ v dOsledku superpozice vlivO obou nespojitostí prOře

zu. Opak platí ze stejnáho dOvodu pro kategorii D •

In!enýrdm by bylo jistě příjemnějěí, kdyby se místo funkce J(x)
počítalo v celém intervalu O <: x <:. b 8 nějakou efektivní, konstantní
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hodnotou osováho kvadratického momentu prdfesu tak. jako to najd." ..
starlí literatuře pro vliv nalisovantch turbínových kotoučd /9/. /10/.
Avlak tu by s. ukázalo, le vtsledty by nebyly dost univerzální. Hodnota
Jef by závisela nejen na geoaetrii hfídele. ale taká na zpdsobu jeho
zatílení, zej_ána na prdběhu ohybováho momentu M(~. .

Obdobnou álohu pro krut felil sihn /11/. Osazením se zpravidla pfe-
nálí konstantní krouticí moment, takle není nutná zavádět proměnný mo
ment tuhosti v krutu J~(x) , ale stačí počítat 8 jeho nespojitou změnou

<brát J~ po částech konstantní) a vliv koncentrovaná deformace v místě

osazení nebo zápichu započítat zvětlením výpočtové délky hřídele s men
lím prdfezem o pfírdstek AL ,tj. brát jeho "redukovanou" dálku

-ťrtd..,. -e + .'1 t
Velikost Á e lze odečíst z diagramd, které uvádíme dále.

Al
r

1

0,3 +~~!iIio-eJ--+---!---l

0,1 ~-~

o-+----+-"-..d--"""""'-~__+_''''''==

-01I

o '0,2 0,4 . 0,6

Obr. 19
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l al

C
--:or-
~

-:~---~=-

Obr. 20

Z obr. 19 je možno odečíst přírostek lit v poměru k poloměru Y' ,

což je meněí z obou poloměrd, v závislosti na poměru r/R osazeného hří

dele (obr.20). Symbolem R značíme větě! poloměr, symbolem ~ poloměr

zaoblení kořene vrubu. Křivky na obr. 19 jsou zakresleny pro parametr
~/r • Případ ~ lY' = O odpovídá ostrému osazení.

Je-li osazení ostré a hří4.1 dutý (poloměr dutiny je ~ , viz obr.
21), platí obr. 22. Má-li hřídel o poloměru r nákru!ek o poloměru R. a
osazení je ostré (obr. 23), odečteme přírdstek délky 6l z obr. 24.

Pro hřídel s ostrým zápichem (s obvodovou trhlinou) podle obr. 25
platí obr. 26. Konečně pro hřídel s pdlkruhovým zápichem podle obr. 27
platí obr. 28.

Hodnoty uvedené pro osazeni a nákružky s nulovým poloměrem zaoblení
by bylo možno použít také pro nalisované náboje, avěak jen pfi malých
namáháních. Jinak vznikají relativní skluzy na okraji dotykové plochy
a deformace jsou vět!í /12/.

V kofeni ostrých vrubd dává teorie pružnosti nekonečně velká napětí.

Ta ve skutečnosti nemohou vzniknout, .napětí zdstanou konečná vlivem plas
tických deformací. Zde uvedené výsledky platí za pfedpokladu, že oblast
zasažená plastickými deformacemi je z hlediska poddajnosti hfídele zane
dbatelná.

L.

a::~ -==-=----------- fr
----------- M

..... .... k

Obr. 21
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Obr. 28
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Příklad
•.->

Vzájemná otočení koncd hfídele podle obr. 25, resp. 27 se y'ypočte

ze ,"zorce

D~lks ~ ťt se odečte z obr. 26, resp. z obr. 28.

Pro hřídel e nákrulkem podle obr. 23 dostaneme

V těchto vzorcích je
tu, G modul pružnosti
čteme z obr. 24.

MI<:.L + t1~.1(.t+At)

Gjl; R.1t 1'2.. G 3t" r't ( '1..

:ll; R.lt 1'2.. resp. ~ '(' 't ('1.. moment tuhosti hřídele v kru
ve smyku. Hodnotu Á~ pro hřídel s nákrulkem ofe-

6. SLOŽENt NOSNíK S TUH1MI, VZMEMfd PROPOJEN'fMl KONCOVnll ČELY

Tělesa velkých rotorO bývají sestavena z kotoučO spojených aousta
vou svorníkO. Navrhují se tak z tecIDlologických d~vodO/l)/. Jiným pří

kladem konstrukce tohoto typu je stator velkáho elektrickáho generátoru,
jehož těleso je složeno z mnoha mezikrunov,tch segmentO dynamováho plechu
a staženo prOběžnými svorníky mezi dvě relativně tuhá čela. Zvláštností
tohoto uspořádání je, le napjatost jádra konstrukce (kotoučO, mezikruho
vých list~ dynamového plechu apod.) závisí na lokální deformaci nosníku,
tj. na změně křivosti ohybové čáry, kdežto napjatost svorníkO je dána
převážně jen relativním pohybem koncových čel. U listěných konstrukcí-je
třeba mimo to počítat s nelineární deformační charakteristikou jádra
/14/. Stejného typu je i úloha o nosníku s čely spojenými lanem /15/.

Metodu řešení ukážeme na zjednodušeném modelu sestávajícím z lineár
ně prulnáho "jádra" ve tvaru mezikruhového válce o poloměrech r~ > r1
a o dálce .ť • Na koncích X= O resp. x: - /.: je válec zakončen tuhÝmi čely

spojenými na roztečná kružnici o poloměru ro soustavou pravidelně roz
místěných svorníkO ~ d o celkovém počtu n> tL • Budeme předpokládat, že
nosník je na čepech čel prostě podepřen a v délce ~ zatížen rovnoměrně

vlastní tíhou Cj- [N/m ] (obr. 29).



x

R

Obr. 29

Nep~sobí-li na nosník žádná příčné zatížení (~= O), je v něm pouze
předpětí vzniklá utažením matek svorník~. Ačkoli je velmi obtížná dosáh
nout stejné velikosti sil ve svornících, budeme předpokládat, že v kaž
dém z předepjatých nosník~ p~sobí stejná tahová síla Fo , takže tlakové
napětí v jádru nosníku bude

n Fe
S

kde

je plocha mezikruží zmeněená o Yl otvor~ pro svorníky (/Ja • Poměrné stla
čení jádra tlakem po je - fo (minus, nebot jde o záporné poměrné prodlou
žení) •

Zvolme nyní soustavu karté~ských souřadnic x , y ,l tak, že osa
padne do osy nepřetvořeného nosníku, osa Y bude vodorovná a osa z svis
lá (ve směru příčného zatížení "lastní tíhou). Bude-li platit Bernoulli
ho-Navierova hypotéza o zachování rovinnosti pr~řez~, bude poměrné osové
prodloužení zatíženého nosníku

(6.3)

kde 'de = de, ('ll) je křivost středn:"'ce a [o její počáteční poměrné pro
dloužení (je ověem €c< Ď). Kři 'Tost ~ je kladná, leU-li střed křivosti

nad střednicí. Pro napětí <0)(. = - po je definován tečný modul

({G'J<..
E", = (6.4)

c( e~
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Budeme pfedpokládet, !e ohybov4 deto.rlDace jsou ma14, takle pro ni bude
plst"ťt rovnice (6.4) i tehdy, Debude-li závislost Ex. ~ E)(.(S)(.) lineární

a změna poměrného prodloulení infinitesimální. Bude pak

Pro lineárně pru!ný meteriál se tečný modul Et ztotolní 8 Youngo~ mo
dulem pruinoeti E ••á-li jádro nelineární deformační charakteristiku,
budou se obA hodnoty liěit.

Pro k-tt svorník .Úle 80ufednici

(6.6)

kde ~o je libovolný počáteční óhel (závislý na pootočení nosníku) a
k =1, 2, ••• , n • Jeho poměrná prodlou!ení vyvolaná ohybem bude

.ť

D. ~t. c= :ek J'Je. LX.) a.)( · ;
o

Dva sousední fezy vzdálené dx se toti! yzájemně oto~í o úhel dL( :: ~cX.x

a vzdálenost mezi nimi se na souř'adnici ~ =~"- zvětěí o tt: dlf • Odtud
plyne (6.7). Pro vnitfní statiek' účinky (M -ohybový moment, N - osová
síla, T - posouvající síla) musí platit podmínky statická ekvivalence

tl

N :: SG'~ d S + n F;, + ciL D. ek-
S k=1 .

n

M = Sl (0)( ~5 + ciL ~~ 11 f. 1L
S ~:::1

(6.8)

(6.9)

T = J L')('t ~ S (6.10)
S

kde

E
JL dt~

((J)L - 'PI() + 6. ~""L -= (6.11)4l

Vzhledem k platnosti (6.1) bu~e

~ po C<S t1 Fo (6.12)
S
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tak!. po doea••ní za ~~ z rovnice (6.11) do (6.8) bude

h

N = SA<3')( t:i1 ~ +Cľ[ A f: l!.

s k~1

(6.13)

Tato hodnota musí být nulová (!ádná osová síla ve skutečnosti nepdsobí).
Proto!e

n
L MM; ( i~~ + 4'0) ." O
'=:.=1

8 tak'

j. podmínka nulová osavá síly splněna.x ) Z rovnice (6.9) dostaneme

M ex)

Označíme

9 vypočteme

(6.16)

(6.17)

(6.18)

Vyjde tedy

(6.20)

x) Stačí do rovnice "(6.13) dosadit z rovnic (6.5), pop!'. (6.6) 8 (6.7),
abychom to ihned poznali.
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e z rovnice (6.16)

MCx) (6.21)

Proto!e ~Cx'.) -:: dlf ex) / (Áx ,je

(6.22)

kde 4' LX) znači úhel, který svirá tečna k ohybov' čáf-e s osou X (zanedbá
váme-li smykov~ deformace). V hranaté závorce (6.22) je tedy relativni
úhel obou čel nosniku. Z rovnice (6.22) poznáváme, le ~(~) má tvar

(6.23)

kde

(6.24)

Kdy! (6.2) dosadíme do rovnice (6.21) dostaneme

Tuto rovnici upravime a za C dosadíme ze vztahu (6.11).
Vyjde

(6.25 )

1
Ce -:: -1-+~B:-:E=-t-]--

Ji:n E y"o'l.d.'J..

1 L
. JM (x.) dl(
ť Ft; J

(6.26)

Proto!e prdběh M(~) známe, md!eme konstantu Co vypočitat. Podle obr.29
máme v intervalu 0<)( <: ť

M _ q..t ( L- --ť,) ~
lx.) - --r[" Xt~ - 2. (6.27)

nebot R~ q{/2. • Tíhu čel zan~dbáváme. D'lkov~ zatí!ení ~ pdsobí proto
jen na intervalu O< X <: ť • Integrací dostaneme

r ť _ ~'1.(l- L-t \ 0:Q q..e,2
j MCx) ut x. - tL 'L + '2. J - G = 12 (3 L - I). e)

c
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Je tedy

1

1 +
(6.29)

Nyní odvodíme rovnici ohybové čáry W= W(x) • Započítáme p~itom také
smykové deformace.

lÍhel lf jsme definovali tak, ~e pro 'J{ '> O se pr1l~ezy 8 rostoucím x
otáčejí proti hodinovým ručičkám. Podle obr. 30 bude tedy platit, ~e

otw ~ -lf dll + JI (íťll.

V této rovnici značí 1 zkos, tak!e

T

ks GS

~ x ~
~ 'O

+
A B ~

x
X dx 'O

~

Obr. 30

(6.30)

(6.31)

Vlivem smyku dochází k deplanaci prdřezd. Za předpokladu, ~e posouvající
sila se mění jen zvolna, je depl~nace soumezných (nekonečně blízkých)
prdřezd prakticky stejná a její vliv na osová pomArná prodloulení lze
zanedbat. Tečné roviny k prdřezdm vedené v jejich středech A , B (obr.
30) svírají spolu úhel~~ • Vlivem smyku se prOřezy relativně posunou,
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takle oblouk stf'ednice A" pfejde v oblouk AB'.Normály k průřezům v bodech B B'
, .)

jsoti.... rovnobAln'. t1hel 'BA'B' je pr'vě zkoa ':I •

Rovnici (6.30) zderivujeme, za ~lf/rA.'{ dosadŮle 1Je(1l) a za ~r/ax

dosad:(me - CJ. • Bude pak

(6.32)

s poulit:(m (6.23) vyjde nakonec

(6.33 )

Za Mex) dosad:(me z rovnice (6.27) a za Co z rovnice (6.29). Rovnici
(6.33) integrujeme s okrajovými podm:(nkaai

W (O) =::w'(o) ~
. '2

W( e) -=- - wI ( e.) J::J... (6 • 34 )
'1..

Vyplývají z pf'edpokladu, le deformaci čepd a čel lze zanedbat. Vzhledem
k ·soumArnosti mdleme druhou z podmínek (6.34) nahradit podm:(nkou

Integrace rovnice (6.33) je velmi jednoduchá a-nebudeme ji proto rozepi
sovat.

Za koeficient ks v rovnici (6.33) dosadíme podle tab. 4 pro mezi
kruhový pr~f'ez x)

~ ...s

kde n, -= r1 Ir1- značí poměr vni tf'ního a vnAjěího poloměru, jh Poissonovo
číslo.

Diskuse

Pf'edpokládali jsme, !e k ohybu svorníkd se spotf'ebuje jen zanedba
telná část ohybového momentu,~neboí ohyb~vá tuhost jádra je nepomě~ě

větěí ne! ohybová tuhost svorníku. Také jsme zanedbali vdll mezi svorní
kem a jádrem, i pf'ípadné tf'ení.

x) Wiz té! lit. /16/, /17/ a /18/.
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tab. 4 Geo..trick' vla.tnosti někter1cn prdféS6
y, Z = centrální osy; Yr, tj • eoufadnice tlliětl; S ll: prdfez
J = osov1 kvadratickl aoment; ks s emykoT,f koeticient

Prdfez -
Yr eTI S J ks

b 1
.y 'jr =o: b/'2. J y = -bh3

10 (1 t)A..)li.

Ji - 1~ b3h
i

y ~ lr = h /'1.. 1tL + HrU
<

S '< bh

Z z

a 1
Yr = o Jy e t:i Jrab3 - 12 a'L (1%«H3a Z-+b'Z)

1 C('i (lto+ 31;d +C
y·Yr I ~ l=1 Cr = o Ji ~ If J[~b

'-...
--

C -.db'Z.(16t1Ot)+S = ltab
+f;b lf

z.z

yoyQ~ Yr oe o -1
,Jj = Ji :: í, Jírl..f

G( 1+19--r ~r ~ o i

"-l/ 1- + ror
~ =.tr1..

z.Z

....L... (,

...L. '{e 'jr -= O J9 -: Ji =
b(1+p )(1+rnl.)'1..- (IY=Y j . - ~r - O = ~ Jl; (Y-:-rt~) (r +Gf-K1trnt )'Z.t C

,~" ~ '" :t(r;-rt) C :a (20t12!) m'l..-.....
Z.Z Ir! == ri / re

Y I Yr :- O Jg -= OJ 10g 7n r 4

~~
Lt -1 1j- ,ť-.

l r =-r Jí = T Jr:r lfy 3n- 1/ 3as- -t 1,1.13r
~ Jr 1-

c ~r
,

Z.Z

,
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Bylo by chybou 8e do~ívatt le pro 'O.díl ábld .61••e ps't
~;,;.

<.>

(c)

nebol toto pravidlo o momentová plole v den'_ pfípadě neplatí. Moment
M(x) se toti! nepf'en'Aí pouze jádrem, ale tak' svorníky. J'drem 8e pfe-·

nese pouze č'st M1Lx) < M lx) ,totil

Mi LX.) -= 'Ee J ~(x) (b)

Výraz EtJ je ohybová tuhost jádra nosníku pfi namáhání v okolí pracovní
ho pf-edpětí ~ 'Í '-=: - 'Po.

Nelze-li povalovat jádro nosníku za homogenní válec, nahradí 8e

EtJ efektivní hodnotou vypočtenou z deformačních vlastností jádra nosní
ku. Takový p~ípad nestává nap~. u skládaných rotord 8 dotykovou plochou
mezi kotouči omezenou ne poměrně úzk4 mezikrulí /13/.

Dalě1m pf'edpokladem platnosti 'rovnic (6.8) a (6.9) je, !e věechny

svorníky sledují pohyb čel a !e ted~ nedojde vlivem nedosteteěnáho pfed
pětí k jejich uvolnění. Pro vAechna k musí tedy platit podmínka

Jtct1..
~ + E 1:1 ~ €~ > O

Za ~ E~ pf'itom dosazujeme z rovnice (6.7). S poulitím (6.24) vyjde

B.t E~ J
ť~e,,- = ~~ [ lť(t) -lflo) 1 == E 'l.ol.'/.. t:k:.Co

Jt n r o

Konstanta Co je dána vÝr~zem (6.29). Za ~~ zvolíme nejmáně pfíznivý
pfípad, toti~ ~Ic';:: -ro • Podmínka (c) tak získá tvar

(e)

Udává velikost pot~ebnáho předpětí svorníkd.
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7. plued NEHOIlOGENNf IfOSNm

V pfedchoz! kapitole j.ae e pomocí obr. 30 odvodili diferenciální
rovnici pro ohybovou čáru W()() nosníku i ae zfetelem k jeho emykov;fa
deformacím. Nyní tento pfípad zobecníme. Budeme pfedpokládat, le nosník
pfenálí jeltě tlakovou sílu 'P (bude-li tahová, doaadí_e -1> ) a !e spo
čívá na pruln'm podkladě, který pfi prdhybu W vyvoláYá spojitě rozděle

nou reakci kw (k je Winklerdv modul podkladu) a pfi otočení stfednice
o \fuel tf vyvolává spojitě rozděleni silový moment m*' "" - k. *'c.p (k*'je
rotační modul podkladu). Protole zkos 1 = TI ť s fY S l.podle (6.31) J , b~de

platit kinematický vztah

Z Hookeova zákona vyjde

dW
dl( .,. -lf +

T

ks GS

kde Mr je teplotní moment

Mr = J E<x cd; ld~
~

At (~) je rozdíl teploty v dan'm bodě od' teploty referenční, která je
v celém nosníku konstantní, ~ je délková roztalnost. Z rovnic rovnováhy
elementu nosníku o délce dx: dostaneme, le

Zde m je spojitě rozdělený vnějlí moment a ~ délkové zatílení. Význam
ostatních veličin jsme jil vysvětlili. Měrné momenty ~ , m*točí v opač

ném smyslu nel obíhají ručičky na hodinách. Používáme tedy konvence po
dle obr. 31. Rovnice (7.1), (7.2), (7.4) a (7.5) lze zapsat maticově ve
tvaru

W O -1 O 1/ks G$ IN f1
ci \f O O ť/EJ O lf h

;: -t (7.6)dx: M O k.~ p O 1 M 13

I lL O O O r fit

kde
tl = O h: liT/E]
h=-tr1 f4 -q,.

- 45 -



w

Je

T+dT

(7.8)

Obr~_ 31

Pletí pro případ, ~e ohyb nosníku se děje v rovině X ,r •
Zkrácen~ zapíěeme rovnici (7.6) takto

d
aJ{ t S } ~IAJ{s} fit}

Zde {s 1 '" I W lf HTJT značí tzv. stavový vektor. Rovnici (7.7) md!eme
~eěit např. s pou~itím exponeneiální funkce ~tice /19/.

Postupným vyloučením některlch proměnných lze rovnic~ (7.1), (7.2),
(7.4) a (7.5) upravit tak' do tvaru

q, '" - :x t ks GS ( ~ +II ) ] + hv

(7 .10)

Polo!ime-li v těchto rovnicich m = (), k*= O, MT = O, lim ks GS ~ 00 ,

tj. zanedbáme-li smyk a bereme nulový spojitý moment v nosníku bez tep
lotních pnutí, dostaneme po úpravě tuto soustavu rovnic

(7 .12)
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r = - ~ (E J d.~ w) _ 'P dw
O! x. ax.'l. oi,x. (7.13)

M ". -

d.w---
d..~

(7.14)

Rovnice ve tvaru (7.12) al (7.15) najdeme téměř v kaidé učebnici apliko
vané prulnosti. Jsou to Eulerovy - 8ernoulliho rovnice.

Nyní tyto rovnice zobecnímf.! pro případ, le se nosník skládá z rdz
norodých podélných tyčí či vláken (výztuh a pojiva). Lze si pfedstavit,
le jde o soustavu navzájem spojených tyčí rdzných elastických vlastností
(obr. 32). Jednotlivé tyče mají prO-fez ~t t souřadnice těUětě Yoú lot,

a modul prulnosti EL.

y

y.
I

z·I z

Obr. 32

Předpokládejme nyní, le se tyče rovnoměrně prodloulí. Relativní
prod1oulení vAech tyčí bude stejné; označíme je E • Napětí bude věak

v kaldé tyči jiné, a to

(7.16 )

Pro polohu Yo*" ~* pdeobiětě "ýsledné síly

F '" LQ)~Si

která by zpdsobi1a rovnoměrné p]~d1ouiení ale žádný ohyb, platí momento
vé podmínky
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(7.18)

(7.19)

v nichl ~ot::' Yo'* +Yii I lOL = 1.: t :e Ti (obr. 32). Dosadíme ••• z rovnic
(7.16) a (7.17). vyjde

Yo"" f, LEi Si. = t. L 'jQC Et St

'l~ E [Eť ~~ ; E, I. lo i. Et Si

(7.:W)

V těchto rovnicích se fo krátí. Zvolíme nijakou referenční hodnotu E
modulu prulnosti a podělíme jí rovnice (7.20) a (7.21). Potá vypočteme

souf-adnice Yo'*, r:.o'* • Po t1pravě budo

Yo~ ,. {
[Yo;, st-

S't

r.o>f:
~ L t:oi- $t-
Sll-

kde
~->k L:. st

~t
E-t

'= -=- ~.,:
t.

(7.22)

Vzorce (7.22) a (7.23) mají dplně stejný tvar jako vzorce pro výpočet

polohy těliětě prOf-ezu (v homogenním nosníku) rozděleného na částL Lze
tak ukázat, le věechny vzorce platné pro homogenní nosník budou i nadále
platit, nahradíme-li ploěn1 element d~{ hodnotou

E{
a~t = E d~i (7.26)

Dostaneme tak "modulově válené" prOf-ezová charakteristiky (označujeme je
hvězdičkou)

prOf-ez

osová kvadratické momenty
ll- El

J lJo :::: L E J'jol '"



a deviaění moment

K centrálním 08'- ':J , l budou tyto momenty

J~ :: J;o - ~ *2.. ~~ (7.31)
':i o

J* :::=
J Jk _ 'i 0*'1- S~ (7.3,2)2; cO

J:f~
~ - ':Jo~ 7:.04 ~ ~-=

] yolo (7.33)

Rovnice odvozená pro ohyb homogenního nosníku v rovině X , 2 zdstanou
v platnosti, nahradíme-li ohybovou t~ost E J hodnotou . E Jy>t- a smyko
vou tuhost ~s GS výslednou hodnotou C, • Pro ytpočet táto hodnoty nemáme
jednoduchý p~edpi8. Lze-li p~edpokl'dat pfibli!ni pravidelnou, kvaziho
mogenní strukturu, md!eme brát'

"T" 'VC = -- ~ k:~ G$
7

~ := L ~i .Si

Mají-li jednotlivá slo~ky "(vlákna, tyče) stejná Poissonovo číslo, je
'" ~~:::: ~ .

Pfi rovinn~. ohybu mU8í být splněna podmínka

~

JY"i = O
Jinak je tfeba počítat s tím, !e ohyb bude prostorový. Pfedpokládejme,

!e v nosníku nebude tlaková síla ( l' = O) a ~e pro:fez nemá nulový deviač

ní moment (7.)3). Pak budou pro prostorový ohyb platit rovnice

Rovnice (7.37) a (7.38) nsstoupi misto rovnic (7.1) a (7.2). Koeficienty
ct~~ ,~~c závisí na tvaru ~ slatení" prd~ezu. Teplotní momenty jsou de
finovány vztahy

(7.39)
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Mr~ '" E ioe A-b Yo( ~ ~ (7 •40 )
~

Zde ~t (~,~) j. rozdíl teplot y daném bodě od refereněni teploty. Inte
graci v rovnicích (7.39) a (7.40) U8kuteěŘuj.a. po jednotlivých plolk'ch

Sl, , tak!e nepf'.

(7 .(1)

Referenční hodnotu modulu pru!nosti volíme libovolně, zpravidla
věak tak, aby se shodovala 8 modulem prulnosti někter' alelky zastoupen'
ve struktuře. U homogenních materiálo. pak bude f ť ~ E pro věechna i •
tak!e E Jy*" -= EJ~, ~ ~ -:=. .s •

Poznámka

Ve výpočtu ohybu příčně nehomogenního nosníku jsme zanedbali vliv
rOznáho Poissonova čísla na vzájemn' pdsobení strukturních slo!ek. Pf'es
n~jěí výpočet pro vrstvená kruhová válce, který respektuje i ro.znos·t
Poissonových čísel, obsahuje práce /201.

8. P~IBLIŽNt vfPOČET ROŠTŮ

Roět se skládá z podálníkd 8 z p~íČníko., která se navzájem kolmo
protínají a jsou v místech pfek~í~ení pevně spojeny. Budeme p~edpoklá

dat, že jak podélníky, tak p~íčníky mají stejný prOřez 8 stejnou vzdále
nost (u podálníkd jsou však tyto hodnoty obecně jiné ne! u příčníkd).

Materiál je v obou případech tll.

Podélníky mají -ipravidla funkci hlavních nosných prvkd 8 budeme je
proto číslovati, 2, ••• ,n , ••• ,N. P~íčníky bývají kratěí a p~edetavují

soustavu výztuh. Budeme je ěíslova-t 1, 2, ••• , rYl , ••• , M • Pf'ílclad roě

tu pro N = 2 a M = 6 je uveden De: obr. 33'. I,

Označení podálníkd 8 pf'íčníkd lze zaměnit, tj. podélníky lze pova
žovat za příčníky 8 naopak. Stačí tedy, eoust~edíme-li se na rozbor de
formací a namáhání pouze jedné z ObOll soustav, tj. na podálníky.
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<y
m=1

Obr. 33

V1počet zjednoduiíme pfedpokledem, !e krut podálníkd i pfíčníkd lze
zanedbat. Tento p~edpoklad je oprávn~ný, jsou-li pr~řezy otevřená a ten
kostěnné. Avěak ani v jiných p~ípadech nevzniká větěí chyba ne~ asi 5 %

/16/. Dalěim'zjednodušujícímpř~dpok18dem bude, ~e p~íčníky se deformují
do tvaru poloviny sinusovky. Pr"llhyb podéln1ko. rozvineme do Fourierovy
f'edy, tak!e při prostám (kloubo"vém) podepfení koncd roštu bude prdhyb
podálníkd o délce L .

(8.1)

a prOhyb příčníkd o délce I .

(8.2)

Protože ohybové momenty dostaneme z prdhybd teprve po dvojím derivování
a proto~e derivováním se chyby zveličují, dostaneme ze vzorcd dobrou ap
roximaci ohybových momentd jen v podélnících. Jejich přetvá~ení jsme to
tiž pfedpokladem (8.1) nijak zvlášt neomezili. Omezení, které klademe na
funkce Wn = VVn Lx.) , je spojitost a splnění okrajových podm.:!nek W,,{O) =:0 ,
W" ll) -= O • Zato funkce Wrn = Wm ty) nedovoluje jiný tvar prdhybovky příč-

I,.,.

níku nel sinusovku. Avšak toto zjednoduěení zpdsobí jen velmi malou chy-
bu ve výpočtu deformací, tak!e deformační podmínka (prOhyb ve etyčníku

je pro podálník i ptíčník společn!) umo!ní poměrně přesný výpočet výztu!
ného pdsobení p~ičníkO. K výpočtu namáhání se vztah (8.2) již nehodí.

Sklon n -táho podélníku tedy bude

C;(W rrn Loo
j Jt J Jt'j-.

(J) - .4.~~ .fL:..:.- k
J

o COO -L
1 n - ~ -== .P'v1'U llt1 L

'v i=1
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8 jeho ohybový moment

(8.5)

L
1..

Ne~ budeme pokračovat v OClVOZ01"ání vzorcd pro součinitele kjo Fou
rierovy ~ady, pfipomeneme D~která vzorce zn'-' z matematiky. Pfedevěím

platí, !e

(8.6)

j , k jsou celá čísla). K dOkazu vzorce (8.5) pou!ijeme substituce

(8.7)

a vztahu

(8.8)

N+1
1..

Vzorec (8.6) vyjadřuje známou vlastnost goniometrických funkcí
Á1/J/\ kl( , tati! ortogonali tu na inteI~V8lu < O, 'Ji ) •

DalA! vzorec, který budeme potřebovat, je
N

\ "2.. 1in
L Á~ Nt1
n=1

Nepř. pro N = 2

. ~ ~ . ~~)~ 3
( ~UlAJ 3) ~ (M!Vv -2- ~ O'1S- + O,"7.J -= ~ ~

N+1
---r

K odvození vzorce (8.9) použijeme nejprve formule (8.8).
Bude

NN, N
~ . fl. Jtn _ \ 1 1 2.Jtn) N 1", a,Jtn
L 41M Nt1 - L (I[ -I[ C01 Nt1 "'" i -If L Cc<l Nt1
n-==1 n.:=1 1l-=1

(8.10)

Druhý člen na pravá straně rovnice (8.10) si mdleme pfedstsvit jako sou
čet prOmětd stran pr8videln~ho (N+l)-úhelníku do- osy ~ , pfičeml d41ka
jeho strany je 1/2 (obr. 34).%)

x) Pro kreslení obrázku bylo pou!ito N = 5.
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Ny

x

o 112

Obr• .l4

Poslední strana, která by polygon uzavírala. chybí, nebot sečítáme

od 1 do N a nikoli do N+ 1. Výsledek tedy je

N h:n
1 \ ('rvt (S. ll)- T L 'VVJ N+1 ~ "l-

n=1

K výpočtu součiniteld kj pou!~jeme principu virtuálních prací,
podle něhož se virtuální práce &A vnějěích sil pdsobících na pružná tě

leso za rovnováhy rovná virtuální práci ~U vnitřních sil, tj. virtuál
ní změně deformační energie. Deformační energie v podálníku je

(S.12)

Vypočetli jsme ji s použitím vzored (S.4),
Ve věeeh podálnících bude

N

[Un =
" =1

(S.5) a (S.6).

(S.13)

Obdobně vypočteme deformační práci ve věech příčnících

(S.14)

pti odvození vzorcd (S.13) a (S".14) jsme použili formuli (S.9). Index
Hp" se vztahuje k podálníkOm., index" V" k příčníkdm (výztuhám).

Nech{ pdeobí pouze jedna oRamě1á síla Frs • Je kolmá k roětu a pd
sobí ,ve styčníku, v němž se protíná r -tý podélník: s S -tým příčník:em.
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Změní-li S8 nyní jeden se souěinitela FóurieróVy řa~ o nekoneěnl aalou
hodIÍÓtu bkj , vykoná 'YIlijlí síla F; s virtuální pr6ci

Virtuální změna deformaění energie je

O N /vl

OU "" ~ ( [ Un + L Um) Oki3 n"t /)\=.f

(8.15 )

(S.16)

Kdy! do rovnice (S.l&) dosadfae výrazy (S.13) a (S.14), dostane.e (pro
určité i )

(" U ;: n:~ EJ~ (NH) -41(. D1<:. + 1t~ E Jv (Mti) k C'j o'

o 4 L3 J J a 4 R.. 3 l o )' (S.l7)

Dosazením (S.15) a (S.17) do podmínky

DA '" bU (S.lS')

dostaneme rovnici pro určení koeficientu ki . Vyjde

2.. e.3
_ .!!:... iJr S

1,( .
F,.s ÁlIVl N+1 .iiVVV M+1

-=
Mti +~ -41L' t'5 (8.19)3 ]l;I+EJ\I

ll. 2.. J J\I 1:3

Známe-li tyto koeficienty, mdžeme vypoěítat nejen prdhyby, ale také ohy
bové momenty v podélnících podle rovnice (8.4).

Kdybychom rovnici (8.4) jeAtě jednou derivovali v domnění, !e do
staneme prdběh posouvající síly ~ v n -tém podélníku, byli bychom
zklamáni. Prdběh posouvající síly je po částech konstantní, ve styční

cích nespojitý. Tuto nespójitost Fourierova řada nemd!e přesně vystih
nout; konverguje k aritmetickému prdměru limit zleva a zprava a k přes

nějěímu vystižení prdběhu posouvající ,síly v okolí styčníkd je třeba

velkého počtu sčítancd. Posouvající sílu by proto bylo třeba počítat ji
nak /21/.

Použitá metoda výpočtu umožňuje velmi snadno respektovat zmeněení

únosnosti vlivem vzpěru. Přenáěí-li totiž roět tl~kové síly Pp v podél
nících resp. Pv v pf'íčnících, zvyěují se jejich deformace přibližně

v poměru lPpE - pp)/ 'PpE resp'. ('PVE - 1'V)/ PVE ,kde

'Ll ]ti EJf" 1[.'2. E Jol
rpE ~ L'l. 'PVE ;: t? (8.20)
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jsou Eulerovy vzplm' síly. Je to uklá.áDo nap~. Y lit. /22/, díl II.
str. 52.

Kdyl takto doplníme dříve uvedent v,ýpočet a rozlí~íae jsj i na jin'
zpdsoby zatí!ení, dostaneme pro součinitele Ki vlrazy uvedená v tab. 5.

Tab. 5 J.:oeficienty ki v rO'Yllicích (8.1) a! (8.4)

Zatítsní k·J

Osaměl' síly
'J>v E

H N
'1.L3 \ L . Jtr . iJrs

F;.s v bodě :n;'t E;Iv 'PVE - 'Pv
L Frs MIvv N+1 A.vvv M+i
.:01 r=1

X: Xs NT1 '4 (1.)l.?e..)( 1- -L) + ~1T1
Y ." ':Jr 1. 3 L J" j t;,E ~

Konstantní dálkov'
4 l l.i 'Pve.

M
zatí!ení CJ-s pd- -.- . JJrsL qsMlYv Mti

S -tý příč-
lt,'EJ" 'Pv&- Pvsobí na s.:: 1

~ ·4 (~3(4)(1- -JL-)+ M-r1ník 1. JL. J v JPpE 2-

(S =1,2, ••• ,1'1 )

Stejná zatíhní Postačí.brát J =1, tak!e bude

Cl- pdsobící na 4 L 4
'PilE rc

ltSEJ l've: - PII Cf. co~ . 1.(14+1)
věechny p~íčníky kl

II=
~(1...)~(kH1-lL) + MTi

1. . L Jv 'Pp~ 1.

Tlaková síly 'Pp v podálnídch, resp. 'P" v příčných výztuhách1mohou
vzniknout nejenom přímým silovÝlm pdsobením v rovině roětu, ale tak' ne
přímo účinkem teplotních dilata,zí, nemohou-li se konce podálníkd, resp.
příčníkd,volně posouvat.

Poznámka

Prakticky postačí, bereme-li v součtech

w M

L ~ L
j=1 a"'1
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9. STABILITA d:f!lI

Rozdíl mezi roAtem a mřílí je ten, I. roAt je nam~án pfíčně, kdel
to mfí! je namáhána ve sv, rovinl. Obě tyto konetrukce lze povalovat za
zvláětní typ rámu a feAit obT,Jkljai metod..i.

Výhodná je, je-li roět, popf. mfí~ praYidelná, napf'. ima~~:,li vAechny
podálníky, resp. pfíční~)st8'jný prdfez a stejnou rozteč. Pf'íklad takov'
ho roAtu byl znázorněn na obr. 33. Pak se vAechny vztahy zjednoduěují.

Jak jsme ukázali v pfedchozí kapitole, lze energetickou metodou dostat
velmi u!itečná vzorce, které zahrnují i vliv tlakových sil v podáln!cích,
popf. v pfíčnících,na tuhost a namáhán! roětu pf'i jeho dal!ím zatělování

pfíčnými silami (osamělými i spojitě rozdělenými).

Nyní se budeme zabýyat pf'ípadem, kdy stejná konstrukce je zatílena
pouze tlakovými silami v podálnících (nikoli v pfíčn!c!ch~ a chceme po
soudit jej! bezpečnost vzhledem ke kritickámu vzpěrnámu zatí!ení. Uvede
me pouze výsledky, jejichl odvození lze najít v lit. /23/.

Nejprve vypočítáme konstantu

(9.1)

kde L je d~lka potl~ln!ku s osovým kvadratickým momentem Jp • Pf!čná vý-
ztuha má dálku t a osový kvadratický moment Jv • Rozteč pfíčných výztuh
je S = L/ (M+1) (obr. J5). Konstantu CI odečteme z tab. 6.•

L

..

..

-
,..

-DDDD
...
- -DDDD ...

, •

-- S $

Obr .• 35
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Počet t 1

pod~lníko.
konce pfíčnlch Týztuh

N prostě podepfen~ vetknut'
~

1 0,020 833 0,005 208 Í'
2 0,030 864 0,006 172 8
3 0,041 089 0,008 041 9
4 0,051 342 0,010 009

5 0,061 603 0,011 997
6 0,071 866 0,013 990
7 0,082 131 0,015 986
8 0,092 396 0,017 982
9 0,102 66 0,019 979

10 0,112 93 0,021 976

Dalií postup výpočtu zálež! na velikosti hodnoty b1 , jak je zřej

má z tab. 7. K výpočtu kritická osov~ tlakov~ síly v pod~lnících potře

bujeme jeětě Eulerovu sílu

L'1.

a případně jeitě konstantu
L'l.

Zřejmě D2,'; 2,3326 1>1 •

Tab. 7 Kritick~ osová eíly'v podálnících

Konce
D., 'P trd;podélníko. ,

prostě 1)1 ~ 1 ( 1+ D1) ?PE

podepřené
D1 > 1 D2: 'PpE

1)1 ~ 1 (4+ 1)1) ?pE
vetknuU

, Dl> 1 (~+ 1)'1.) t>pE

1ýpočet se týká mříže, jejiž pod'lníky jsou zatíženy stejnými tla
kovými silami. Ffíčniky žádnou OEIOVOU sílu nepřenáěejí. Jejich konce mo
hou být bua vetknuté nebo prostě podepřen'. Předpokládá se, že kritické
tlakové namáháni zo.stává v elastické obla8ti.
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10. DILATACE A OHYB KRUHOÚHO PRSmCI V JEHO ROVnd
.>

Relativně tenký uzavřen1 kruhov:f: ,prut na.;fváme prstenec. Pfedpoklá
dáme, !e pro něj platí Bernoulliho-Navierova ~pot~.a o zachování rovin
nosti prdfezd, takte posuvy bodd v prdfezu jsou lineárními funkcemi sou
fadnic (radiální a axiální soufadnice). Budeme taká pfedpokládat, le
platí teorie ohybu tenkých prutd,tj. !e (vnějlí) rozměry prdfezu jsou
malé ve srovnání s poloměrem, a !e jsou splněny podmínky pro rovinn# ohyb.

Obecnou teorii prstence rozdělujeme na dva případy; na dilataci a
ohyb prstence v jeho rovině a na ohyb a krut, při něml prstenec z roviny
vybočuje. Tento druhý případ probereme v pfíltí kapitole.

Za prstence mdleme ve strojnictví povalovat rdzné nákrulky, prsten
cové výztuhy rotačních skořepin, úzk~ pfíruby, věnce setrvačn!kd a dis
kových kol.

Probereme nejprve dilataci a ohyb prstence v jeho rovině. Vzhledem
k platnosti Bernoulliho-Navieroyy hypotézy stačí vyěetřit deformaci
střednice o poloměru R , nebot posuvy ostatních bodd jsou dány předpo

kladem, že prdřezy zdstanou rovinné a le je střednice protíná i po de
formaci kolmo. K popisu zvolíme válcové souřadnice r , ~ , ~ a tomu od
povídající posuvy U , V , W • Pfi rovinné def~rmaci prstence je axiální
posuv W bodd na středniei nulový. Nenulové jsou pouze radiální posuv ~
a obvodový posuv V • Pro body na střednici máme před deformací souřad-

nice ( R ,lf , O ) a po deformaci ( R+u. , \f tv IR, O ). Vyěetříme, jaké
vzniká poměrné prodlou!ení Elf a jaká změna křivosti ate střednice

v daném bodě.

y

x...
o
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Ra obr. 36 je vyznačen oblouk AB stfednice pfed deformací a jeho
poloha A, 'Bi po deformaci. l1hel lf/. itert svírá tečna k deformovan'
stl-ednici v bodě A, s obvodovým sJlěrem (s kolllicí ne paprsek 0.'1 ) je
zf'ejmě

(10.1)

Tentt! dnel v bodě ~ je

t1hel dl/1 tedy je

Proto!e dnel yJ je melt. je prodlou!ení dsečky AB rovno

AI 'e>1 - AS' ~ d.v +ud tf

a poměrné (obvodové) prodlou!eni bude

{)I1B 1 -ABt v ':=

I A.&

Z trojdhelníku 01 A, Bl mÚle

'R1 c:{lf1 ~ Roťlf (1+ é..,)

Do vztahu (10.6) dosadíme z rovnic (10.~) a (10.5). Vyjde

R ot'l..u..
R1 dlf t dov - R,1.otlf RR1oll( = RdL( +olv d,talf

Tuto rovnici krátíme součinem RR1elf a dostaneme

" 1 o(v ottu, 1 1 olv U
R +T Rdlf - R.~V<lf'/. ~ 1<1 T R1 RolLf + RQ.1

Rovnici (10.8) upravíme na tvar

(-~ __" )( 1+~ ) =
R R, Rdlf

Proto!e zmeniení kl-ivosti je dáno vztahem

(10.2)

ClO.3 )

ClO.6 )

(10.8)

ClO.10)

tak!e

1- R~e
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bude
''';

(10.12)

Vyu!ijeme toho, !e posuvy a jejich derivace, jako! i změna k~iv08ti ~e

jsou ma14 veličiny. Posuvy u" V jsou mal' vzhledem k R. , derivace
du I Rottf, o..v/ Ro..lť jsou mal' vzhledem k 1 a ~ je mal' vzhledem k 1/ R•
Vzhledem k těmto pfedpokladOm lze druhá členy v oblých závorkách rovnice
(10.12) zanedbat. Dostaneme

(10.13)

Z Hookeova zákona a z Bernoulliho-Navierovy hypot4zy lze odvodit vztah
mezi zmeněením kH vosU ?ee a ohybovým momentem M , který pdsobí tah
ve vnitřním vlákně

M
EJ

(10.14)

Zde EJ
(10.14)
cex )

je ohybová tuhost prstence p~i ohybu v jeho rovině. Dosazením
do (10.13) dostaneme diferenciální rovnici ohybová čáry prsten-

M
E'J

(10.15)

Veličiny U , M závisí na sO'u~adnici Lf •
Kromě rovnice (10.14) pro ohyb máme jeětě podmínku ~ro rozta!ení

střednice

N
ES

(10.16)

kde ES je tuhost v tahu prstence nal11áhanáho tahovou silou N • Odtud a
z rovnice (10.5) dostaneme druhou diťerenciální rovnici ve tvaru

civ

RolL{

tl
+

R
N

::

ES
(10.17)

Zde li , V , tll závisí na I1hlu tf , přičem! funkce U (tp) je feěením

rovnice (10.15).

Diferenciální rovnice (10.15) a (10.17) byly odvozeny z kinematic
kých (geometrických) vztahd a z konstitutivního Hookeova zákona. Zbývá
jeětě splnit diferenciální rovnice statické rovnováhy. Na obr. 37 je za-

x) Odvodil ji BQussinesq; viz /24/, popř. /22/, díl II, str. 95.
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Oltr. 11

kreslena elementární část prsterlce o dálce Rc{lf • Je zatí:tena ohybovým
momentem MClf) , tahovou silou' N (Ly) , posouvající silou r (Cf) ,ra-
diální mirnou silou (d'lko~ za:ltíien:La) Cf ( lf) ,obvodovou měrnou si-
lou t (~) a m~rntm ohybovtm momentem rYl (Lf) • Měrné veličiny se' vztahuji

k jednotce dálky oblouku etfednice. Kusí pro ně platit tyto rovnice:

(a) rovnováha radiálních slolek sil

dr N
R.dLf -=- q. - R.

(b) rovnováha obvodových slolek sil

dN T
Q.o(Lf ;: - b + ff

(c) rovnováha momentd

(10.18)

(10.19)

(10.20)

(10.21)

Z uvedených silových veličin jsou N ,T t M vni tfn:í statická účin

ky, kdežto t ,q.., rYl jsou vně,jěí spoji tě rozdělen' síly a moment. Vněj

Aí síly a momenty jsou daná, vnitfní síly je t~eba hledat.

Je-li např. dáno

t .. to Í31Ín. nl{'

cr = C}n cm n lf
rYl = YY\n M:% nlf

kde n > 1 je cel' čislo a t n , 9rn ,Yrl n jsou amplitudy, bude mit par

tikulární ~eěení rovnic (10.18) 81 (10.20) tvar
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Odtud vyjde

N -::: Nn Coonl"- ,
T -.::Tr'\~nlf

M ~ Mn CO~ nlf

Vzhledem k periodicitě odpadnou integrační konstanty. x)

Rovnice (10.1&) a! (10.20) dají

II Tn '" q,n 'R - Nn

- '" Nn =-t" R .;. Trl

- n Mn = (VYlYl -+ Tn)R

R
Nn ':: 1"11),-1 l n-tn - q,n)

R
Ttl '" \')1--1 lnq.n - t n)

Mn '" - +Lh'tl')+ Ttl)'R

(10.22 )

(10.23)

(10.24)

Z měrných sil mdle bIt konstantní pouze ~ (jinak by nebyly splněny pod
mínky celková rovnováhy ·prstence). V tom pfípadě

cr ~ q,o
N :. No = q,o R
T : To

M ... Mo

Kdybychom položili h = 1, plat110 by feěení (10.~4) jen za pfedpo
kladu, !e 'ti '" t 1 • Prvá dvě z rovnic (10.23) se přitom stanou lineárně

závislé. Podmínka f'eěi telno·sti 'li =t. soustavy rovnic (10.23) je záro
veň podmínkou rovnováhy sil pOeobíeích Ds·celý'prstenec.

Kdy! jsme takto vyřeěili otázku vnitfních sil, md!eme je dosadit do
vzorcd (10.15) 8 (10.17). Aeěení posuw bude mít tvar (pro n > 1, n ee-

Z rovnice (10.15) vyjde

U. -: lln em ntf
V :: Vn ~Vvv II) lf (10.26)

u.n -- 1 (10.27)

x) Uzavřený prut je staticky neurčitý~ Podmínka periodicity je v podsta
tě deformační podmínka. Odpadnutí integračních konstant znamená, !e
partikulární řešení je zároveň úplným integrálem.
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a z rovnice (10.17) pro n> 1 x)

(10.28)

Prakticky kald~ vněji! rovnováln4 zstižení prstence, které je sy
metrické, pop~. antisymetrick' k někter' rovině, mdleme vyj'dfit Fourie
rovými f'adami

()o

q. "" Clo ~ L <ln CCY.l YHť
n='L

(X)

t "" L t n .MmnLf
n:~

Potom taká
00

N ::: Nó + I.. NI) C01 (Uf
ra=~

ex:>

T -::. 2~ Tn /.IVYvn~
r,~'l.

00

M ~ Mo Ť L Mn 00::1 Vllf
n-='2-

Q?. 00 M
tA, :: U - - \ _n_ OO~ nlD

o EJ L n'1.-1 1
n=1J..

Přitom podle (10.15) a (10.18)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)

(10.36)

(10.37)

x) P~ípad n = O)resp. ~ = i, probereme zvláět.

- 63 -



a podle (10.17)

(10.38)

Ostatní hodnoty jsou dány rovnicemi (10.24).

Pf'ípad n = 1 je zvl'Atní tát le vy!aduje vazbu mezi q.1 a ti) jak
jsme ji~ uvedli ( 9-1 ~ ti ). Rovnice (10.18) by by1y jinak rozporntS. Od
dělíme-li v tomto pf'ípadě polovinu prstence fezem lf = O alf:. 1t , do
staneme z momentová podmínky rovnováhy ke stfedu prstence hodnotu
N1 -::: q1 R. a z rovnice (10.18) nebo (10.19) takt! T1 = o. Z rovnice
(10.20) pak máme Mi = O. To znamená, že takto zatí!ený prstenec se ne
ohýbá, tedy u'1 = o. Existují v něm pouze obvodove! posuvy Vi ~ Nf R/ ES;
~ 11 Q.'L/ ES (mají prdběh V=Vi iJiivt tf ).

Zpravidla věak vystačíme s p:fípady n = 0, 2, 4, ••• ; je to dáno
stupněm souměrnosti vnějěího zatí!ení. Tomu odpovídají rovnice (10.29)
až (10.38).

Je-li tfeba, md!eme ještě pfipojit ~eěení, které získáme, kdy~

v rovnicích (10.21) a (10.22) zaměrú,ne A1Mn'( za e(X).nL(' a naopak.
V rovnicích (10.24) a! (10.36) pak musíme n zaměnit za -~ • Superpozicí
obou řeěení bychom mohli vystihnout i zcela nesymetrický prdběh vnějěího

zatížení.

Poznámka

1

J

2.R-+hq, ~ q, -iR

t = t 'lR.+h
'lR

rn = fh
'L

Vnucuje se otázka, jaký praktický vflDam měl~ zavedení m~rného ohybového
momentu m (obr. 37). To .pochopíme, u'qědomíme-li si, !e např. vestavěný

rozpěrný krou!ek bude obecně namáhán radiálními a obvodovými silami ni
koli na stfednici, ale na vnějěím válcov'm povrchu, jeho! poloměr je
R+ h/2. (obr. 3,8). Nech{ jsou tyto síly čf ,popf. t . Z podmínek sta
tická ekvivalence dostaneme pro rovnocenná zatí!ení na střednici tyto
vztahy:

P~ík1ad

o správnosti odvozených vztahd se p~e,8vědčíme ~eěením úlohy o rozpínání
prstence dvěma radiálními silami podle obr. 39. Kdyby se ~eěení získaná
z rovnic (10.26) a! (10.36) liěil0 od výsledkd známých z literatury
(nap~. /22/, díl II, str. 77), nemohly by být odvozené rovnice správná.
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N+dN
MtdM

Obr. )8

T

Obr. 39

Osamělá síly F nahradíme měrnými silami na intervalu O ~ ~ < ~
(obr. 40)

pro O~lf <:: E

. n;~é<y><JC+E.

1Te - E. < Cf <: Q..rr-

~.= O
jinde.

q ~.

~~ lil

wh
N

"LL.
f'I... ---

_E. l.. _I- - _E- - - - --
r T- - - --- - -

Obr. 40
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a pro lichá n tento integrál vymizí, bude

Máme tedy

a rovnice (10.31) dává

co 1FR
co

Mtlf) LMntQjn lf \ C'mnlf
-= ~--- LJr n~-1

n=='2.,4"" f\:J 'L,'t, '"

Vypočteme hodnotu M(O) • Pro tf =- O dává součet

00

L 1 1 1 1
-- -: -t-+-t-

n'l-1 ~ 1S 3S
n :: 'lt4, H'

1
::::: ?-

a tedy

M(O)
PRo---

Jl::

v souladu s výsledky známými z literatury /22/, která byly odvozeny ne
závisle zavedením vnitřní staticky neurčité veličiny a pou!itím Castig
lianovy věty. Pro radiálni posuv v bodě lf = O (v po.sobiěti síly F )
dostaneme, zanedbáme-li dilataci prstence, z rovnice (10.35)

R?
UCO):-  EJ

Protože součet dává

tL FR~ ~ 1
li:' EJ L -C-n-1..--1)-'L

n='l.tLt,....

1 1 1
~ + --- +. -- + --- -9 1~ 1~~~
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vyjde

lL (O)

.hodně 8 lit. /22/.

Risku.e

Je jistě zvldltní, le pro rovnoměrnou dilataci prstence U, = Uo =
=konet, V = 0, W = O dostáváme nenulový ohybovl moment Mo '=' EJ Ua I R'l..::
= q.o J fS podle (10.37) a (10.38). Pro obdálníkovt prdfe. b. h je to

Mo =10 h?/1'l. • Tomu pfísluěí ohybové napětí G'o ~ ~ Mo J bh'L -= q.o {2.b ·

'lahov' napětí je v tomto pf'ípadě Q)t = N/s ~ G],o R.I bh • V krajních vl'knech
je tedy napětí (01 ,resp. CO?-. , vypočtentS ze vzorce

~ _ q.oR. (1+~)
1,~ - bh - '2..R.

Borní znamánko platí pro vni tfnf vlákno (r1 : R- h li) ,dolní znamánkó
pro vnějěí vlákno (r'l = 'Q. + h I~) • Druh! člen v obl' z'vorce je velmi
malý, je-li h« R • Pak je napětí v rovnomlrně rozpínanám' věnci kon-
stantní.

Pfipomeňme si vzorce pro tlustostěnnou tlSkovou 'nádobu e vnit~ním

pfetlekem. Pro ni je

Kdyl tlak p pfepačteme Da ekvivalentní zatížení etfednice podle vztahu

rto G
b =~R

a za f'1 J r'2,. dosadíme R '+ h /'2. t dostaneme po úpravě x)

ťíoQ (1 __h )
bh 'LR.

Vidíme tedy, le ohybový moment Mo p~ed8t8vuje korekci konstantního ob
vodováho nepětí na polytropictý prdběh známý z teorie tlakových nádob.
Není to tedy nic nep~irozenáho, le tento ohybovt moment vyěel nenulový.

x) Poulijeme vztahu (1- eY\~' 1+ €: pro 1e' « 1
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»'le se vnucuje ot'zka, zda ts»to výpočet, ~fi nimi daná zatílení
!l'Ozrljime 40 Fourierovjen Ňld, není zbytečně slolitl Te sromáJú a vt
'poětem "retence jakO' etati eky neurči tého kfivého prutu a pouli tía I14na
bréoT,J nebo Castiglianovy věty. Po pravdě feč.no vlzum feiení uvedenáho
T táto-kapitole se ukál. nejzfetsln~ji teprve tehdy, je-li prstenec ve
stavěn do nějaké staticky neurčit' aoustaT,J, takle jeho zatílsní není
pfedem dáno, ale určuje 8e z deformačních poda!nek pro kaldou lourierovu
slolku zvlál!. Tak tomu je napf. u ~'incd diskových kol, u pretencd Testa
věných do neeouměrně zatílenlch skořepin apod. !otél lze fíci i o teorii,
kterou uvedeme v následující kapitole. O aplikacích se zaíníme v kap. 12.

ll. OHYB A KRUT KRUHOWHO PRSTENCE pn JEHO VYBOeEN1 z ROVINY

V táto kapitole bud.... pfedpokládat, le s~ body stfednice prstence
posouvají jenom axiálně. Prdfezy si zachovávají rovinnost a kolmost
k ohybová čáfe, mohou se vlak tak' pootáčet kolem tečny ke stfednici.
Změnu tvaru prdfezu, jeho deplanaci, zejména,vliv táto deplanace na na
pjatost zanedbáváme. Nale, teorie bude proto platit jen pro prstence s pl
ným nebo uzavfeným prdfezem, jehol vlechny rozměry jeou malá ve srovnání
s poloměrem. Otočení prof-ezu označíme lp ,axiální posuv 'N • Deformace
elementu AB prstence jsou znázorněny na,obr. 41.

x
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V prstenci pO-sobí ohybov1 Moment Mo , krouticí moment M I<:. a příč-

ná posouvající 8íla ex. • Vnijě:í zatílení pf'edstavuje měrná příčná 8íla
~ a měrný krouticí moment ~~ ; vztahují se k oblouku střednice jed

notkové délky (obr. 42).

-q

Zřejmě musí být splněny

qtdq
*,'. U

podmínky rovnováhy

1
"'" R M~ - Q.

(11.1)

(ll. 2)

(ll. 3)

Budeme předpokládat, že je dáno (pro h> 1, n celé)

Z rovnic (11.1) až (11.3) dostaneme pro hledané funkce

Q. ~ Q.n ,M/~nlf

Mo -= Mon c:m n l.f

Mt ": Mkn~ t'llf

výsledek
IQ. =~'V Rn Y) q.n

M -{ I"'RoV) = \')1.-1 R q,n - h'lk.n 1
M 1 l ~ ~k.n "'" -,.._.- R --Cf R.+n VYl 1"'-10--1 n -...n len J
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,....,
Případ Y'\ = O odpovícfá rovnomlrn'mu zkrucování prstence. Tehdy 'J- = 0,
mlG = rYl ~o = kanat • Vy j de

Q ::. O , (11.9)

Pf'ípad n = 1 vy!aduje vazbu mezi l'Yl1t:.1 a ~ t musí tati! plsti t podmín
ka celková rovnováhy

(11.10)

Z rovnice (11.1) vyjde

621 = q:1 R (11.11)

Pokud platí (11.10), jsou rovnice (11.2) 8 (11.3) pro n =1 lineárn~

závisl'. Z kterékoli z nich vyjde p~imínk8

(11.12)

Separovat tyto dvě veličiny budeme m,ci teprve později pomocí rovnice
(11.24). Nejčastěji však vystačíme s pfípady n = 0, 2, 4, ••••

Nyní přikročíme k výpočtu defornací. Otočí-li se n~jaký prd~ez ko
lem etfaednice o úhel 4' , posune se bod vzdálený o ~ od roviny 8t~edni

ce radiálně o vzdálenost ~ lY • Tím vznikne ob.vodové pom~rné prodloulení
~~ I R (za p~edpokladu, ~e prdfez zastává rovinný a jen se pootočí).

Obvodové poměrné prodloužení věak vznik' tak' relativní zmAnou úhlu
dw I Rd,tp, tak!e

(11.13)

Tomu odpovídá ohybový moment

Mo :: ) E Elf 1 aS :: (- ~: 1. + +) E J~~o(S
o ~ S

(11.14)

Integrál na pravé straně (11.14) je věak osovt kvadratický moment Jo ,
tak~e

Tak jsme získali první diferenciální rovnici pro ohyb

(11.15)

Moe:: - .__

EJo

- 7t) -

(11.16)



Druhou rovnici odvodfae pro krut. Zkrouceni vzniká nejen otáčením prdfe
zd o úhel ljI , ale tak' pouh$m osovým posuvem W , pokud ne jsou tyto ve
ličiny po obvodu konstantní. Abychom to nehl'd11, budeme uvalovat o čis

tém ohybu tenká výseče obd.Uníko'17áho prdfezu (obr. 43). Je zfejm', le
výseč se pfetvofí do rozvinutelné plochy, tj. do tvaru části kulelov'ho
pláětě. Tím se prdfez B vzhledem k prdfezu A otočí o úhel dwlT< • Je
dině tehdy budou obvodová poměrná prodloužení,a tím i ohybová napětí,

úměrná soufadnici .c a nezávislá na soui"adnici r • Je-li tedy úhel
ollfl -= -olw/R, je zkroucení nulová.

Obr. otl

Pro krut tedy bude platit vztah

1 l ctw- dlf + -)
R~lf R

Po úpravě

(11.17)

-1 dw
+ ----

R Rdlf
(11.18)

To je druhá di:ferenciální rovnice pro neznámá :funkce lť (4') ,W (lf)
fteěení znvnic (11.16) a (11.18) bude mít pro zatížení (11.4) tvar

(11.19)

(11.20)

Integrační konstanty odpadají vzhledem k periodicitě. Dosazením (11.19),
(11.20) a (11.5) do rovnie (11.16) ~ (11.18) dostaneme pro h> 1,
n celá

W :. _1_ í Hon Q.l _ _1 Mk:.n R? 1
n ť)'l.-1 L E 10 II GJI::. j
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(11.22)

(11.24)

Je-li n = 0, jde o rovnomArni zkrucovaný prstenec. Jak jil víme,
pOsobí v tomto případě v prdfezu - zdán1ivi paradoxně - pouze ohybovt
moment Mo::' m\'-.R = konet a prdhyb W = O. Z rovnice (11.16) pak máme

Mo R. mll. R?
'ť:: E :fo -::: Elo -= koní+- lll.23) .

Rovnice (11.17) je identicky splněna. Výsledek (11.23) se shoduje s ~e

ěením známým z literatury (viz n8p~. /22/, díl II, str. 157).

Je-li n = 1, vedou rovnice (11.16) a (11.18) ke sporu, pokud není

EJ
Mo, = GJ ~~1

~

Odtud 8 Z rovnice (11.12) vyjde

(11.25,)

(11.26)

Pro amplitudy deformací dostaneme pouze rovnici

"'V R'2..q,1
E"J+GJt.

(11.27)

Samoz~ejmě musí platit podmínka (11.10). K tomu lze superponovat otočení

prstence jako absolutn~ tuháho tAleS8, pro něl platí podmín~a

w/" + 'R. 4'1 lť- = O

To znamená, -Ie kteroukoli z amplitud W1 , lV1 v rovnici (11.27) mdleme
stanovit libovolně. Změnou této 'Volby dosáhneme pouze zm~nu otočení

prstence kolem osy Lp:: Je /'1. jako tuhého tělesa. To nah1'dneme, kdyl
rovnice (11.27) a (11.28) sečteme.

Například mdleme zvolit l~eěení

(11.29)
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nebo naopak

EJ + GJ",
(11.30)

Správná bude i lineární kombinace těchto dvou felení. Zvolíme takovou,
která vyhoví geometrickým podmínkám ulo!ení prstence.

S pouli tím superpozice jednotlivých harmonicktch složek mll!eme
snadno dostat výsledky pro jak'koli pro.běhy c} (tf) , YY\i(. elf) , které lze
rozvinout do Fourierovy fady. Protože jsme to v pfedchozí kapitole po
drobně vysvětlili, nebudeme tyto fady rozepisovat.

12. DISKOVÁ KOLA A SETRVAeNfKY

Poznatky z 10. a ll. kapitoly lze vy~žít k řešení napjatosti a de
formací věnco. diskových kol a setrvačník~ a to i setrvaČníko. s ramenYJ
pfi obecném prostorovém namáhán!. K tomu potřebujeme rozvinout zatížení
věnce do Fourierových řad a pro každou z jejích složek napsat potfebnou
deformační podmínku, která vyjadřuje vazbu věnce B diBke~ popf. s rameny.
~eěení je jednoduché, je-li disk rovinný.

Uvedeme příklad .feěení diskového ozubeného kola s čelním ěikmým

ozubením a vypočteme jeho deformaci a namáháni vzniklé po.sobením osamělé

síly F na věnci, která po.sobí ve směru osy kola (obr. 44).

R

Obr. 44
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Věnec má prOřezy B - H

a osový kvadratický moment

Disk má ohybovou tuhost

, moment tuhosti v krutu (přibližně)

B~H~

B2.4- H'1.
(12.1)

D =

Pro prOhyb disku platí diferenciální rovnice (viz /25/, str. 317)

6.IJ.W = O

přičemž pro operátor A plati vzt~h (v polárních souřadnicích)

~ešení rovnice (12.4) má obecně tvar
~ .~

IN = RQ + L RYY1 C03 t1'J lf' + I R~ !.lÚVl, mtf
m=1 m=1

kde

Ro = 1\0 t BD~2.+ Coenr + t>~ r+ťh r

R, ... Air t t)1 1"3+ C, ~ t- D1 ("en('

a pro h1)- 1

R . m -m m+?. -m+2.
\'Y\=A'l'r +Bmr tCmr' +Dmr

Obdobné vztahy platí i pro R:n . Vyskytuji se v nich konstanty

A' D. ' 'l) t b · •1 , tli , ••• , m. Ne udeme Je rozep18ovat.

Ohybová momenty a krouticí moment v disku jsou

I 7J'LvJ (1?Jw 4 'a~)]
M(':= -D 1'('t: tf \7 'br +- r2. 1lf'L
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Posouvající síly v disku jsou

'O
Qy- -= - 1) 'ar (Jl w) Q __ D1J(A,w)

~ - r0ť.f
(12.13)

Disk je na vni tf-ním obvodu Y" = Cl, vetknutý, na vnějěím obvodu r=. b je
k němu p~ipojen věnec.

Jak známo, do okrajových podmínek nevstupuje z disku posouvající
síla &r samostatně, ale v!dy jen v kombinaci s krouticím momentem ve
tvaru efektivní posouvající síly

f()Mry

r~lf

Rovnice (12.4) a! (12.14) jsou odvozeny v lit. /25/.

Osamělou sílu F p-asobící v bodA r::s R , lf:: O rozvine~e do Fou
rierovy řady, její! slo!ky pfedstavují harmonicky proměnná dálkov4 zatí
!ení 9r (~SN Ol 1302, č. 3.29;.vhodnějěí název by byl liniová zatí!ení
nebo měrná síla)

(12.15)

Je tedy

F---
rrR.

(12.16)

V rovnici (12.6) ponecháme jen nult! člen 8 kosinová členy.

Nyní vyu!ijeme řeěení z kap. II a sestavíme deformační podmínky pro
disk 8 v~nec. Mezi věncem 8 diskem se bude p~enáěet staticky neurčitá

zatí!ení V , Mr (na poloměru 'f ~ b ).
Na věnec se tedy podle obr. 45 přenese zatí~ení

(12.17)

(12.18)pro r= b

Veličiny ~ , mj{;. se vztahuj! ke střednici r: R , kdelto V , Mr po.-
sobí na .polom~ru r = b = R - B/2...

Deformační podminky vyjadřuji skute.čnost, že prdhyb 8 úhel otočení

na poloměru r =.b je pro disk 8 věnec společný. Tedy
B

Wotl~t ~ WV~t1ťA.: + lf T

( ~W )
1lr (.:(lrl = - 4'
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y

x

o
0•• 4t

Uvedeme pouze yts1edky odyozená v práci /26/ pro pfípad, I. lze zaned
bat rozdíl mezi polomAry b 8 R •

NejvětAí prdhyb, radiální a obvodová ohybov4 nepětí v disku vznika
jí v bodě r-==- b, Lp = o. Platí pro n~ vzorce

F b'2.
WtnOllť -:::: E h3 Q(tr\all.

3L1-fl)
Lt']l; I t(1- ~1- )(1 +- ~~o)- 2. ( 1+fo)ťn~1+

+ 1 tft1 (~1.-1l + '1. .en~ + 1 - ~'tJ +

(12.20)

00

-\- ~2.1b)(M~h1{ (t1'I-1)-(tY1+1)rm }]

(12.21)

(12.22)
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V těchto vzorcích je JL Poissonovo číslo a dále

~ ~ bl Q; 'rL: EJo ~ '" GJ~
RD Rt)

}J-o ... $0 -1 +2.(n~
)L, :: ~7, - 51

~'1. - to q4 _ t,

<::0 = t+}Lt 3
S1 ::- ~+ltftt1,

~ ~f"H
i

~t'L+f+3

to ~
l't)h-{

tl : ~+nt}-t-1i

1t,tf'+1 I

~ tll t-(V+3

D>vl : (J'Lm - 'l. (U'... I ) (' )
"I ') "I - u.m lm - m $171- ~m l:r,

. . . 1
Um :: I m].. ( ~ +"Z t JL -1) - m3 ~ - m ("1. +t- -1) ] l:"rn

. . ~

i m =lm7'(-~+'l+f'+1)- h'?~-VYl(~T;.v+3)-fJ..(~tf'H)] Cm

Sm::: IlYl'2.(-€+'1. +-jL-1) +m3~+m(1.tfLt3)-2('L.+fH)J :m
•

t'm ~ mJ1L - f'Yl'2. ( ~t')l tf -1) - m ( ~ +'2 fl tf' +3) - 4

S~ '" m3~+h11.(~-+1[+f'-1)-m(~-+'l'ť+fd3)+4
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Tyto vzoree jsou sice snadno programovatelná, ale málo pf'ehledn4.
Uvá~ime proto číselný příklad, který mdle sloulit ke kontrole programu.
Pfík1ad je převzat z práce /26/.

Pf'íklad

Pro disková kolo na obr. 44 je d'no ~ =75 mm, b N R =280 ma,
B = 17,5 mm, \-\~70 mm, h = 12,5 mm, F =1430 N.

Vyjde

Přesn~jěí výpočet podle vzorcd pro krut oodálníkováho prdfezu dává
~ = 0,809078. Pro da1~í výpočet vezmeme l =~O, ~ = 0,81. Ze vzorco.

(12.20) až (12.22) vyjde

O(, rYlO\x. = 0,648, P> fY\6t)( = 4,415, ~max= 1,325

tak~e

Wrl\Ctt

Fb?. 1lt30. 1_e,o?.
"':-- ex: tnCl:( ·Ol GltB

... 0, 111 mm
EV\~ '2,1 I 10S:11,s 3 -

14 30 · '1,41S •
"::I.

1'2,S-'2-

Rozměry disku jsme dosazovali v milimetrech, sílu v newtonech. Modul
pružnosti v megapascalech. Napětí pak vyjdou taká v megaps8calech.

Zcela obdobně lze ~eěit diskov4 kolo' zatí!en' radiální silou. 'Tehdy
vstoupí do výpočtu vzorce z kapitoly 10. Pro disk dostaneme s pou!itím
Airyho funkce nap~tí ~ (r, tl) vztahy
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G'r = 1 Vr$ 1 tOl-cp
rV +- r1. ~ lf1.

ť;~
'V'1.c2-= 7J r'l-

<12.23 )

(12.25)

p:Hčem~

(12.26)

(12.27)

Rovnice (12.26) je obdobná k rovnici (12.4), tak~e také její fešení má
analogický tvar.

Naznačené fešení není obtí~né, ale poměrně pracné. Vnucuje se proto
otázka, zda by nebylo možné získat užitečné výsledky nějakou snazší, byt
méně ptibli~nou metodou. Skutečně, fešení se zjednoduší, budeme-li věnec

pova~ovat za kruhový prstenec ulo~ený na disku jako na pru~ném, podkladu
a ohýbaný ve své rovině /27/. Lze-li pfedpokládat, že in ~ O , N« Rq. ,
dostaneme z rovnic (10.18) a (10.20) pfibli!ný vztah

ol2M

f<'l..dlfIJ. '" q.
Je-li q. reakcí pru!ného podkladu s modulem k takovou, že

cr : -lLu
vyjde z rovnic (10.15) a (12.27) diferenciální rovnice

(12.28)

1
r 

R'l.
k

.f- --u -= O
EJ

(12.29)

Dosadíme bezrozměrovou proměnnou

a dostaneme

(12.30)

o (12.31)

~ešení této rovnice lze pfedpokládat ve tvaru
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p~ičem~ ~ splňuje charakteristikou rovnicí

(12.33 )

l\eěení

lze zjednoduši t za pl'edpok1adu, !e (h» 2.

Pakx )

~eěení (12.32) bude mít v tom případě tvar

~ -~q
u. (Lf) ~ e. lf (C1 COO~Lf +- C2. ~1ÍV1-~ť.f) + e C~ COJ~lf t Cit ~(:Jlf)

(12.34)

(12.36)

Proto!e deformace neroete do nekonečna, musí být v ob~asti ~ > O kon
stanty C1 = 0, C'l- = o. ~eěení lze pou~ít, pokud deformace popsaná rovnicí

(12.36) přibližně vymizí pro tf >:r: • Proto!e ~ >.> 2, je tato podmínka
splněna. Celkem budeme mít

(12.37)

Je-li nyní věnec kola zatí~en v bodě Lp = O osamělou silou F podle
obr. 46, bude ~eěení symetrická k ose ~ = O. Stačí proto uvažovat jen
interval O'~ Lf <: TI: a brát

(12.38)

Integrační konstanty určíme z okrajových podmínek v :fezu Cf = o.

.. .
x) Připomeňme, !e fr =±~e.i.lt/·7. -:te,1-fCIlf-::!(CDC ~ +i.&ŮVL ~ )=t~ v;L (1-tt)

Podobně ~-t =±.~ {i"" (1-C)
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F F

Zřejmě

H

Obr. 46

l dIA,) = O
o,lf . lf"'o .

(12.39)

nebot ve věnci nenastává zlom. Kromě toho se vnějěí síla přenese jako
posouvající síle T(~) z jedné poloviny vlevo, z druhé poloviny vpravo od
řezu. Bude proto TtO) -::: - Ff'l , takže

Z podmínek (12.39) a (12.40) vypočteme

FR. 3
C, :: CI< = - ----:-

., "T BEJ (b1

"kde "J = 12.. B3H a (b je dáno rovnicí (12.30). Pak bude (stále jen pro
O~Lf7<: n: )

(12.42)

(12.43)
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Z rovnice (10.15) vypočteme ohybový moment

FR -(bťf .
M "=' 4řb Cl- ( ChO ~ lf - AU'yIJ (1J tf )

Prdběh ~unkcí (12.42) a (12.44) je zřejmý z obr. 47 a 48. Ohybová namá
hán! je ve věnci zřejmě tím více lokalizován~čím je ~ větě~ tj. čím

je tuhost disku relativně větěí. Prdběhy na obr. 47 a 48 byly pro větší

názornost zakresleny v rozsahu -1C" < Lf < Je t pf'ičemž

co~ plyne ze souměrnosti.

t 1,0

-T O
- ~'f

li

Obro 47

4M/b
FR 1

f

-ji

- 05I

Obr. 48
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Maximální ohybov~ napětí ve věnci pak vychází v fezu ~ = O, a to

(12.46)

a maximální n~pětí v disku pod věncem (na poloměru r= b , obr. 46)

~
G'ol. .... h ku lo) -= ~ -

Zbývá určit modul tuhosti k disku. To je možn~ jen experimentálně pro
určitý typ kola. Volbou této konstanty mdžeme podle zvoleného kritéria
(nejlepěí shoda maximáldtho napětí ve věnci, popř. v disk~nebo nejlepěí

shoda v maximálním prdhybu apod.) přizpdsobit nalezené přibližn~ řeěení

v určitém rozsahu parametrd fyzikální realitě.

Podle /27/ lze pro ocelová kola s plným rovným diskem a pro obvyklé
relativní rozměry věncd brát

k. ~ 2., '1.
Eh
o-a

Metodami, které jsme v kap. 10 až 12 uvedli, lze řeěit i namáhání
setrvačníkd s rameny. Exaktní řeěení rovinné úlohy tohoto typu uveřejnil

Safronov /28/. Počítal vlastní pnutí v soustavě věnec-náboj s rameny,
vzniklé natažením věnc~ popř. i náboj~ s přesahem poloměrd (nalisováním
nebo nAtažením za tepla). Věnec, popř. nábo.:1, při tom pojímal nikoli jako
prstenec, ale jako mezikruhovou desku ve stavu royinné napjatosti, pro
kterou platí vztahy (12.23) až (12.26).

Litinové setrvačníky velkých pístových, popř. pracovních strojd mí
vají relativně tuhý věnec i náboj a ětíhlá ramena. Pak je možné zanedbat
deformaci věnce i náboje a uvažovat j~n o deformaci ramen. Při pdsobení
momentu Mo podle obr. 49 se věnec otočí oproti náboji o úhel lf • V me
zích platnosti Hookeova zákona bude

Abychom určili tuhost (" pru!inovou konstantu") ko) budeme sledovat de
formaci {-Uho ramene, jehož poloha je určena úhlovou souřadnicí Y'",
Má-li setrvačník II ramen ( n> 2, n je celé, zpravidla sudé číslo),

bude

(12.50)
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Zde 1., = 1, 2, ••• , n lVo je libo volný úhe1. Toto f., -t~ rameno se

ohne o úhel ýJ ~Jvv Lpi a zkroutí o '~1hel tf c.,oo 4-'~ • Abychom to nahléd-

li, stačí si dhly znázornit vektorově (obr. 50).

I ~
úe~\ ":>~

<.0" i 12' ~-
~~

f
Obr. 50

Nyní rameno v bodě B uvolníme a pfipojíme staticky neurčitou

osovou silu F-t , ohybový moment Mo~ 8 krouticí moment . M~c •

S použi tím přičinkových činitelli Dl '~ '~ ' b mO!eme napsat
tyto vztahy pro posuvy, resp. úhly v bodě:

blfAVvulpc

Lf ~VYv lť~

lf ~ lť~

O( f~ - ~ MO'~

(b f{ - d" MOL

DM~i

Je-li pr~řez ramen stálý, takže jejich ohybová tuhost EJo popř. torzní
tuhost GJk.. jsou konstantní, bude

(b -, a~)3
~ ~

lb -Cl)'L b~a
~ -- -_.- y "=

?J E Jo 2.E Jo EJo

b-a
(12.52)

5 ::: --"-
G1tl
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Zatílení Fe ,Mot:, M~i pdeobí z vince na t -U r8JIeno. Pro uvolnlnt
.... náboj s rameny musí platit podmínky rovnov~;Y

(12.53)

Jsou to momentové podmínky rovnováhy ke dv~ma vzájemně kolmým prOměrdm.

Sčítá se od {, =1 do ~::.h x) •
~eěením rovnic (12.51) dostaneme

Vzhledem k rovnici (12.50) vyjde 'pro I'l > 2)

Dosadíme-li tedy vztahy (12.55) do (12.53), vyjde

x) Protože věechny síly F~ jsou rovnoběžné s OBOU setrvačníku a žádná
silová dvojice kolem této osy zřejmě nepdsobí, stačí napsat jen dvě

rovnice rovnováhy.
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Rovnice (12.54) bude pfitom samozfejmě splněna. Porovnáme-li rovnice
(12~'49) a (12.57), dojdeme k závěru, h tuhost ko nezávis-í na úhlu %
a je

Plati-li rovnice, (12.52), bude po úpravě

Analogicky lze odvodit tuhost C pfi zatileni náboje oproti věnci

momentem Mll:. (obr. 51).

Ve vztahu

(12.60)

vyjde

(12.61)

Ponecháváme čtenáfi, aby se o tom přesvědčil. "Ve vzorci (12.61) znači

EJ1 ohybovou tuhost ramene pfi jeho ohybu v rovině kolmá k ose setrvač

níku.

Ohybová a torzní kmitáni setrvačníkd s rameny je probráno v lit.
/29/, str. 304 až 309.x )

Obr. 51

x) Ve vzorci pro tuhost ko je v lit. /29/, str. 308, tisková chyba.
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13. ZdNA OSOW SiLY V RO'tWiCl PRu!INI

V této kapitole se bu~eme zabývat případem válcová ěroubovitá pru
liny zabudovaná do n~jakého t~lesa, která rotuje kolem osy kolmé k ose
pruliny. Předpokládáme-li, le příčným prdhyb~ pružiny zabrání její
hladká vedení, postačí zabývat se pouze vlivem rotace na osové de~ormace

prunny.

Zvolíme zvláětní případ, kdy osa pružiny spadá za rotace do radiál
ního paprsku, takže na prulinu pdsobí vn~jěí povrchové i objemové síly
jen ve směru její osy. Bu~eme předpokládat, !e pružina se nachází bez
tfení ve válcovém pouzdře. která spolu e pru!inou rotuje v rovině ná
kresny kolem bodu O rovnoměrnou úhlovou rychlostí tJ) (obr. 52 a 53).

o

o
O-......----H~'_AAI...~

a

r

r

b

h

dr

8

Obl"" ~ . Obr. 53

Pružina má prdm~r vinutí n , pr~měr drátu d. a výěku závitu h je
v pouzdře předepjatá tlakovou silou fo • Ptáme se, jak se změní reakce
pružiny vlivem rotace.

Pro předpětí pružiny platí zřejmě vztah

kde H je výěka závitu volné (nezatHené) pružiny, ho - výěka závitu
předepjatéJ nerotující prunny, úhel lf = konst a

G 0(4

8 j}3.

značí tuhost jednoho závitu pružiny, její! modul pru!nosti ve smyku je
G • Vztah (13.2) platí pro hustě vinutou prunnu.
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Za rotace bude ~ -::. to & a vilka závitu pl'Uli.,. se z.Aní na n=: h(r)
(obr~ 53). Je omezena nerovností

popf-. ci ~ h ~ H

Druhá z nerovností (13.3) platí v pf-ípadA, že se konec pružiny v bodě A
pouze opírá a mdže odlehnout. Hmotnost elementu pružiny o délce dr je

"td.'l. ar-
dm : ~ 4"" 1<:D h

Pf-enáěí se jím tlaková síla F -= F(r) • Pf'írdstek dF Uto síly vyrovnává
odstf-edivou sílu pdsobící na hmotnf element dm , takte

Přitom pro ct< h. , popf-. pro o(. < h ~ li platí závislost

F" = k(H-h) (13.6)

Vztah (13.6) tedy platí jen, pokud závity na sebe nedosedají. Dosednou-li
( tj. pro ('1 == Y' ~ b ), bude

Předpokládejme nejprve, že závity na sebe' ještě nedosednou. Pak
podle (13.5) a (13.6)

(13.8)

Když za ah1 dosadíme z rovnice (13.4), dostaneme

II cxV\ ~ - ~ rot~~

kde

(13.10)

Vyloučíme-li z rovnic (13.4) až (13.6)
rovnici

h. ,dostaneme diferenciální

(13.11)

,

Integrací rovnice (13.9) vyjde

h'1. "" - k r1. + Ci
a z rovnice (13.11)

F?. - 2.. k. HF + \(,'l.1( 1"1.. t C2. -= O
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Ffedpok1ádejme nejprve, !e závity pru!iny na sebe nedosedají a že
oba konce pruliny jsou v bodech A ,~ pevně uchyceny. Reakce v bodech
A ,~ pfedstBvují dvě neznámé, pro ně~ mdžeme napsat jedinou podmínku
statick~ rovnováhy

br 'l. 1. x'Z.c:ť1.n f roCr
RPt+R B <:; jwrotwv -= w~ 't (). her) (13.14)

Druhá podmínka musí být deformační. Vyjadfuje okolnost, že celková dálka
pružiny zdstává i za rotace konstantní. Lze ji chápat táž tak, že se za
chovává hmotnost. To vede k podmínce j dm -= f'Y1 = kOI'l{t" a odtud a z rov
nice (13.4)

b-a
-~

(13.15)

Do rovnice (13.15) dosadíme ze vztahu (13.12) a vypočteme integrační

konstantu Ci • Vy jde nejprve

(13.16)

a pak z rovnice (13.15) po úpravě

(13.17)

Tuto rOVnlC1 Je nutná feěi t num..~ricky. Když takto určíme konstantu Ci ,
dostaneme z rovnic (13.13) a (1).6) také konstantu Ci • Podmínka rovno
váhy (13.14) bude přitom automaticky splněna, nebot rovnice (13.13) byla
odvozena s použitím vztahu (13.5), což je rovněž podmínka rovnováhy.

Podle principu akce a reakce bude

'Rp. -= - rCa) , Cl.3.18)

Z rovnice (13.12) vypočteme h = V C1 ...: ~r2.
do (13.13). Vyjde
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Pak z rovnice (13.13) určíme

(13.20)

Před odmocninou platí jen znaménko minus, nebot stlačení nemdže být vět

Aí ne! H , takže f < kH •

Položme si ot~zku, jak se řeAení změní, dosednou-li některé z~vity

na sebe. V tom případě bude h =d , takh poloměr Y1 oddělující č~st

pružiny s dosedajícími z~vity vyjde z rovnice (13.12) x)

V podmínce (13.15) pak bude 11 místo b , takže konstanta Cf vyjde

z podmínky Lsrov. s (13.17 >J

Je zřejmé, že rovnice (13.21) a (13.22) se muší řešit simult~nně a že je
to možné jen numericky. Vypočteme z nich konstantu C1 a poloměr D .
Vztahy (13.19) a (13.20) pak platí jen pro a. ~ r~ r1 •
V intervalu r, ~ r ~ b mée

Druhý člen v rovnici (13.23) představuje odstředivou sílu z~vitd v in
tervalu (11, r) • Na rozhraní r= r, pdsobí síla F stlačení rovné pr~vě

(fl -do) • M~me tedy k dispozici ještě kontrolní vztah

F (tj) "2 k ( H- d ) .,. F, (13.24 )

Nyní by bylo možné uvažovat ještě o případu, že se pružina v bodě A
pouze opírá, takže se tam mdže uvolnit. Stane se tak za podmínky, že
F(o.) = O. Odtud vypočteme k, a tíJI i ~lovou rychlost úJ • Jestliže

se levý konec uvolní, bude místo podmínky (13.15) platit F Cr:..) = O
«(''1. > Cl, je poloměr vyznačující polonu konce A uvolněné pruUny). Rov
nice (13.15) bude platit s tou změnou) i'te Cl. nahrpd:íme symbolem ('2,. (dotý-

x) Vyjde-li r; >b , pak z~vity na sebe nedosedají.
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kají-li se závi ty, pak tak~ b se nahradí symbolem r1 ). Z těchto dvou
podmínek a z rovnice (13.6) vyjdou integrač~í konstanty C"Ct a polo
měr rl.. •

Poznámka

Stejnou úlohu ře§il Gillespie /30/, avěak s tím, že pružina přesa

hovala osu rotace, takh bod O padne mezi body A , B (obr. 53). Po
u!il však zjednodu§ení v tom, že podmínku pro dosednutí závitd formulo- '
val jako h = O (místo h=d ) a že místO" podmínky (13.15) S[ 1/ hLr)] dr
= konst použil vztah Sh(r) dr = konet. Jeho řeěení tedy není "exaktní",.
jak v nadpisu své práce prohlašuje.

Diskuse

Protože počítáme s tím, !e hustota závitd a tím i měrná hmotnost
pru!iny se za rotace změní, počítáme e velkými posuvy. Souřadnice 't' na
obr. 53 se vztahuje k přetvoře'n'á pruUně. Je to tedy Eulerdv zpdsob po
pisu /31/. Proto je třeba vycházet z Almansiho tenzoru poměrného přetvořeni,

který pro malá přetvoření dává

Hr) "" (a)

a nikoli z Greenova..Lagrangeova tenzoru, který dává pro malá přetvoření hodnotu

E(r) -=

Když do podmínky

(b)

(c)

b

Jt: Cr) dr ~ O
~

pro zachování délky pružiny dosadíme z rovnice (a), dostaneme

rb d Jb
ho J + - dr = O (d)

o.. a.

a odtud
b

f c;(.r b - a.,

~. h(r) ... fl; (e)

což je rovnice (13.1~). Vyjdeme-li však (nesprávně) z definice (b), do
staneme podmínku

b

JhCr) c<r ,. ho ( b- tt )
()..
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Vzhledem k rovnici (13.6) lze tuto podaíDku zap8at tak' ve tvaru

brFCr)d,1'" ",,' k (H -ho)Cb- a.) .. ~ (b-".) .. koncf
~

(g)

Právě táto nespr'vn4 podmínky poulil autor pr'ce 130/.

Bylo by velkou chybou, kdybychom napf. počítali ko~tantu Cf
v rovnici (13.12) z podmínky, le pro W = O (a tedy K =O) je h ~ ho ,
tak!e Ci:: ho2. • Rovnici (13.12) jsme totil nedostali f'eěením diferenciál-
ní rovnice, v ní! by W vystupovala jako nez'vis1e proměnná. Naopak,
při integraci rovnice (13.9) jsme brali W =konet. Okrajové podminky
pro tuto rovnici musíme proto hledat na okrajích intervalu r € < a,. b >
a nikoli v závislosti na volbl W •

Je-li tu =0, je ssmozřejmě C1~ h! , sle to plstí jen pro tento
p~ípad. Konstanta C1 je skutečně konstantní vzhledem k r , nikoli
věak vzhledem k parametru k (Lo'L) • 'Limi tuje-li K k nule, je rovnice
(13.17) pro C1 ': hall. splněna. Z rovnic (13.19) a (13.20) pak vyjde
F":: Je ( H- no) = F;; , jak bylo mo!no oček'vat.

14. NUMERICKi imŠEN:f GEOMETRICKY NELlNEÁRNtCH ÓLOH

Jednu z takových úloh jsme ~eěili v pfedchozí kapitole. Jde o výpo
čet velkých deformací prutO a jejich soustav, zdstává-li namáhání v me
zích platnosti Hookeova zákona. Jako pfíklad md~eme uvást velké deforma
ce rdzně tvarovaných pru!in, je! mohou být v rdzných rovnovážných sta
vech. Mohou ~apř. přejít přes labilní oblast do oblasti pokritická sta
bility. Tyto pru!iny se používají nejen jako závěsy s ,nelineární defor
mační charakteristikou, ale tak' jako konst~ukční prvky rdzných regulá
torO a přístroJd. V jednoduchých pf'ípac1ech lze jejich deformace počítat

analyticky., ale už na pfikiadu rotující válcová ěroubovitá, hustě vinuté
pružiny jsme viděli, !e to nebývá snadná.

V této kapitole popí§eme metodu numerick'ho ~eěeni rovinného, geo
metricky nelineárního ohybu obecně křivých prutd. Zobecněni metody na
prostorové konstrukce je snadná 8 nebudeme je proto uvádět. Metoda,
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kterou Be budeme zabtvat. je jenom jednou z mnoha mo!nich metod. Rozsah
'lkapitoly nám nedovolí, abychom tuto látku probírali ve větěí líři. Po

skytneme věak alespoň základ nutnt k dspěěnámu numerickámu řeěení tech
nicky vtznamntch dloh.

Křivá tenká pruty mdžeme rozdělit na křivočará konečná elementy
nebo je mdžeme přibližně nahradit lomentm prutem složeným z většího poč

tu přím!ch nosníkových prvkd. K popisu metody použijeme modelu složenáho
z přímých nosníkovtch prvkd. Ddvodem není jenom snazší odvození matice
tuhosti, ale tak~ okolnost. že v okolí labilní rovnováhy je třeba připo

jovat jeětě tzv. geometrickou matici, pomocí kter~ lze popsat i vzpěr

přím!ch prutd. O tom pojednáme v diskusi k t~to kapitole.

y
Xl

~
q.,.

x

o
Obr. 54

-

Na obr. 54 je zakreslen nosníkový prvek. jehož deformace jsou po
psány ěesti zobecněntmi souřadnicemi ~1 , q~ •...• qb • Jeho d~lka je

10 • Relativní poloha jeho uzlových bodd je popsána veličinami ~D ,

~o , z nichž lze vypočítat i úhel

(14.1)

Kromě glob~lního souřadnicov~ho eystámu X. • j zvolíme ještě lokální
systém x' • y' vztažený k noenikovému prvku tak, že počátek je v jednom
uzlovém bodě a osa X' prochází jeětě druhým uzlovým bodem. Abychom obě

•
soustavy lépe rozlišili. označíme v uzlech ~ =1. 2 zobecněné posuvy
vztažen~ k lokální souřadnicové soustavě Xl • y' symboly 'Ú.t • Ve
~i • Z definice vyplývá~ že

Ut o
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y

x

o 0tN1. "
-

Na obr. 55 je zakreslena poloha a tvar nosníkového prvku po defor
maci. Zf'ejmě

~ ~ ~o ~ Ci'1 - q,1

t :: 1[,0- +qs- - q.'2.

rb ~ arct~ (~/~)

Nejsou-li deformace malá, je třeba stanovit zpdsob jejich popisu.
Mal~ deformace vztahujeme v!dy k nepřetvořenámu tělesu, proto!e jeho
tvar je pfedem známý. Rapf. poměrn' prodloulení prvku 1 - 2 ne obr. 54

8 55 je

Protože EL je malá, je .e ~ 10

to veličin je ve jmenovateli. Je-li
tak!e nezále~í na tom, která z těeh

fL velká, pak

(-/'0
E 1: --

E e
(14.5)

bude u! podstatně jiná hodnota. Veličina €L odpovídá Lagrangeovu zpd
sobu popisu, kdežto EE odpovídá Eulerovu zpOsobu. Podrobnosti lze na
jít např. v lit. /31/.

Pro náě pfípad, kdy pomě~á defQrma~e jsou malé, ale posuvy velká,
se jeví velmi výhodná metoda, která 'wychází z Lagrangeovy formulace úlo
hy, avěak ne zcela dOsledně. Postupně budeme měnit lokální sou~adnicový

systám, v něm! odečítáme posuvy, tak~e eystám bude krok za krokem sle
dovat pohyb noeníkováho prvku. Relativně k tomuto přestevovanému syst~-
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mu budou POBUVY stále mal'. Budou tedy platit jedn~duchá pravidla pro
'lpočítání s malými čísly, jel vedou k lineárním závislostem. x ) Nelineari

ta se bude upl$tňovat jen prosttednict~!S opakovan' transformace souřad

nic. Tímto ptestavovaným systámem bude soustava soutadnic X' ,yl • Je
ho poloha vzhledem ke globálnímu systámu X y bude dána pnoměnlivým

l1hlem ~ •

Pi"edpokládejme nejprve, !e posuvy jsou malé, tak!e f,J ~ ~o • Pak
bude platit tento transformačni vztah /32/

1 O O O

O Ca1 ~ At:%(J O

O -)iM(!J t!Jo ~ O

O O O 1

o
Oo

Q

O

Q

O

CiJs0

-MM,~

O

O

O

O

Zkráceně jej zapíěeme ve tvaru vzorce

v němž [TJ je transformační matice.

Mezi vektorem zobecněných posuvd tú\ a vektorem zobecněných sil
tf! (v lokální souřadnicové soustavě) platí lineáTní vztah

(14.8)

kde [kl je elementární matice tuhosti. Použijeme-li transformace (14.7),
dostaneme

kde {Q.) je vektor zobecněných sil v globál~í soustavě soutadnic, r).(]
je elementární'mstice tuhosti v téže soustavě.

x) Připomeňme, že diferenciál nelineární funkce f ~ f ()(I'1) je lineární
funkcí ptírdstkd dx. , d.lj ,nebot OI.f = fxd.x.+ fy (;(y (indexy označují

parciální derivaci).
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Zfejm.~ x)
-;)-

(14.11)

Pravý horní index T znamená transpozici .atice (záměnu eloupcd a ~ád

kd). Vektory (14.9) nyní rozliěíme indexy .~ ~ podle jejich pfísluAnosti
k jednotlivým konečným prvkdm 8 naěteme je do pfipravenébo (vynulov8n~

ho) vektoru věech zobecněných sil, která v globálním 8yst~mu prdbělně

očíslujeme. Podrobnosti obsahují např. /32/, /33/. Dostaneme

(14.12)

Symbol ~ znam.ená načtení elementárních matic popf. vektord do pfipra
veného globálního pole (assembling). Levou stranu rovnice (14.12) mdleme
zapsat do tvaru

kde

(14.13)

tK] (14.14)

značí celkovou matici tuhosti a {ll- 1 celkový vektor zobecn~ných posuvd.
Pro pravou stranu rovnice (14.12) zavedeme oznaěen!

(14.'15)

a místo (14.12) budeme mít

(14.16)

Zde tQJ je celkový vektor zobecněných sil. Tento vektor vyvolává v dan~
konstl!ukci deformaci popsanou vektor.3m zobecněných poeuvd t~) • Jestli
!e z t~to konstrukce uvolníme i-tý prvek, budou na něj v uzlech pdsobit
síly [lz ] t f q, 1t. • Chceme-li dostat vr8tn~ síly, kterými i-tý prvek
pOsobí Da uzlová body, musíme vzít tento Týraz 8 opačným znam'nkem, mu
síme tedy brát - [ 1(' Ji [q,. lt: • Tyto vratn~ (direkční) síly jsou T rov
nováze s pdsobícími zobecn~~i silami f~ l t , nebot v rovnováze je ka!-
dý izolovaný (uvolněný) uzlový bod. Bude tedy platit, le .

x) Matice [TJ je ortogonální, takte (T]-~ tT]T • Pro {u,~ platí
transformaění rovnice (14.7), pro tf} obdobná rovnice ff 1 -= [T ] f (l0J,
Tak dostaneme [k:J [TJ tq.l -= I T] {&,! • Vynásobením zleva maticí
[TJ T dostaneme (14.9).
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Naětením těchto vektord do výsledn4ho vektoru, čemu! odpovídá skládání
sil pdsobících ve skutečn' konetrukci, dostaneme (14.12), popf. (14.16).

Sledujme nyní, co ee změní, bude-li sice přetvoření mal', ale posuvy
budou velk~. Změní se pouze to, !e úhel ~ se bude více li!it od hodno
ty ~ ,col se projeví jednak ve zaěněn~ velikosti prvkd matice [T] ,
jednak ve změně transformačního vztahu (14.6). Ten by stále platil, kdy
by se vektor t q, 1 vztahoval na posuvy p1"vku přemÍ8těn~ho do polohy zná
zorněn~ na obr. 55. Jde-li věak o posuvy měfen~ od výchozí polohy podle
obr. 54, nebude tfetí a ěestý řádek v maticov~m vztahu (14.6) platit.
Místo toho budeme mít

V'1 ~ q,:I - ((!> - ~o )

~2. ~ q,f, - (0-f1o)

(14.18)

dbel ~ se u! nebude přibli!ně rovnat ~o ,alé bude záviset na posu
vech q,1 , 1'Z. , q.'t a C}r podle vztah1,l (14.3). Tím se rovnice (14.16)
stane nelineární. Bude mít tvar

(14.20)

a bude tfeba ji fe!it postupnt-i iteracemi, napf. Newtonovou-Raphsonovou
metodou. Potom ~e vAak lhostejn~, jsou-li pfetvořenf malá či nikoliv.
Představují-li matice tuhosti tzv. tečn~ matice /34/, budou stejné vzta
hy platit i pro fyzikálně nelineární dlohy. Pak ov!em bude tfeba vzít
zřetel také k posuvu Ut , pro který'bude platit vztah

Do tohoto vztahu dosadíme podle Pythagorovy věty

(14.22)

(14.23)

Ačkoli Ut nemusí být mai~, bud~ zpr~vidla přece jen mnohem meněí nel ~
nebo io , takle na pr~vé straně (14.21)\ bude rozdíl velkých čísel, co!
povede ke ztrátě numerick~ pfesnosti. Proto je výhodnějě:í nedosazovat
z rovnice (14.22) a (14.23) do (14.21), ale vycházet raději ze vztahu
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(14.24)

Kdyl sem dosadíme z rovnic (14.3), vyjde

(14.25)

Za levou stranu (14.25) vezmeme

takle nakonec bude
~

.(1.'!. ~ 'Ho t (Gtlt - q" + 2. f~)(q.!t- q,1) +

+ (C1r- q'Z. +'l1(o)(Qr-Q'l.)]

(14.26)

(14.27)

Pfedstavme si nyní, le máme nějakou konfiguraci pfetvofen4 konstruk
ce, na kterou pdsobí daný vektor zobecni~ch sil {F}. Tato konfigurace
je odhadnutá; poněkud se li!! od konfigurace skutečn4. Pro typický·kon
strukční prvek plat! obr. 55. Pro ni dovedeme vypočít~t vratn4 síly
- [Q J -= - [ {Q.l-ť • PouUjeme k tomu rovnice (14.16). Tyto vratn4 síly
věak nebudou v rovnováze se silami [F} " nebot geometrická konfigurace
byla pouze odhadnuta a neplatí pfesně. Zbudou.reziduální (nevyvá!en4)
síly

(14.28)

kter4 zpdsobí dodatečnou deformaci soustavy tA q,l • Vypočteme ji ze
soustavy rovnic

Nyní mdbme pdvodní odhad geometrická konfigurace, tj. vektor tq, ~

zpfesnit. Pfidáme k nimu index n (o-tá aproximace) a dostaneme po
sloupnost, pro ni! platí tento rekurentní vztah

(14.30)

Na lev' strani máme (ll +1)ní ~proxim4ici, .na prav4 strani n ·tou aproxi.
IDBci s pfíslulnou opravou. Tak md!em~ pokračovat a! do jist4ho n::. N ,
pfi něm! je norma pfíro.stkov4ho vektoru {Aq.} zanedbatelná, takže

jl {Aq,l N \I
\I t Ci }N II < E (14. 31)
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kde E > O je svolen' kriteri'lní hodnota.
~;'>lIísto rovnice (14.31) mdleme po!adovat, aby velker'
vzorce (14.32) byla menlí nel ~ • Pfitoa

<1 vypočten' ze

(14.32)

Zde q,~" -:: mal( II q.1t:\) značí největlí absolutní hodnotu posuvu t~ho!

druhu (napf. úhlu otočení, je-li ACJ.i úhel otočení). za f. se volí
podle okolností 10-6 a! 10-2•

Celý postup výpočtu shrneme do tohoto n'vodu:

y' U ka!d~hoX' ,(1) Pro danou aproximaci stanovíme lok'lní soufadn~ce

konečn~ho prvku.

(2) Vypočteme element'rní matice tuhosti IkJ~ v lok'lnich soufadnicích.

() Element'rní matice tuhosti transformujeme podle vztahu (14.10) a na
čteme podle (14.14). Dostaneme tak celkovou matici tuhosti [1<] •

(4) Ze vztahd (14.18), (14.19) a (14.27) vypočteme v lok'lních' soufadni
cích deformační vektory

{u.1~ :. I O Q -J'1 u,?. O "''l. J1"

(5) Vypočteme vratn~ síly pro jednotliv~ prvky

- 1f 1i, "" - I k1i tLlh
a transformujeme je podle vztahu (14.l1)

. T
-tQ.~i,= -[TJ,: tf}~

(6) Načt(3ním vytváfíme vektor vratných sil - 1Q.} '" - L ~ QJt:

(7) Vypočteme {Al}l z rovnice (14.29), tj. ze vztahu

[KJíAq.} '" (F}- tQ.l
Vypočtené hodnoty pfičteme k vektoru í q1 rviz (14.30) ]

(8) Testujeme konvergenci. Je-li tfeba, postupujeme znovu od bodu (l).

Diskuse

Numerick~ felení soustavy nelineárních rovnic typu (14.20) má v so
bě'mnoh' úskalí. ielení nemusí být jednoznačn~ a nalezené feěení se ne
musí ztoto!ňovat s felenlm hlede.n.ta.·lId!e se stát, le pfi nevhodn~m po
čátečním odhadu felení (p~i volb~ nult~ aproximace) pfejde felení do ne
stabilní oblasti v rozporu 8 ty~ik'lní realitou a !e bude divergovat.
Proto je někdy l~pe zatí!ení ro:dělit na několik stupňd, pfičem! koneč

ný stav feěení určitého stupně ,je z'roveň poč'tečním stavem stupně n'-
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sledujícího. ZBenluje-li S8 deterainant k nule nebo ztratí-li matice tu
hosil pozitivní definitnost (zn'-kou t'to ztráty' mdle bIt objevení zá
porných hodnot na diagonále), znamená to vidy ztrátu stability konstruk
ce. lIáJIe-li pro takov,t pf'ípad správně vystihnout chování konstrukce, mu
síme uvá!it i vliv tahová nebo tlakov' síly na velikost ohybovlch 1I0men
td, kterl není v matici tuhosti zahrnut. V okolí kritického zatí!ení
konstrukce musíme tedy k matici tuhosti pf'ipojit jeltě geometrickou ma
tici.

Má-li napf'. pf'í~ nosníkov,t prvek v obecn'_ fezu X osovl posuv
U.Cx) ,pf'íČn.f posuv V(X) a dbel otočení tečny ke stf'ednici ""Cx)

bude poměrná prodloulení Ex. vlákna ve vzdálenosti y od neutrální osy
pf'i rovinnám ohybu x)

(a)

První člen na pravá straně pf'edstavuje po.lrn' prota!ení _stf'ednice, dru
hý poměrnou deformaci vyvolanou zakfivenía a tf'etí člen - nelineární 
poměrná prodloulení vznikl' p f'íčnými posuvy. dsečka dx se toti I těmi to
posuvy prodlouU na O<s ,přičeml .

(b)

Je tedy

(c)

Deformační energie pak vyjde

U ~ l Ji j E t.~ dS dl(
o s

(d)

VyuUli jsme poznatku, !e neutrální osa prochází těUltě. prOf'ezu, tak!e
S~d~ '" O • Dále jsme zavedli osový kvadratick,t moment

J "" Jy'dS
!

(e)

x) Ač jde o lokální souřadnice, budeme je pro stručnost označovat X ,J
(čárky vynecháme).
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kde

a osovou sílu vzniklou prota!ení.

P!'{!D! posuv. interpolujeme kubick,ým polynomem, takle

v (x.) .. I N t><:) ] {u.]

1 tL 1 :> t Ul Vi Vi Ut V'I.

.( N()(.)J .. t O ~1 nt. o h~

h1 -= 1 - 3( ~t +- 2. ( ~ )3
X'I. x~

h'l. :: - x+2. T - ..t"

'h'b :z 3(~f'- 2.L~?

h _ x.'l- )(3
Lt - T - .ť'l,

Pro U,Cx) aáme lineární interpolaci

LA. Ci) .. I ~ ex.) 1 { u.}

kde

Oznaěm. derivaci

Vl(x.) .. I N'(J() J tul ~ I G(x)] {ul

Pak výraz (d) mdleme zapsat ve tvaru

(t)

(g)

(h)

(1)

(.1)

(k)

kde první ělen na prav~ straně obsahuj. obTyklou matici tuhosti, odvoze
nou z prvních dvou ělend na prav~ straně rovnice 'dl. Zbjvající ělen

€
[k(1J :. l' ; lG (x)]T [G ex)] dx
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.f.4et8'YUj. geo••trickou _ticl x). 'yjd.

o
o
o
o
o
o

o o
~e o
~.el o
o o

-~It o
- tf. o

Q o
- ~ '3Q,

- 3t - e'J-.

o o
36 -3e
-u. Ltl'l.

(1)

Síla ~ je kladná, je-li tahOT'.

Dosadíme-li za soufadnic. ~1 , ~IJ. hodnoty

Ca)

col OdPOTídá klouboTě spojenfa pf~ prutda, kter~ se neoblbají, ~j.

sevedeme-li trans~ormaci

čili zkráceně

1 O
O 1
O - ~ /ť

O O

O O

O -1ft

o
O

O

1

O

O

o
O

lIt

O

1

1ft

(n)

vyjde

(o)

(p)

x) Není-li síla ~ konstantní, zdetane sl integpačnfm zna.~nke••
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kde

O O O O
- T 1> O 1 O -1[l~] -= [RJ [kG ][ RJ -= T (q)

O O O O

D -1 O 1

značí geometrickou matici pro kloubově pf-ipojený ideální prut.

Jak je z odvození patrno, poslední člen v rovnici (j) vyjadf-uje
pf-írdstek deformační práce vykonan~ osovou ("membránovou") silou 1> pf-i
pfíčných posuvech. Je to tedy právě ten člen, který potfebujeme k popisu
vzpěru. Se součtem matic (I kJ + [ kG" ] ) nakládáme právě tak, jako
s pouhou elementární maticí I k] • Mimo kritickou oblast je geometrická
matice I kG"' 1 zanedbatelná a md!eme ji vynechat.

15. pllECHOD OD DISKHETNtCH PARAMETRŮ KE SPOJlTÍM A NA,OPAK

Pružná těleso má nekonečně mnoho stupňd volnos~i. Napf. ohybová čá

ra prostě podepf-en~ho pru!n~ho nosníku má rovnici

• i[x • l.rcJ( • jJtx.
W -= W Cx.) = W1 ~(M; T + W'/. f..wv -y + -- - + Wj!lMJ t t (15.1)

Je popsána zadáním spoji U funkce WLx) ,tzn. pf-edpisem hodnot IN
v nekonečnám mnolství bodd X , 0< ')( <. ť • Jediný po!adavek, kter~mu

musí hodnoty W vyhovovat, je poladavek spojitosti v nultá a v první
derivaci.:X:) Funkce Wf:!...) mimo to splňuje okra jová podmínky W CO} -= O ,

WCt) '" O • Mdle být, jak jsme ukázali, rozvinuta ve Fourierovu řadu. Ta

má spočetná, ale nekonečná množství koe~icientd Wj , je! lze považovat
za zobecněná soufadnice. Ka!dé z nich přísluěí jeden stupeň volnosti.

- .
omezíme-li v rovnici (15.1) počet člend fady, takže j ~ N ,dosta-

neme soustavu s konečným počtem stupĎd volnosti. Takovou soustavu věak

x) Obvykle se věak jeětě po!aduje, aby W/t « 1

deformace).
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dostaneme i jintmi postupy, Dapf. ro.al.něním nosníku na koneěn4 prvky
nebo~Dábradou diferenciální rovnice O~bOT' čáry' odpovídající difereněni

rovnicí. Tímto 'zpdsobem pfejdeme od spojitfch tunkcí k diskretním hodno
tám, kter~ nepočítáme z diferenciálních, ale z algebraicktch rovnic.

NAkdy je výhodnt opaěnt postup. Okáleme to na pfíkladu raltu, který
se skládá ze tf-í podálníkd o rozteěi C a z n pfíčníkd o rozteči t .
Budeme p~edpoklád8t, le pod~lníky mají ohybovou tUhost EJ , pfíěníky

EJa ,8 le jsou eplnlQy podmínky pro rovinnt ohyb. Pod~lDtky budou na
koncích prost~ (kloubovA) podepfeny, jinak bude rolt volat (pfíčníky ne
budou podep~eny).

D.álka podálníkd je ť": lV\t1) t , d~lka pfíčníkd je !J..c • Nejprve bu-

deme pfedpokládat, !e vAechny podálníky jsou zatí!eny stejni a rovnoměr

ně d~lkovým zatí!ením (m~rnou silou) ~ • Jejich největií prOhyb pak bu
de

(15.2 )

a bude u vAech pod~lníkd stejný. Pf!ěníky nebudou namáh'Qy.

Nyní probereme pfíped zatílení roitu ossmilou silou F , která pd
sobí pouze uprostfed, tj. v polovin~ d41ky prost~edního podálníku (obr.
56).

1

Ob•• ".

Oba krajní podáln!ky se prohnou do tvaru wiL~) , tedy stejni, ale m~ně

ne! prost~ední pod~lník, jeho! prdhyb bude W~(x) • Proto!e uvnitf defi
ničního intervalu bude zf'ejmA W'l. > Wf ,budou se pf'íčníky ohýbat a zčás

ti i zkrucovat. Tak~ oba krajní pod~lníky se budou zkrucovat. Jestli!e
krut zanedbáme, bude se {-tý pfíčník prohtbat yzhledem ke krajním po
dt§lníkdm v míst~ x. ~ X -t o hodnotu
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(15.3)

Pfitom Qi je síla p~enáěená do p~íěDíku z pro8t~edního podélníku. x)

Odd~lené pdsobení pfíěníkd nyní nahradíme pdsobením spojittm. Tím
se vyhneme nutnosti analyzovat deformaci a napjatost jednotlivých p~íč

níkd. K takovému postupu nás opravňuje skutečnost, le p~íčníky jsou re
lativně blízko u seba (pom~r tJ t = n+1 je - jak p~edpokládáme - velké
číslo). Jinými. slovy, síly lQ~ ( ~ = 1, 2, ••• , n ) nahradíme spojitým
délkovým (m~rným.) zatí!ením q.. (x.) takovým, le bude

Pru!inová konstanta (tuhost) prulné vazby mezi ob~ma krajními podélníky
a prostfedním podélníkem plyne, z definice

(15.5)

Je to délkové zatí!ení, které - jako!to vnit~ní reakce mezi podélníky 
zpdsobí jednotkový rozdíl jejich prdhybd•. Kdy! z rovnic (15.3) a (15.4)
dosadíme do (15.5), vyjde

46 [Jo
k ""--

(1c? t
I

To znamená, !e na prost~ední podélník pOsobí sm~rem nahoru délkové zatí
!ení - 2}2. , p~ičeml

C}'l. lx.) = - k. I Wz.(X) - W1 Lx.) ]

a na ka!dý z krajních podélníkO pdsobí sm~rem dolO

(15.7)

(15.8)

Polovina na pravé straně rovnice (15.8) vyjad~uje skutečnost, !e krajní
podélníky jsou dva. Zetí!ení q1 a q~ splňují zákon o akci a reakci.

x) O chybě, která vzniká zanedbáním krutu, pojednáme pozd~ji (v diskusi).
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Pro prdhyb pod'ln!kd máae tedy tuto souetavu diferenciálních rovnic

(15.9 )

(15.10)

Pdsob:(-li jen o8am~1' síla F uprost~ed, je

Rovnice (15.12) popisuje zobecněnou funkci

(
" ť

q,2.[X) : F8 T -x)

('15.11)

('15.1)

ve tvaru Fourierovy fady. Zde oCx) je Diracov8 zobecněná funkce, pro
nit máme definici

pro

pro

X i:- {)

Ct>O

Funkce w~ ex) ,Wg,(x.) nahradíme jejich lineárními kombinacemi takovými,
abychom h1edan~ funkce separovali. zavedeme

f (x) -: IN '1.. li.) -- Wi (olt)

C} (~) ~ W",LXJ + 2. W1 (~)

Pak ovAem

Kdy! rovnice (15.10) a (15.9) odečteme, vyjde s pou!itím (15.16)
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Znásobíme-li rovnici (15.9) dv~ma a seěteme s rovnicí (15.10), dostaneme
s pomocí (15.17)

(15.21)

Ae!ení těchto rovnic mdleme napsat ve tvaru

(15.22)

Ae!aní je teQY dáno součtem obecného integrálu homogenní rovnice
a partikulárního iategrál~ Přitom

Protole obl pravé strany rovnic (15.20) a (15.21) jsou v deném pfípadě

s'lejné a rovnají se I podle (15.11) a (15.22)]

(15.25)

(15.26)

vyjdou partikulární integrály ve tvaru

HY!>
fpart Cx) ~ nit EJ

(15.28)
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Pro-tC?le partikulární integrály splňují v danda p~ípadě vlechny okrajová

podDÍ!nky (na okrajích X == 0, 1'8ep. X == t , mua! být nulový pr6hyb i jeho
druhá derivace, tj. musí bIt nulový ohybový moment) ,. budou integrační

konstanty Ci ~ C2 ~ - - - ~ C8 = O •

Výrazy (15.27) a (15.28) tedy dosadime pf1mo do rovnic (15.18) a

(15.19).
S oznaěenim

budeme mít

~(x) = (15.30)

('15.)1)

Diskuse

Bude-li ]0::' O , vymizí vazba mezi podt§lníky ( ex ~ O ). V tom př1

padA musí být W1 =0, Wq, (x: = litL) ~ Fl3/'tBEJ. Skutečně, pro ex: O vyjde
W1 CX) ~ O a z rovnice (15".31)

FlJ

'18 E3 (a)

Bude-li naopak Jo -700 ,poroste C<. nade vAechny meze. To odpovídá ab-
solutn~ tuhým příčník&n, t8k~e musí ''Yjít W1 lX) ::: fJJ'L lx:) 8 tak4
W1(x=eIZ):: Fe]!1Ltt.,.EJ • Skutečně, pro CÁ4-CO máme z rovnic (15.)0) a

(15.)1) vv,·: Vo/'7- a taká

?. F ť3 1 1
-- (1"/- - + - -I- -_.) ::
3 Jl:~ E:7 .3~ ~

Fl3

1ttlf EJ
(b)

Ohybov~ momenty v pod~lnících vypočteme dvojím derivováním rovnic
(15.30) a (15.)1), nebot obecnA platí, le

- 108 -



ti (x:) : - E J (c)

To ul nebudeme rozepisovat.

(d)

Pochybnost je zdrojem pokroku. Zbývá jeětě posoudit, jaké jsme se
dopustili chyby pfechodem ke spojitým parametrOm. Chyba bude jistě tím
meněí, čím větěí bude n • Chybu mdleme posoudit jedině srovnáním
s pfesným feěením. Zvolme proto extrémní pfípad h =1 (pouze jeden
př'ič.dk). Pro jednoduchost zvolíme Jo ~ J I c:= t" e/'l.. • Neuplatní-li se
krut, pdjde o staticky neurčitou soustavu čtyf ohýbaných nosníkd. Rea~ce

pfenáěená na oba krajní podélníky vyjde 0,2 F , na prostfední podélník
se pfenese síla P - 2. 0,2 F =0,6 F • Z ohybové teorie nosníkd vypočte

me "exaktní" hodnoty prdhybd

e F"e~w(-) -=
f 'l. 'L'tO EJ

.
Ze vzorce (15.29) vyjde ex. = 1,4783 a ze vzorcd (15.30), (15.)1) dosta-
neme

144-,56 EJ (e)

Relativní chyba těchto vzorcd je pouze ?,O ~ resp. 1,3 ~.

Krut se neuplatní, mohou-li se krajní podélníky v podporách volně

otáčet. Kdybychom jejich ojáčení kolem podélné osy v podporách zcela za
mezili, vznikl by v nich krut. Posoudíme jeho vliv pro pfípad čtvercové

ho prdfezu, pro který vyjde poměr krutové a ohybové tuhosti

= 0,648817 (:f)

(g)B8, ~3 EJ

Fť3

2.08, BG f J

(je-li r::/G =2,6).
Ostatní př'edpoklady se nezmění ( c::: t , J::: Jo ,. Mi = 1 , ohybové momenty
se do podpor nepřenáěejí). Reakce přenáěená z příčníku na oba krajní po
délníky vy jde v tomto případě 0,23 F a na pros tř'ední podélník se pfe ne
se síla 0,54 F •
Vyjde

Chyba vzorcd (e) proti těmto hodnotám je 17 ~ resp. II ~. Je větěí ne!
oněch 5 ~, které jsme uváděli v kap. ~ nebot počet přičníkd je extrémně
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mal1~ Chyba záYieí ovlem tak~ na pomlru tuhostí GJt/EJ. Napf. u otevf-e
ných~tenko8těftnýchproti1~ je tento pomAr yelmi malý, tak!e i chyba,
která vzniká zanedbáním krutu, je velmi 1181'.

Teorii by bylo mo!no zobecnit p~idáním torzní spojité pru!n~ vazby,
ale feěení by se zkomplikovalo. Pak by ul nebyl velký rozdíl v pracnosti
p~ibli!náho 8 p~e8n~ho ~eAení (8 pou!ití. maticová algebry a vhodn~ho

počítače).

ÚVĚR

Uvedli jsme některé obraty 8 výpočtov' postupy, kterými lze poměrn~

rychle 8 snadno dosp~t k výsledkdm sice p~ibli!ným, a+e technicky u!i
teěným. Rozmani tost ~eěe·ných rtloh i pou!i tých metod byla volena WDyslně,

aby povzbuzovala čtená~ovu p~edst8vivost a vynaldzavost. P~ipojená dis
kuse, jako! i porovnání výsledkd s rigorózním ~eěením,vedou naopak ke
kritickámu pohledu na přibli!ná ~.ěení. TvOrčí in!enýr potfebuje obojí,
má-li se dostávat rychle vp~ed a zároveň se vyvarovat nepříjemných chyb.
Nebylo tedy naAim úmyslem poskytnout receptář, ale spíěe inspirovat čte

náf'e k samostatn~mu promý.ělení fyzikálních úloh a k hledání nejvhodněj

~1ch metod jejich ~eAení.

Autor up~ímně d~kuje českámu výboru Strojnick' společnosti ČSVTS

8 Domu techniky ČSVTS Praha, zvláětě Ing. ·Vladimíru Václavíkovi, za pod
nět k táto práci a za p~či v~novanou p~ípravě semináfe. Děkuje t'l vlem
pracovníkdm, kteří se obětavě podíleli na vypracování předloh a na vydá
ní t~to publikace.
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