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Elementérn{ teorie ohybu, pop¥. krutu, kterd se b&Zn& pouZivd v in-
¥enyrské praxi, Jje porovndvédna 3 exaktni teorif, Rozdily jsou ddleZité
nejen pro sprdvné posuzovani pevnosti, ale také pro reSeni inverznf dlo-
hy, kdy ze zm&Fenfch pomé&rnfch deformaci chceme usuzovat na velikost pl-
sobicich sil. Probird se vliiv ndhlfch zm&n prifezu na tuhost h¥ideld. To
umoZnuje zp¥esnit vypo¥ty vlastaich frekvenci.

Na vybranfch p¥ikladech sloZitfch konstrukci se probirajf rdizné
pPibliZné metody FeSeni pruZné napjatosti a deformaci{. Jde nep¥. o sklé-
‘dané rotory, o p¥{¥né nehomogenni nosniky, o rosty a m¥iZfe, o prostorové

deformace kruhového prstence a o diskovA kola a setrvaZniky.

Zédvirem se probiraji soustavy s velkymi prihyby (s geometrickou ne-
linearitou). Na p¥ikladu vdlcové 3roubovité pruZiny umistZné v poli od-
st¥edivych sil se ukazuje analytickd metoda PeZen{., V zdvéru se popisuje

i metoda numerickd, jejim%¥ zdkledem jsou konelné prvky.
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*In¥enyr pracujici v primyslu je ne-
ustéle konfrontovdn s novymi problé-
my, které vzdoruji rutinnim metodém
Pedenf. S takovymi dlohami se miZe
dsp&sn® vypofddat jen ten, kdo dobie
rozum{ aplikaci gzdkladnich principt
a spife ovlddd rdzné obecné metody
PeSeni{, neZ aby hluboce znal jen n&-
kterou z nich."

8. Timo3enko

D. H. Young (1937)

PREDMLUVA

Ulohu o ohybu nosniku, kterd je jednou z nejbandln¥j3ich, s jakou
se v praxi setkdme, lze exaktn® Fe3it jen vfjimedn¥. V&tZinou se musime
spokojit jen s pPibliZnfm "inZenjrskym" FeSenim zaloZenym na n&kterych
zjednodusujicich pifedpokladech. Ne&které piipady se exaktnd Pedit daji
a tu bude jist® velmi zajimavé v&ddt, zda vznikaji{ diference mezi obZma
feSenimi a zda tyto diference mohou mit prakticky vyznam. To je dileZité
nejenom 2z hlediska dimenzovéni konstrukci{, ale také pro experimentéln{
vyzkum, jehoZ vysledky se Eastc 1i3{ od obou uvedenych FeSeni. P¥{&ina
zpravidla tkvi v nedostatelném vystiZenf skuteZnych okrajovych podminek,
v nepfesném odhadu fyzikd4lnich vlastnost{ materidlu a v geometrickych
nebo jed3t¥ i jinych odchylkdch dila od vypo&tového modélu. Uvedeme tedy
p¥{klady ohybu a krutu PFesené ednak exaktn®, jednak za zjednodusujicich
pFredpokladd, a poukdZeme na mo¥ré rozdily.

N&které konstrukce jsou viak tak &lenité a tak sloZité, Ze je nelze
fe8it rutinnimi metodami. Velkcu pomoci zde mohou bt programové systémy
nap¥. pro metodu koneXnych elementd nebo pro jiné novodobé metody nume-
rického Feseni., To vSak zpravidla vyZaduje, zvl43t& u nov& navrhovanych
koncepci, urditou p¥ipravu a &ss., Konstruktérovi poskytne mnohdy vice
uZitku pohotové a mén¥ ndkladné p¥ibliZné Fedenf, kteréd miZe ziskat
rychle, ov3em za cenu n8kterych zjednoduseni. K tomu je zapot¥ebi mit
ur&itou predstavivost a gkulencst. To ukéZeme na piikladech p#ibliZnych
feSeni napjatosti a tuhosti slcZitfch konstruk&nich sestav. Mohou byt
inspiraci k FeSeni i jinych obé.obnych dloh.

ProtoZe je t¥eba predpoklédat, Ze sloZit&jif dlohy se budou Fesit
na po¥itadich, v&novali jesme pczornost i nZkterym koncepdnim otdzkédm
vypo&td velkych deformaci{, kdy se uplatnuje geometrickd nelinearita.

V textu, ke kterému jeme p#ipojili mnoho odkazd na doplnujief lite-
raturu, se tedy probiraji rdzné pfistupy k dané loze a k jejimu Fedeni.
Pam&tlivi slov v&hlasnych uliteld mechaniky, které jsme v zdhlavi cito-
vali, douféme, %e tento spis pFinese inZenyrim z praxe nejvdtd{ uZitek.



1. NEPRESNOSTI ELEMENTARNI TEORIE OHYBU

Budeme vyZetfovat napjatost a deformaci v desce o konstantni
tloudtce Lh . Ve stiedni rovin® desky zvolfme soufadnice X ,y , takie
licni povrchy desky budou mit rovnieci Z =t h. 0 rovinné dloze hovorime
tehdy, jestliZe veliliny vstupujic{ do vypo¥tu nezdvis{ na soufadnici Z .
Defini¥nf oblast, v ni%¥ FeSeni hleddme, ozna¥ime fL (&y)  Budeme pied-
poklédat, Ze v této oblasti znéme rozd¥lenf teplotnich rozdfld t=t (x,y)
m¥Fenych od konstantni referen®ni teploty. Posuvy ve sm&rech o0s soufadnic
o8 X 'Y 2 oznal{me X ,V, W . Rozlidime dva piipady.

PFi rovinném p¥etvofeni bude
w - O (1.1)

P¥i rovinné napjatosti bude
G’z = 0 TZ-)(:O T}y =0 (1.2)

Vztahy (1.1), resp. (1.2), by mZly platit ve v3ech bodech t&lesa. Tomu
lze striktnd vyhov&t jen u podminky (1.1). Podminku (1.2) miZeme ptede-
psat jen na licich desky 2 =+ h 3 uvpitf desky obecn®& spln&na nebude.

U rovinné napjatosti nebude proto platit ani podminka nezdvislosti veli-
&¢in na soutadnici Zz . Odchylka v3ak bude zanedbatelnd, bude-1i deska
tenk4.

Predstavme si napi., %e v desce, u které jsou na licich splné&ny
p¥edpoklady (1.2), vzniké nerovnomZrnd napjatost. Pak vzniké také nerov-
nomdrné p¥i¥nd kontrakce. Kdybychom dv& takové stejné a stejn® zatiZené
desky poloZili na sebe, jejich licni povrchy by nesplynuly. K jejich
spojeni{ bychom musili mezi nimi pFipojit nap®ti Gz v rozporu s poZa-
davkem (1.2). To znemend, ¥e nespln®n{ poZadavku (1.2) bude z4viset na
tlous¥ce desky.

Uplného splné&n{ poZadavku (1.2) dosséhneme, budeme-1i po¥ftat s pri-
mé&rnymi hodnotami posuvd, pPetvofeni i nap&ti. Primdrné hodnoty oznadime
hv&zdidkou; definujeme Jje pFedpisem

h
" 1
£ (xy) = W_; f(xy z)dz (1.3)

Mluvime pak o zobecn&né rovinné nagjatosti. Tuto napjatost budeme mit
v daldim textu na mysli, kdykoli budeme hovo¥it o rovinné napjatosti.
Hv&zdigky u symbold budeme pFitom vynechdvat.

V publikaci /1/ jsme podrobn® odvodili zékladni rovnice matematické
teorie prufnosti. Zde uvedeme jen vysledek, ktery se vztahuje na rovinné
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lohy. Osm nezndmjch funkel ( Gx , €y , Tuys €x » Ey »PxyoltV) spliuje

(a) dv8 rovnice rovnovéhy

DGx VTyx
9% T W 0

Uy + ™ =0
(objemové sfly neuvaZujeme)
(b) t#i konstitutivni rovnice

£y = o Gk - MiGy) + ot

Es
Ey = LE& (Gy - M1Gx) + 04t
A
Py = o Ty
(e) t¥i kinematické vztahy
M v
betax ' Btay
Y Dv
ny ='§g- + 75:

E1=E /4‘41=7M/

E
2(1+/h) -6

a pro pFipad rovinného pretvorenf A =2

E
Ea.“‘T/uQ—' Mo _71/}:.7
E
Xy, =0((_1+/u) G‘2 = “2(1-17[;‘,) = G

zde E je modul pruZnosti v tahu-tlsku,
G - modul pruZnosti ve smyku,
M} - Poissonovo ¥fslo,
A = délkové roztaZnost.

P¥i rovinné napjatosti vznik4 pfiéné'ponérné prodlouZeni

83 = —'l%; (G&4~G&) + ot

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



kde¥to p¥i rovinném pFetvoreni ‘vsnikd ve an§ru osy Z normélové nap&ti

Gz =/U.'(G"* t G'y) ‘NE{: =
(1.10)

1
1+#2[MQQ¢nyW&Eﬁ]

K soustav® rovnic (1.4) aZ (1.6) je nutné pfedepsat okrajové pod-
minky na hrenici I obigati . . Mohou bft dvojfho druhu. Bud je pirede-
psén nap&lovy vektor | = { fx, fy} nebo je predepsdn vektor posuvu
€ = {&',l\“/'} . V prvnim pFipad¥ bude na hranici [}

fy = Txy nx +Gy hy (1'11)

kde N« , Ny jsou sm&érové kosiny vn&js8{ normély k hranici f: .
V druhém p¥ipad& bude

W= 0 Vo= V (1.12)

na hranici [1 . Pritom L UL = [‘, N [; = 0.

Kdy%Z z rovniec (1.6) vyloufime posuvy, dostaneme rovnici kompatibi-
lity
2 2

= 1.
Ty TaxE T Ay S

kterou mus{ pomdrné pretvoreni &y , Ey » ¥y splnovat. Kdy% do rovnice
(1.13) dosadime z Hookeova zékona (1.5) a pak s pouZitim (1.4) vylouZime
smykové napdti Txy (= Tyx) , lostaneme po upravd

2 e T o
Vv (Gx'\'cy) + EA,N,LV t 0 (1.14)

kde VZ - rbq,/,qu_ 1~ /b'L/'DyZ

T{m jsme prevedli rovnici kompatibility (1.13) na tvar, v ndm% vystupuji

napdti, Ta pak musi je3t¥ splnovat rovnice rovnovéhy (1.4). Obdma poZa-

davkim vyhovime najednou, zavedeme-li Airyho funkci nap¥t{ @'= @ (x,y)
takovou, Ze '

V"' V"o
G;= 'D yq_ Gy = W
i) (1.15)
?&9 T Ix0y

-9 -



Dosazenim t¥chto vyrazd do rovanice (l.14) dostaneme podminku
vt =~ o Vi (1.16)

Splnuje-1i teplotn{ pole rovniei V‘L’b =0 » zjednodudi se podminka
(1.16) na tvar

To budeme v dalsZim textu pfedpokléddat. P¥itom

"¢, P "

V‘*(f = v VZC?) T xE e ey * Dy \i=18)

Podle MuscheliZviliho /2/ lze k ¥FedSeni rovinnych dloh s vyhodou
ufft Goursatovych funkc{ ¢ , | komplexni prom¥nné 2 =X+ty; Xy €l
Predpoklddéme, Ze oblast ()} Jje jednodu3e souvisld a Ze Y , y jsou
v této oblasti holomorfnf /1/. S Airyho funkci napdti ¢ (x.y) jeou vézé-
ny rovnici

¢ .7
Q)+ 2¢(2) + () = 7 tU Dy (1.19)

Pruhem vyznaldujeme komplexn® sdruZené ¥islo. Pak plati tyto vztahy:
Gy +0y = 4 Re [\P'(E)]

Gy-Gx +20Ty = LLZY"(2)+y'(2)] (1.20)

26 (wtcv) = 2p(2) - z2Y'(2) - P (2)

Jejich podrobné odvozeni je uvedeno nap¥. v lit. /2/. V nich G Jje modul
pruZnosti ve smyku, W Poissonovo &1slo. Ddle

g..

= 272 pro rovinnou napjatost
A+ W

X = 3-hyu pro rovinné pretvotreni.

Kdy% s pouZitim (1.20) vyjéd¥ime okrajové podminky (l.ll), dostaneme
(na hraniei D )

Y@ t2@(2) - Wiz) =i (fx+ T fy) (1.21)
a misto (1.12) budeme mit (na hranici ]:;_ )
% y(z) -2¢z) - y(2) = 26 (G+iV) (1.22)




Uvedeme nyni{ n¥kterd Predeni, kterd maj{ vstah k ohybu nosniku. De-
fini&ni oblast zvolime obdélnikovou o rozmérech 2 ¢ » ¢ . Deska pak
bude predstavovat nosnik o prilesu 2¢ - .2h a o délce {. Nosnik na
konei X = £ vetkneme a v Pezu <=0 gzat{¥fme silou F (obr. 1).

yd y

x
In

! L |

- ‘ j <h

Obr. 1

Podle inZenyrské nauky o pruZnosti vypo&teme posouvajici{ silu
T = -F = konst a ohybovy moment M™M=-Fx . Osov§ kvadraticky moment
prifezu je

A
J = 1h. (2¢)* = %hc’ (1.23)
a napé&ti vyjdou
M Fxy
Sy = "3y =57 (1.24)
F‘
Ty = 53 (c"-v?) (1.25)

Smykové nap&t{ jsou parabolicky rozdélena po vf§sce prifezu a splnujfl

podminku
¢

S Ty thay = F (1.26)
-6

Ta vyjadfuje statickou ekvivalenci mezi smykovymi elementérnimi silami

v prifezu a (zédporné vzatou) posouvajici silou.

Prthyb dostaneme integrac{ diferencidlni rovnice

dty M

- de = E7 . (1027)

Kladné znaménko na pravé strané odpovidd zvolené orientaci souradnicové
soustavy. Zkrécen& miZeme tuto rovnici piFepsat do tvaru

vi(x) = - F-Exj - (1.28)

. 1



Oh-qv,)'ové podminky jsou
v(ie) =0 v'ig) = 0 ; (1.29)
Tomu odpovidd Feden{

F
¥ () = = (2€3- 3¢%2x + x3) (1.30)

Podive jme se nyni{ na stejnou dlohu z hlediska teorie rovinné pruZ-
nosti. Pomoei Goursatovyech funkedl

\.F = - 1.,0( 23
" ' 1.31)
y = (22’ +/2actz) (13
v nichz of = Fl16c3 g ¢ je imagindrn{ jednotka, vyjde
F
G, = = y=0 (1.32)
3 : F 2 %
Ty = 53 -y (1.33)

Nap&ti jsou tedy stejnd, jakd vychdzeji podle inienyrské teorie
[arovnej (1.32) 8 rovnici (1.24) a (1.33) s rovanict (1.25)].

Pro posuvy dostaneme z rovnic (1.31), (1.20)

-~

. 24T yA 3
h =l -3 Ay 3% ,3
G“ y (QC+ )+ X y(&*’ll)fI CY] lhcz (1.34)
s 2 2 R
Q (‘, v = i—x (.gc" 1) 31)’ (—QCI )+1" ] 3V1h03

(1.35)

Tyto posuvy jsou ur¥eny aZ na malé posunuti a otoleni t¥lesa jako abso-
lutn& tuhého celku. Toto posunuti a oto¥eni je dédno vztahy (obr. 2)

u* = p- gy

VE = Y+ Ex (1.36)

kde 4 , ¥ , ¢ Jjsou reédlné konstanty.

Vypo&teme posuvy bodd na stfednici Yy=0 a vyuZijeme pFitom vztahd
(1.7), resp. (1.8). Po dpravd vyjde

('{o=[5

Vo = -

an N SFX . A i (1037)
¢c5,J ' B6en ' ¥ TEX

w Ll -
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Obr. 2

ProtoZe zkos v bod&¢ X={ , vy = 0 bude

A 3F (1.38)
G LTW%mxf 86 ch

budou okrajové podminky v mist& vetknut{ .

Uo (£) =0 Vo(€) =0
V() = . TCan
S nimi dajf rovnice (1.37) nakonec
Uo = 0
F A . aF (1.40)
- 3 4t 3y _ _.
Vo ae5 (L6 3¢+ x?) sean LEX)

Prvn{ &len na pravé stran® (1.40) odpovidd presn& vztahu (1.30). Druhy
&len predstavuje opravu na vliv smykovych deformaci.

Z rovnice (1.34) Jje zPejmé, %e priPezy nezlstdvaji rovinné, ale Ze
se v prim&tu do roviny X , 2 borti do tvaru kubické paraboly. Borti se
i vetknuty prifez. Kdybychom tomu zabrénili, neplatilo by uvedené FeSeni
a prihyb by byl men3{ ne%Z vychézi podle (1.40).

Vidime také, %e inZenyrsk4 teorie ddvé4 ste jnéd nap&t{ jako teorie
rovinné pruZnosti jen za piredpokladu, %e sfla F se do prifezu ¥ =0
pfendd! prostPednictvim smykovjch nap&tf Txy = (F/27)(c¢*-y?) , kazay
jiny prenos sily [ zplsobuje odchylku od uvedenfch vysledkd.

e I3 =
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2 -
A
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Obr. 3

Kdybychom tedy doplnili konzolovy nosnf{k na obr. 1 symetricky na
nosnik podle obr. 3, nedostali bychcm stejny prihyb ani stejnou napja-
tost, nebot prirez AD se nemidZe bortit a sfla se nepFendd{i prostired-
nictvim parabolicky rozd&lenych smykovych napéti. Na to musime pamato-
vat, checeme-1li nap#. vyuZit krdtkéhc nosniku jako silomé&rného prvku a
z nam&Feného prodlouZeni{ E£x v bod¥ A urZovat zatdZujici sflu 2F .
Kdybychom takovy silom&rny prvek necejchovali a spoléhali na platmost
inZenyrské teorie o ohybu nosnikld, vypoditali bychom velmi pravd&podob-
n& men3{ velikost sily ne% skute&nou.

Pr{pad nosniku podle obr. 3 nelze reSit v uzavieném tvaru, ale jen
nekoneénymi Fadami, Prvni reSen{ tohoto druhu uvefejnil Filom /3/.

2F
——4»5—— -_ Q— — —-JP -3
0
A
F L B L —= 3

+1 Obr. 4

Ne obr. 4 je zndzorn&n nekone&ny prufny hi¥idel o poloméru @& zati-
Zeny silami rovn&% “t¥ibodovym ohybem” (obdobn& k obr. 3). ReSeni meto-
dami prostorové teorie pruZnosti podali Kasano, Oshima a Matsumoto /4/.
Ukdzali, Ze napdt{ Ox v mfst¥ x=0, y<0, 2 -r (bod A na obr. 4) se
1i8{ od napéti GL vypolteného z nosnikové teorie

LFe
Trl

G’b—;

(1.41)

a je v&tSinou men3{, jak ukazuje obr., 5. V témZe mist& existuje i malé
obvodové map&ti, ale lze je prakticky zanedbat.

- 14 =



12T e 16
S = 44 -
- Wo '
6. 1 ——o p— 12 4
2 4 8 8 !
08+ f ; ==
8 Ul r 0 5 10 15
O,GJ- Ur
Obr. 5 Obr. 6

Prihyb Wp bodu O (na stfedniei pod zat&Zfujief silou) vzhledem ke
spojnici bodd P (na strednici nad podporami) se rovn&Z 1is{ od prdhybu
W, nosnikové teorie (korigované se zietelem ke smykovym deformacim),
jak ukazuje obr. 6; visledky se vztahuji k Poissonovu &islu /1==0,3.

Z obr. 5 je zPejmé, Ze pro £< 1r neméd smysl hovorit o nosniku;
pPevl4dd4 lokdlni koncentrace nap&ti v okoli pisobidté& zatdZujicich sil.
Pro £ = Ir je osové nap&ti © uprostfed rozpit{ proti pisobisti efly
LF (v bod® A, obr. 4) men3f ne’ ohybové napsti ©, podle nosnikové teo-
rie v pom&ru 1 : 1,18. Zv&t3uje-li se pom&r Z/r , zmenSuje se rozd{l me-
zi t&émito napétimi. Z obr. 6 vidime, %Ze prihyb p¥i poméru bir= 2 vypod-
teny podle nosnikové teorie se 1i8{ od skute&ného prdhybu asi o 20 %.
Rozdil se rychle zmen3uje, roste-li Lir .

vyl
q
yl
%
2
o ¢ X
g i
0 '3 4
4
l 2h
r-'*' -

Obr. 7

Pro rovnomdrn& zatiZeny konzolovy nosnik tloudfky 1h podle obr. 7
dostaneme uZitim funkc{

Y = 0al2 h oy (2% - oy 7
) ., (1.42)
=01 2%+ fotz™ - faz

( &y a% 3, jsou redlné konstanty, které vypo¥teme z okrajovych podminek)
toto Feseni

- 15 -



Gy = f%—x1y+ i%; (36@ —Fy%

Gy = -2’? (y3- 3¢ty - 2¢%)

t'xy = —%' X ( ¢~ yi)

(1.43)

3
Pritom J=4Ch(3 . Elementérni teorie ohybu dévé4 pro tento pfipad

G = 5 Xty By ~0

Tyy = x (cF-y") (1.44)

Ze srovnédni rovnic (1.43) a (1.44) vidime, Z%e podle exaktniho Fedeni pi-
sobi vidy krom& nap&ti Oy také nap&tf{ Gy v mezich —Q/lh =6y <0 .

Druhy &len v prvé z rovnic (1.43) popisuje napdti, kterym se rovn&%f obé&
*eseni 1i31. Toto nap&ti neddvd v priPfezu Z4dnou vyslednou silu ani si-
lovou dvojici. Musili bychom je v Pezu X =0 pFipojit,kdybychom si p#éli,
aby exaktni reSeni platilo beze zbytku. Pak ani ohybové nap&ti Gx nent
na soufadnici Y linedrn& zdvislé, jak predpoklddd elementérni teorie.

Ne jv&t31 ohybové nap&t{ vychézi v mistd X=£, y=c , a to podle (1.43)

39 (typr,_n
L Smex = F T k) [175F 7 (1.45)

ProtoZfe v témZe mistd pisobi jedté ‘Fy = —-Q, , dostaneme redukované napé-
t{ podle Guestovy hypotézy

- 3 8, L 6 c*
C'rea, '(G*)max 4 =% h ( c) [11—@7; (1.46)

Podle elementérni teorie (1l.44) by v rovnicich (1.45) a (1.46) vysla
misto hranatych zdvorek jednidka. ’
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2. ROVINNY OHYB Z HLEDISKA TEOREE PROSTOROVE PRUZNOSTI

\
-
N \\\i\\\ \
1
|
|
|
|

N

'Tl.‘
N
M

Obr. 8

Na obr. 8 je zndzorn&n nosnik stédlého prifezu, vetknuty v roviné&
X=0 a zatiZeny v Fezu Xx= ¢ gilou F rovnob&#n& s osou Z . Predpoklé-
déme, 2e o8y §y , 2 Jjsou v Ffezu X =0 hlavnimi centrdlnimi osami, takZe
ohyb se d8je v rovin& X , 2 . Prifez vymezuje v rovin& X =0 jednoduZe
souvislou oblast S. , mé hrenici [ , plodny obsah A a kvadraticky mo-
ment J k ose y . .

Kdyby na konci nosniku pisobil v rovin& X , 2 ohybovy moment M
misto sily F , a to takovy, %Ze by bylo
F ™
G, =Egxg =7 ¢ (2.1)
byla by ostatni nap&t{i nulovd. Zde R zna&t polom&r k¥ivosti stiednice
deformovaného nosniku. ReSeni (2.1) predstavuje &ist§ ohyb a je exaktni,
splnuje podminky rovnovdhy i kompatibility.

Pisobi-1li nyni na konci nosniku sfla F , vznikd v Pezu o souradni-
ci X ohybovy moment M(x)=~F (€-x) , Analogicky k rovnici (2.1) budeme
predpoklédat, Ze plati vztah

G, = -—FJ_ (¢-x) 2 (2.2)

V Ffezu mohou z¥e jmé& pisobit je3t& telnd napé&ti Tky sy Ux> e« Ostatni napé-
t1 ( Sy, O2 a Tyz) budeme povaiovat ze nulovd. Objemové s{ly zanedbéme.
Za t&chto predpokladd daji diferencidlni rovnice rovnovéhy

thy 0 Tz _ Fz

s — (2.
€ [ J I
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T 1 Txe (2.4)
il ) M. =
M B Ix .

Elen na pravé strand rovnice (2.3) predstavuje derivaci -96x /9x a byl
vypo¥ten uZitim (2.2). Z rovnic (2.4) je z¥ejmé, Ze telnd nap&ti nezdvi-
s{ na souradnici X , tek¥e jsou ve vdech prirezech stejné.

n
P
dz

21

Obr. 9

Norméla 7T k hranici [ prifezu (obr. 9) mé sm&rové kosiny
Ny =0
ny = calny) = dz/ds (2.5)
ny = oo (n,z) = -dylds
Proto%e bo&ni povrch nosniku neni zati¥en, musi byt

Vzhledem k pravidlu o sdruZenych smykovych nep&tich nemohou Tﬁy s Cx2
ddvat v trojuhelnikovém elementu na br. 9 Zd4dnou vyslednici, kterd by
m&la nenulovou sloZku ve sm&ru normély N . Z Hookeova zékona dostaneme
tato nenulovéd pom&rné p¥etvoreni -

1 bx
e A R -

21+ W)
’fo\j = _E—'& ' T)(y

Yoz = Q—(%& Tua

(2.7)
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Pro nd musi platit rovnice kompatibility, které jsou odvozeny napf.
v lit. /1/, /2/. Z nich plyne

r‘)..LQ'Xy - 2 Ex (‘)Q?’xa _ Vex 3
Wy Dy* 2x9z  12”?
(D'sz rﬁ)’w ] _ 'DLEX
[ 7 4 Ty 02
2 V¥ny e 1 0 (Ole” g (2.8)
Wy M ] ) W0z

2 2 a*¢
D [ - W* - ’r)‘u%]=n z

72 (B Uy o xy )

Prvni t¥i z rovnic (2.8) jsou identicky splnény. Zbfvajic{ dv& daji pod-
minky | s poufitim (2.7)]

'Dlt';y (07"5'!% 28 Q Z‘—__ -‘-l/M/Q 2 EK

W o y? Ix O (2.9)
2 Ty rl)pL'IJ')cz 9152 -9 @ _7_15_’4
T~z t oz 26G Ix 9x A7 Dy

Proto%e %ty = Gu/E -—‘Gx/i(H/w) G , dostaneme z rovnic (2.9) s pouZitim
(2.2)

Ty e _ & F (2.10)
W y* 1tp J
_ " Ty mzfx%

- 0 2.11)
722 7 ya (

Tyto dvé rovnice miZeme pomoci vztahu (2.3) jedt® zjednodusit. Z rovnice
(2.3) dosadime do (2.10) za 7Txy 77y a do (2.11) za 1Ty (02 . Vyjde

1
T, v = L (2.12)
A J
Vit = 0 (2.13)
2 2
V t&chto rovnicich jsme oznagili vh= 00+ 0025 Rovnicim rov-

novéhy (2.3) a (2.4) vyhovime, kdy% te&nd nap&ti odvodime z funkce nap&ti
6 (y,2) tax, Ze
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2
i (2.14)

(2.15)

Funkce f(y) miZe byt libovolnd. Docazenim (2.14) a (2.15) do rovnice
kompatibility (2.12) a (2.13) dostaremé podminky

0]
e (v*¢) = 0 (2.16)

9 (725) = —A- Fo_ 4 (2.17)
Yy ﬁtﬂ J dy?
Z rovnice (2.16) usuzujeme, Ze vyraz Vz@ nezdvisi na z . Proto lze le-
vou stranu (2.17) povaZovat za obydejnou derivaci a integrovat. Vyjde
z T
nE V8 e F df (2.18)
vV 7 = qu_ L 2z = —,% Ty = d_y' t+ C

Abychom zjistili vyznam integra®ni konstanty C , vypo&teme oto¥eni ele-
mentu (A plochy prif¥ezu kolem osy rovnob&Zné .8 osou X (obr. 10).

y 0
osEEf—
'A 0
<
(A)
3! dy B
= iz
w - " \
=V |\
dy dA \ S \ {2
\\ ,/"’
\” dbav
Z
Obr. 10
Vyjde
1 7 ?W ’l)V
ORI N (e S . i
w0 7 ( 2 '0‘%) (2.19)
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Zde W, W Jjsou posuvy bodu B( y2) . Jsou spojitymi funkcemi souradnic.
Snadno dokdZeme, Ze

Qo _ w M )_ _@_(’D\/ (ab( )]

! 9

Za oblé zévorky v rovniei (2.20) miZeme dosadit zkosy 7Yxz , POPFe Yxy -
S pouZitim Hookeova zékona dostaneme

’Dnz W‘V (2.21)
'Dx ze [ ] ’

Dosadime sem z rovnic (2.14), (2.15) a (2.18).
Vy jde

Tw 1 F
W"EEI7L1+/L =y +e ] (2.22)

Derivace Tw /70X na levé strand (2.22) mé vyznam zkrutu (pomé&rného na-
krouceni) podélného vldkna prochézejiciho bodem B (y,z) (obr. 10). Mé-1i
vznikat pouze ohyb nosniku a nikoli jeho krut, musi byt st¥edni hodnota
zkrutu v prifezu nulov4. Tek tonu bude, poloZfme-li ¢=0 . Je toti%
fydﬂ =0 , nebof osy Y , z prochézejf t&%2idtsm prifezu. Bude tedy

podle (2.18)

V¢ Vg u F o _df
Dy? Q2 Nt 7 Y ay

(2.23)

Ti{m jsme ziskeli diferenciélni rovnici pro ¢ (y;2) . Z okrajové podminky
(2.6) dostaneme pomoci (2.5), (2.14) a (2.15)

Fa? d
L Q_j )] o (2.24)

Je-1li funkce f(y) znéma, lze 2z rovnice (2.24) vypoZitat okrajové hodnoty
(E= @(S) (integraci podél hranice ' ) a z rovnice (2.23) urdit prib&h

funkce nap&ti O v celém prirezu. HeSeni dostaneme jednoznadn& a% na

aditivni konstantu, kterd nemé vyznam, protoZe p¥i derivovéni odpadé.

Klidovou otézkou je tedy urdeni funkce f(y) . ReSenf se zjednodusi,
lze-1i hranici prafezu L' popsat rovnici

F z’L

- fly) = (2.25)

To plati nap¥. pro kruZnici a elipeu. Z rovnice (2.25) pak vyjde
D¢ /s = 0 [ nezévisle na f(yy], atedy 0=0 na'l .

Vypolteme-1li te&néd nap&ti popsanym zpisobem, budou elementdrni sily
T,uj df , Ty; A ddvat v prifezu vyslednici [ prochézejfci stiedem smyku
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(st¥edem ohybu). Vzddlenost této vyslednice od roviny(x ~ n(f) Je ¢
(obr. 8). Musf platit tyto podminky 8tatické ekvivalence sil v prifezu

A
(2.26)

—

Aj(l'l‘xy ~ ytwe)dh = Fe

Prvni adv& podminky splhuje nalezené reSeni identicky; t¥eti podminka
umoZnuje vypoditat

1
e = F .H (2Txy - Y Txz) O(y ol (2.27)
A
Je-1li prifez soum&rny k ose z , je ¢ =0 . Obecn® tomu tak neni. Hapi.
u pilkruhového prifezu gznédgorn&ného na obr. 1l je vzdédlenost st¥edu smyku
S od stredu kruhu 0 €=0,511r.

IO
wn

—

Obr. 11

PoZadovali jsme, aby vymizela stfednf hodnota zkrutu

1 Tw :
_§ an =9 (2.28)

A x
A

co% vedlo k podmince C=0, T{m jsme zdroven definovali polohu st¥edu
smyku v prifezu. Existujf v8ak i jiné definice /5/, /6/.



3. SMYKOVA NAPET{ PRI OHYBU U V{ERANYCH PRUREZU

Uvedeme n&kterd resen{ pro te¥nd nap®ti v nosnicich zatiZenych ob-
dobné& k obr. 8 konstantni posouvajici silou.

Mé-1i kruhovy prifez rovnici
ytr2t =t (3.1)
dostaneme srovnénim s rovnicf (2.25) funkei

fly) = Flr-yy) /213 (3.2)

Funkce nap&ti pak vyjde

- (1+2x) F
= Slna T W)y (.3
a nap&ti jsou .
342 15 11
T — _ﬁ_ = z_ _ /(_b 7 (3-4)
op(aru) 3 (=2t~ = b y*)
Y (3.5)
5 1l1he) 3

Pritom J= Trt/Y znadt kvadraticky moment kruhu k centrédlni ose. Plocha
kruhu je A = Tr” | Nejvétsf te&aé napdt{ vzniké ve st¥edu prifrezu
( y=0, % =0), Podle (3.4) je

3424 F o 3rau F

—

Lmay = _BU~/L) 7(’ = '1.(,4'1'/“-) T (3.6)

o~

Na koncich neutrélni osy (v bodech y =ty , 2=0) vyjde

1+ 4 F
1+ R
Pro /L = 0,3 méme
. F - P
Tmay = 11385 = Ty © 1230 5 (3.8)
Jak znémo, inZenyrskéd teorie ohybu tyto hodnoty nerozli3uje a dévéd
. . F
Tmay = Tyzq = 1,333 iy (3.9)

Elipticky prifez o poloosdch b, N je ohrani&en elipsou, kterd mé
rovnici
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_— r — =
b = (3.10)
Tentokrédte vyjde
Fh* 2
o = o7 (- ) (3.11)
takZe
- B (Mtp) k. F g,
¢ 91(4+/u) (B*+ 3h%) 7 (g v+ 2t-ht)y (3.12)
Nap&ti uprost¥fed pritrezu vychéei
ial ¥ Aui b b
Tmax = 73 o+ 3nt ] (3.13)

a napéti v koncovych bodech neutrédlni osy

- L 4¥+bl+(1+ﬂ)h?
T (o 07

(3.14)

Nap&ti Txz je po neutrélni ose rozddleno tim nerovnom&rn&ji, &im je
SiFka b v&taf ne% v§ska 2h prifezu. Je-1i b >»>h , M= 0,3, vyjde

: F ] F
Tmax = 1S4 Ty = 092 (3.15)
Obdélnfkovy prirez o Sifce lb a vysce 1h je ohraniZen primkami,
pro n&% plati rovnice
(y2-b%) (2%-h%) =0 (3.16)
Vezmeme )
Fh
ty) = 53 = lonet (3.17)

Na stranéch % =*th bude podminka (2.25) spln&na. Pro V=ib méme zase
dy/ds= 0, takZe § = 0 na celém obvodu prifezu. ReSeni nelze ziskat
v uzavieném tvaru, ale jen ve tvaru nekone&né rady. Pivodni Fredeni po-
chézi od Saint-Venanta; viz té% préci Reissnera a Thomase /7/. Uvedeme
pouze vysledky.

F
Nap&t{ uprostfed priftezu (v bodd y=0, 2:0) vyjde Twao = 75 fo (%) (3.18)
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a nap&ti v koncovych bodech neutrdlni osy ( y=ip, z-=0) bude

3F h
Taay = '577'£‘('17) (3.19)

Hodnoty 'fa , 11 jsou v tab; 1. Nap&t{ Txz Jje sudou funkci souradnice y .

Tab. 1 Funkce fo , {4 pro obdélnikovy prirez

Funkce hib 2 1l 0,5 0,25
3 Jo = 0,3 0,980 0,931 0,834 0,775
o= 0,25 0,983 0,940 0,856 0,805
! M o=0,3 1,038 1,145 1,457 2,140
1 M = 0,25 1,033 1,126 1,396 1,988

Jak znémo, elementdrn{ inZenyrskd teorie ohybu hodnoty Txzo a Txz
nerozlisuje a d4vé 'fo = f( =1 . 2 tab. 1 1ze posoudit chybu, kterd tim
vzniké.

Je-1i nosnfk velmi Ziroky ( b> 1Sh ), nevzniké ne jv&t3{ smykové na-
p&tf na okrajich V=tb , 2-0 , ale v bodech Y=t¥% , 2=th na 3iroké
strand v blizkosti rohll a je to nikoli svislé, ale vodorovné napéti ’ny
(tab., 2).

Tab. 2 Teénéd napdt{ v nosniku se 3irokym obdélnikovym prifezem
pro u = 0,25

b Tyz Ltbﬂ) lTxy‘ (i’z,ih)’ b- '}Z‘
h AF | 24 2F( 1R . Ih
0 1,000 0,000 0,000
2 1,396 . 0,316 0,314
4 1,988 0,968 0,522
6 2,582 1,695 0,649
8 3,176 2,452 0,739
10 3,770 3,226 0,810
15 5,255 5,202 0,939
20 6,740 7,209 1,030
25 8,225 9,233 1,102
30 15,650 19,466 1,322

Nap&tf Txy je lichou funkc{ souiednic Y , 2 . InZenyrské teorie
ohybu je zsnedbdvd. PribZhy nap&ti Txy, Txz na okrajich obdélnikového
prifezu naznaduje schematicky obr. 12.



1r*3;(b,z=)

Tyyly, )
LY
—r —=| =
2h -
e
obr, 12

4. KRIVY PRUT Z HLEDISKA TEORIE ROVIWNE PRUZNOSTI

VySet¥ime napjatost v desce o tloudfce lh , kterd mé tvar mezikru-
hové vysele a je naméhéna rovinnym ohybem (obr. 13). Airyho funkci napé&-
ti 9 (xy) prevedeme do polérnich soutadnic. Misto vzorct (1.15) a (1.18)

dostaneme —1 "Wf 1 o i
Sr ¥ B T gy
]
RS T L !
'D’ L fo ; ?@ (4.1)
v =~ (% 7))

./



-

. (9, . 4 TE

V@*Tﬁ?”7ﬂ+ﬁgu} bt
ve(v:g) = O

Vzhledem k rotadni symetrii bude funkce @5 zdviset pouze na polomé&ru 7,

tekZe parcidlni derivace podle ( odpadnou. Pak

4 24 LK)
Gy =¥ 77 / GJQ:W) Tr¢f=o (4.3)
MO g g 4 g 4 9@
VO s et F R T ATt A 0 e
Vezmeme
" < Atr + Brilar + ot (4.5)

Dosazenim se lze presv&dlit, Ze funkce (4.5) splnuje rovnici (4.4). Zde
A, B, C jsou konstanty. Hledané reZeni musi vyhovovat okrajovym pod-
minkém

S =0 pro r=a r=b (4.6)

be dr =0 lhth rar = - M
A oY (4.7)

Podminky (4.7) vyjadfuji{ statickou ekvivalenci elementérnich sil ihGQcm“
v prifezu s ohybovym momentem ™ ,
S pouZitim (4.1), (4.5) aZ (4.7) vyjde
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atb*

b 72 r a_
ihb( rtf o +bn 5 v otin <7)

b

a

.'lhD -+ b%n — T 4 en——i—b"‘ at) . (4.8)

Try = O

Pfitom_ B
= (b -a¥) - 4o (3 )" (4.9)

Ne jvdtd1 nap&t{ vznik4 ne polom&ru Y= | a to

b
Sy, ™ 1;; (26%n 5 ~ b™+a") (4.10)

Jak znémo, Winklerova inZenyrské teorie k¥iv§ch prutd zanedbdvéd nap&ti
Gr a pro obvodové nap&ti Gy A4véd hyperbolicky pribh

Lot

r pb-a N a .

(A4 b)th 2 2( b-a) (4.11)

M
S T

Linearizovany pr&b&h podle elementérnf teorie tenkych prutd je popsén
vzorcem '

M. bta-2r
n (b-a)3 : (4.12)

G’q’

Ne jv&t3{ nap&ti odtud dostaneme, kdyZ dosadime r=Q , Srovndni vdech t¥{
teori{ umoZnuje tab. 3.

Tab. 3 Srovnédni p¥ibliZnych vzorcl pro vypolet nejvEt8iho napdti pii
&istém ohybu k¥ivého prutu obdélnikového pritfezu

b Presné fesdeni Winklerova teorie | Linedrni pribs&h
[a (4.10) (4.11)

1,3 100 99,9 . 91,3

2 100 99,6 17,4

3 100 99,7 65,4
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5. TUHOST HRIDELD S RAHLOU ZMENOU PRUREZU

Méni-1i se prifez po délce noeniku jen zvolns, mdZeme piedpokléddat,
Je se tim nenarudf platnost teorie ohybu odvogzené pro prigmatické nosni-
ky. Pouze ohybové tuhost EJ jiZ nebude konstantni, ale bude funkci sou-
fadnice X . Pro malé prihyby W(X) pak bude platit diferenciélni rovnice

M (x)
EJ ()
Zdporné zneménko na pravé strand plati pro pFipad, %e prihyb w = w(x)
sm&fuje od osy X dold a %3e kladny ohybovy moment je definovén tak, aby
plisobil tah ve spodnim vldkn&. Toto pravidlo plati pro pfipad, %e rovina
ohybu je svislé&.

W“(X) = - ‘501)

V praxi se vzorce (5.1) pouZivéd i tehdy, m&ni-li se:prifez nespoji-
t&. Jak ukézelil Sanderson a Kitching /8/, vznikd tim chyba, které se
projevi vice nebo mén& podle toho, jaky je geometricky tvar a jak probi-
hé ohybovy moment h¥{dele. K presndjsimu vypoltu je t¥eba nespojitou
zm&nu osového kvadratického momentu prifezu nahredit spojitou funkei a
rovnici (5.1) pak #edit s touto ndhradni spojitod funke{ (numericky nebo
graficky). Auto?i préce /8/ ji zjistovali s pouiitim feSeni prostorovych
iloh metodou kone¥nych prvkil, Tvar h¥f{dele osazeného v délce b 2z primé-
ru A na primér D je zrejmy z obr. 14. Vypodte se velilina

fh = (?T)m , (5.2)

kterd umofni zafadit dany pfipad do n&které z kategorii A az D vyzna-
&enych na obr. 15. Z ndsledujicich obrézkd se pro dany pomér Dld odeste
pomdr JW)/Jo , kde

x
Jo = g At (5.3)

a dosadil do rovnice (5.1). Ta se pak integruje numericky.

S R
: . o

Obr. 14
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D/d

Obr. 15

Jde-1i o kategorii A (ojedin&lé osazen{ v dlouhém hrideli), pouZi-
je se obr. 16. Pro kategorii B (stredn& dlouhd osazend &ést) se pouZije
superpozice pribZhd ode&tenych z obr. 16 tak, jak naznaduje obr. 17. Ko-
ne&né& pré kategorii D (krétké osazend &édst) plat{ obr. 18. Pro katego-
rii C neméme %4dny podklad. Je moZné pouZft sugerpozice stejn& jako
v pripadé P (s omezujicf podminkou le=‘ﬂ P

512
256 -

128 N

/

1.5

/

-1 x/d 0 x/gD 1

Obr. 16

x) Obrézky jsou v semilogaritmickych soufadnicich. Na to je tPeba p¥i
superpozici pamatovat.
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X
N
i /\
| X
J(x,)
Jo Xy == =
J(x) /\

o~ x =~ .

=

J |
Jx) =J(x) +J(x,) — TDY64
Obr. 17
D
32 , =>2
16 %=0725 B4=0,5 |Pra=10 | [|d
15
8 2
4 15 11,25
D ’ 1,25 |
2 215 1125 1125
1 470,125 ~ »
05
1 xid 0 -1 x/d 0 -1 xd 0
Obr. 18

Poznamene jme, %e hodnota J(X) uprost¥ed osazeni je u kategorie B
v&t3{ ne¥ WDt/ GY v Addsledku superpozice vlivd obou nespojitost{ prire-
zu. Opak plati ze stejného ddvodu pro kategorii D .

InZenyrim by bylo jist& p¥ifjemn&jsi, kdyby se misto funkce J(x)
po¥fitalo v celém intervalu O < x<b 8 n&jakou efektivni, konstantni
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hodnotou osového kvadratického momentu prifesgu tak, jako to najdeme ve
etarf literatufe pro vliv nalisovanfch turbinovjch kotou¥d /9/, /10/.
Av3ak tu by se ukézalo, Ze vysledky by nebyly dost univerzdlni. Hodnota
Jet by zévisela nejen na geometrii h¥ifdele, ale také na gplsobu jeho
zati%enf, zejména na pridb%hu ohybového momentu M) .

Obdobnou UYlohu pro krut Fe3il Sahn /11/. Osazenim se zpravidla p¥e-
néd81 konstantni kroutici moment, takZe nenf{ nutné zavdd&t prom&nny mo-
ment tuhosti v krutu Je(X) , ale stal{ poditat s jeho nespojitou zmé&nou
(brét Ju po ¥dstech konstantni) a vliv koncentrované deformace v mistd
osazeni nebo zdpichu zapoditat zv&tSenim vypodtové délky hi{dele s men-
5im pritezem o prirdstek A¢ |, tj. brét jeho "redukovanou” délku

Leea = L+ AL

Velikost A{¢ 1ze ode¥fst z disgraml, které uvddime ddle.
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03 P u

01
N
0’2 —— 012 \ \

BN
TN

B>

— -
A=)
wn
y

0 \\\ \,
| 06 N\ \\,
~{ N
-0l1 p— 0,7 \
_gp 08 \;
' 3
—e
-03 0 \

0 -02 04 056 08 1



L_*i l al

Obr. 20

Z obr. 19 je moZno odedist piirdstek A{ v pom&ru k polom&ru V" ,
coZ je mend3i z obou polomérd, v zévislosti na pom&ru V/R osazeného hi¥i-
dele (obr.20). Symbolem R zna¥ime v&t3{ polomér, symbolem € polom&r
zaobleni kofene vrubu. K¥ivky na obr. 19 jsou zakresleny pro parametr
@/r . Pripad @/r = O odpovidd ostrému osazeni.

Je-1i osazeni ostré a hiidel duty (polom&r dutiny je Yo , viz obr.
21), plat{i obr. 22. Mé-1i h#fdel o polom&ru " nékrufek o polomé&ru R a
osazeni je ostré (obr. 23), odedteme priristek délky A 2z obr. 24.

Pro h¥f{del s ostrym zdpichem (8 obvodovou trhlinou) podle obr. 25
plati obr. 26. Kone¥n& pro h¥idel s pllkruhovym zépichem podle obr. 27
plat{ obr. 28.

Hodnoty uvedené pro osazeni a nékruZky s nulovym polomérem zaobleni
by bylo moZno pouZit teké pro nalisované néboje, av8ek jen p¥i malych
naméhénich. Jinak vznikaji relativni skluzy na okraji dotykové plochy
a deformace jsou v&t3{ /12/.

V koteni ostrych vrubd ddvd teorie pruZnosti nekoneén& velkd napé&ti.
Ta ve skutelnosti nemohou vzniknout, nap&tf zlstanou kone&nd vlivem plas-
tickych deformaci. Zde uvedené vysledky plati za piedpokladu, %e oblast
zasaZené plastickymi deformacemi je z hlediska poddajnosti h¥idele zane-
dbatelné.

Obr. 21
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Priklad
]

Vzéd jemné oto&eni koncld h¥idele podle obr. 25, resp. 27 se vypoidte
ze vzorce

_ M\«.L M AL
?= G T Rt/L t 6 Ertf2

Délka Al se ode¥te z obr. 26, resp. z obr. 28.

Pro hii{del s nékruikem podle obr. 23 dostaneme

Me L Me.2(4+ Al)
Gm RY Iy 6 wrt{o

g =
V té&chto vzoreich je TRYIZ resp. "'/ moment tuhosti hfidele v kru-

tu, 6 modul pruZnosti ve smyku. Hodnotu A{ pro h¥fdel s nékruZkem oge-
&teme 2z obr. 24.

6. SLOZENY NoSNfK S TUHYMI, VZAJEMNE PROPOJENYMI KONCOVIMI CELY

T&lesa velkych rotord byvaji seatavena z kotoudd spo jenych sousta-~
vou svornikd. Navrhuji se tak z technologickych divodd /13/. Jinym p¥i-
kladem konstrukce tohoto typu je stator velkého elektrického generédtoru,
jeho% t&leso je sloZeno z mnoha mezikruhovfch segmentd dynamového plechu
a sta¥eno prib&%nymi svorniky mezi dv& relativn& tuhd ¥ela. Zvlé3tnosti
tohoto uspordddni je, %e napjatost jddra konstrukce (kotoudd, mezikruho-
vych 1listd dynamového plechu apod.) zévisi na lokélni deformaci nosniku,
tj. na zm&n& kPivosti ohybové ¥éry, kdeZto napjatost svornikd je déna
pfevdin& jen relativnim pohybem koncovych Zel. U list&nych konstrukei- je
tfeba mimo to poditat 8 nelinedérni deforma®ni charakteristikou jédra
/14/. Stejného typu je i uloha o nosniku s &ely spojenymi lanem /15/.

Metodu FeSeni ukéZeme na zjednoduleném modelu sestdvajicim 2z linedr
né& pruZného "jéddra" ve tvaru mezikruhového védlce o polom&rech ', > vy
a o délce £ . Na koncich X =0 resp. X=£ Je védlec zakon¥en tuhymi &ely
spojenymi na roztené kruZnici o polom&ru r, soustavou pravideln& roz-
misténych svornikd ¢li o celkovém po&tu Nh>1 , Budeme predpoklédat, Ze
nosnik je na &epech el prost& podepfen a v délce L gzati%en rovnom&rn&
vliastni tfhou 4 [N/m] (obr. 29).
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Obr. 29

Neplsobi-1li na nosnik %Z4dné p¥{i&né zatiZeni (q_= 0), je v n&m pouze
predp&ti vzniklé utsfenim matek svornikd. A¥koli Jje velmi obtiZné doséh-
nout ste jné velikosti sil ve svornicich, budeme piedpokléddat, Ze v kaZ-
dém z predepjatych nosnikd pisobi stejnd tahové sfla [, , takZe tlakové
napéti v jédru nosniku bude

o - h Fo . (6.1)

kde

wa*
S=m(n-rf-n = (6.2}

je plocha mezikru%i zmenZend o " otvorld pro svorniky ®d . Pom&rné stla-
¢eni jéddra tlakem r% je - ¢, (minus, nebof jde o zéporné pom&rné prodlou-
Zeni).

Zvolme nyni soustavu kartézskych soufadnic X , y , z tak, %e osa
padne do osy nepretvoreného nosniku, osa Yy bude vodorovné a osa Z svis-
14 (ve sméru p¥{&ného zatiZeni vlastni tihou). Bude-li platit Bernoulli-
ho-Navierova hypotéza o zachovdni rovinnosti prifezd, bude pom&rné osové
prodlouZeni zatiZeného nosniku

Ey = & (x,2) = €5 t % (x)2 (6.3)

kde ® =% (x) je kFivost st¥ednice a ¢, Jjeji poldteini pom&rné pro-
dlou%eni (je ov3em €,< 0). K¥ivost ¥ Jje kladné, leZi-1li stfed k¥ivosti
nad stfednici. Pro napé&tf{ G, =-po je definovén te¥ny modul

A Gx

E o
—t d Ex

(6.4)
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Budeme predpoklédat, %e ohybové deformace jsou malé, takZfe pro n& bude
platit rovnice (6.4) i tehdy, nebude-li zévislost &x= £€,(6x) lineédrns
a zm&na pom&rného prodlouZeni infinitesimdlni. Bude pak

AGy ¥ By A% = E ()2 (6.5)

Pro linedrn& pruZny materidl se te&ny modul Et ztoto2nt s Youngovym mo-
dulem pruZnosti E ., M4-1i jédro nelinedrnf deformedni charakteristiku,
budou se ob& hodnoty lisit.

Pro k -ty svornik méme soufadnici

. . (ATl
z2=3,= % Mqu),,_=\fo/ww(’—ﬁ— +Lf’o) (6.6)

kde Yo Jje libovolny polételni thel (zdvisly na pootoleni nosniku) a
k =1,2, ..., " . Jeho pomérné prodloufeni vyvolané ohybem bude

AE, = 2y j () adx g (6.7)
[

Dva sousedni fezy vzddlené OX se totii vzdjemnd otof o uhel Oy = %olX
a vzdélenost mezi nimi se na soufadnici Z =2, zvdt3f o % dtf . Odtud
plyne (6.7). Pro vnit¥ni statické udinky (M-ohybovy moment, N - osové
sila, T - posouvajici sfla) musi platit podmfnky statické ekvivalence

h
N szG;dS + 0k +C1£45z (6.8)
2
M= (26, ds +cll za€, (6.9)
g k=t -
T = § Tyz AS (6.10)
kde
T
¢ = E TL_ 6’1 = _bo + AG;(. (6011)

Vzhledem k platnosti (6.1) bude

Sgpods = nk (6.12)
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tak¥e po dosageni za Oy 2 rovnice (6.11) do (6.8) bude

h
N = _(AG';( as +CZZ AE, (6.13)
[y k=1

Tato hodnota musi byt nulové (%4dné osovéd sila ve skutednosti nepisobi).
ProtoZe

1 s 17k
Z&M% =Z/WW( A F o) =0 (6.14)
k=4 k,=1
a také
SS zds =0 (6.15)

Je podminka nulové osové sily splnéna.X) Z rovnice (6.9) dostaneme

0 h
M(x) = Ex 2200 jzﬁocSJrc Joec»c)atxz 2, (6.16)
. , k=t )
Oznadime
7 = S 22dS (6.17)
; .
a vypolteme
.~ I Td? &
J = T nt-rt) - - L # (6.18)
k=
n n Tk = 1 L
. T
Z 2, = o }_ AWCL(T *%) =) L =L 1‘600(7 t 7—%)] = %Voz (6.19)
k=1 =1 k=1
Vyjde tedy
_ Yy Tn
I= 7 la-n") - 5 (6.20)

x) StaZi do rovnice (6.13) dosadit z rovnic (6.5), pop*. (6.6) a (6.7),
abychom to ihned poznali,
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s £ rovnice (6.16)

>

¢

M) = E 200 T+ 7 cr? [ 200 ox (6.21)
o]
Protoze %0 =dy () /dx | je
M) = BT+ 7 e Ly(8)-ylo)] (6.22)

kde Y znadt dhel, ktery svird te&na k ohybové ¥éFfe s osou X (zanedbé-
véme-1li smykové deformace). V hranaté zdvorce (6.22) je tedy relativni
dhel obou &el nosniku. Z rovnice (6.22) poznédvéme, Ze X(x) mé tvar

M(x)

Wlx) = —-+ - Co
[€%) E. 1 C (6.23)

kde

Co FTyle)- ¢ (o] (6.24)

ST

Kdy% (6.23) dosadime do rovnice (6.21) dostaneme

n n
ColBe T+ Tcnll) = Tent E (6.25)
Tuto rovnici upravime a za ¢ dosadime ze vztahu (6.11).
VyJjde
L
¢, o i (6.26)
14+ BE1 g3 ke
Janro’Ldl

ProtoZte prib&h M(x) znéme, mdZeme konstantu C, vypolitat. Podle obr.29
méme v intervalu 0< x < ¢
94

L-¢ 2
Moy = 4 (ot — ) - & (6.27)

nebot R = 9¢|2. . Tihu &el zanedbévéme. Délkové zatiZend q_ pisobi proto
jen na intervalu O0< x< ¢ ., Integraci dostaneme

¢ ¢ ¢ 3 qc’
g M) dx = f%f (& +-—,L—-J ﬂ;— ~7 (3L-2¢) (6.28)

c
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Je tedy

1 g€ (3L-2¢)
nn Ergd®

Nyni odvodime rovnici ohybové &éry W =W (x) . Zapo¥itéme piitom také
smykové deformace.

Ghel Y Jjsme definovali tak, %e pro X > 0O se prifezy s rostoucim X
otd¥eji proti hodinovym rudilkém. Podle obr. 30 bude tedy platit, Ze

Adw = -~y dy +y dx (6:30)
V této rovnici zna¥df 7y zkos, takie
ks GS

yd
w+ dw

Bl
X dx

X
o
e

Obr. 30

Vliivem smyku dochdzi k deplaenaci prifrezli. Za predpokladu, Ze posouvajici
sila se mdn{ jen zvolna, je deplanace soumeznych (nekone&n& blizkych)
prifezd prakticky stejnéd a jeji vliv na osovéd pom&rnéd prodlou%eni lze
zanedbat. Te&né roviny k prifezdm vedené v jejich stredech A , B (obr.
30) sviraji spolu theldY . Vlivem smyku se prifezy relativnd posunou,
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tak¥e oblouk stfednice AR pFfejde v oblouk AB',Normaly k prifezim v bodech R )B‘
jsou rovnob&%né. Uhel Bnp' je prdvé zkos % .

Rovnici (6.30) zderivujeme, za 0{9"/0{\( dosadime 2%(y) a gza AT/dx
dosadime ~q . Bude pak

d? 4
- - - (6.32)
ax e
S poufitim (6.23) vyjde nakonec
dw M4 (6.33)
ot = By J 9 ks GA

za M) dosadime z rovnice (6.27) a za Co z rovnice (6.29). Rovnici
(6.33) integrujeme & okrajovymi podminkami

wlo) = Wio) =3
wie) = -w'le) BE (6.34)

Vyplyvaj{ z predpokledu, Ze deformaci Zepd a &el lze zanedbat. Vzhledem
k ‘soumérnosti miZeme d?uhou g podminek (6534) nahradit podminkou

| w'(%} =0 (6.35)

Integrace rovnice (6.33) je velmi jednoduchd a nebudeme ji proto rozepi-
sovat. ‘

Za koeficient K v rovniei (6.33) dosadime podle tab. 4 pro mezi-
kruhovy prifez x)
' 7\2
‘(S* b (114) (14 m")
(7 + 6//&)(71-m7‘)z+ (Zo-rm/u)m"'

(6.36)

kde M= r;[r, znadt pomér vnit¥niho a vn&jsiho poloméru,//b Poissonovo
tislo.

Diskuse

Pfedpoklédali jsme, %e k ohybu svornikd se spotfebuje jen zanedba-
telnd &4st ohybového momentu,. nebo¥ ohybové tuhost jddra je nepom&rné&
v&t31 neZ ohybovd tuhost svorniku. Také jsme zanedbali vili mezi svorni-
kem & jédrem, i pripadné tireni.

x) Viz té% 1lit. /16/, /17/ a /18/.
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Tab. 4 Geometrické vlastnosti ndkterych prifesd

§, Z = centrélni 08y; Yr , 2t = soufadnice tEZistd; S = prifesz
J = osovy kvadraticky moment; L; = smykovy koeficient

Prifes | ovr %, 8 J ks
b | 1
| ' Yr = bz | Iy =57 bh’ ’
Y - 2 10(1+um)
y— c z; =hh I5 =5 bh "+
S = bh 1
17 V2
a Yr = 0 Iy = Tab | gt (14w (ak b?)
_ Y (%0+3Fm)tC
Y'Y/' > 2. =0 3;‘1—,_*%'&% ° I
— J < A2
— § = %ab C el ltériop) s
— + bt
{’ZIZ
< A 1
Yr=0 Iy =Tz =y
ysy oy o ()
Zr Ft6pm
§ = &r"
zaZ
Yr =0 Jg = J5 =
r | N . C(t4) (14 m™)*®
er=0 “gx ("e"”:) (7’4‘6/#)("""'"1)1‘*6
§=I(Y2§-VZ) c =(20+19./u.)m"
m=rg/r
y I Yr= Z Jg = 0,709 3534 1
_A_h - T O S T M
y X T 315.’.‘ ja g *r 11308 +1,233 w
g-r*
VzaZ :
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_Bylo by chybou se domnivat, %fe pro rozdil hld miZeme psdt

1 £
$LL) - (o) "}53‘! M) alx (a)

nebof toto pravidlo o momentové plo¥e v daném pFipad® neplati. Moment
M(x) se totiZ neprenédi pouze jédrem, ale také svorniky. Jédrem se pre-
nese pouze &dst Mi(x) < M (y) , totiZ

My () = Bg T 2%K) (b)

Vyraz E.J] je ohybovéd tuhost jédra noeniku p¥i naméhéni v okolf pracovni-
ho predpdti Gy = -bo.

Nelze-1li poveZovat jédro nosniku za homogenni vélec, nahradi ee
E{J efextivni hodnotou vypodtenou z deformaZnich vlastnost{ jéddra nosni-
ku. Tekovy p¥ipad nastévd nap¥. u sklddanych rotord s dotykovou plochou
mezi kotouli omezenou na pom&rné& dszké mezikruif /13/.

Dal3im piredpokladem platnosti rovnic (6.8) a (6.9) je, %e viechny
svorniky sleduji pohyb &el a Ze tedy nedojde vlivem nedostate&ného p¥ed-
p&ti k jejich uvoln&ni. Pro vSechna k mus{ tedy platit podminka

ot
F(-J+E HAEK>O (C)

Z2a A f, pritom dosazujeme z rovnice (6.7). S pouZitim (6.24) vyjde

8LE,]

EAEE = Zt[\{’((/) "‘{?(O)] = —m

z¢ Co (a)

Konstanta Co je dédna vjrézem (6.29). Za Z. 2zvolime nejmén# pFiznivy
pripad, totiZ 2, =-1% ., Podminka (¢) tak ziskd4 tvar

A
fo > === G (e)

Udévéa velikost potrebného piredp&ti evorniki.
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7. PRISNE NEHOMOGENNf NOSNIKY

V pfedchozi kapitole jine s pomoci obr. 30 odvodili diferencidlni
rovnici pro ohybovou &4ru W(X) nosniku i se zretelem k jeho smykovym
deformacim. Nynf tento pfipad zobecnime., Budeme piedpokléddat, Ze nosnik
prendsf jest® tlakovou silu P (bude-1li tahové, dosadime -P ) a Ze spo-
¢1v4 na pru¥ném podklad®, ktery pfi prthybu W vyvolévd spojité rozdé&le-
nou reakeci kw ( k je Winklerdv modul podkladu) a p¥i otodeni strednice
o thel (¢ vyvolévé spojité rozd¥leny silovy moment n1*=-—k*q ( k*je
rotaini modul podkladu). ProtoZe zkos = T/ks6S [podle (6.31)], bude
platit kinematicky vztah

_W,_(fJ,__ (7.1)

Z Hookeova zdkona vyJjde

(7.2)

kde Mr Jje teplotni moment

My = J.EocA{:zdg (7.3)

g
At (z) Je rozdil teploty v daném bod& od teploty referen¥ni, kterd je
v celém nosniku konstantnf, X je délkovéd roztafnost. Z rovnic rovnovéhy
elementu nosniku o délce AX dostaneme, %e
aM

I
== T4 (E*-Ply- m B (7.4)

ar
) W = kW ‘.q’ (7.5)

Zde M je spojit& rozd&leny vné&js31 moment a q_ délkové zatiZeni. Vy¥znam
ostatnich veli&in jsme ji% vysv&tlili. M&rné momenty m , m* to&1f v opal-
ném smyslu neZ obihaji{ rudilky na hodindch. PouZivéme tedy konvence po-

dle obr. 31. Rovnice (7.1l), (7.2), (7.4) a (7.5) lze zapsat maticov& ve
tvaru

(w) -4 0 kesT(w] [
d ¥ 0 0 {/E] 0 ¥ by
—_ = < ST, )
olx ﬁM g 0 L*p 0 1 M 3 (7.6)
LT |k 0 0 0 T }qj
kde
51 = U fr = Mp |7
{'3 =-m j"-q = “‘}~
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Obr, 31

Plat{ pro p¥ipad, Ze ohyb nosniku se d&je v rovin& X , Z .,
Zkrédcend zapiSeme rovnici (7.6) takto

sy =TAl{s) +{4) | .1

Zde {S} =[\M ¢ M'T]T znadi tzv. stavovy vektor. Rovniei (7.7) mdZeme
tfesit nap*. s pouZitim exponenciélni funkce matice /19/.

Postupnym vylou¥enim n¥kterych prom&nnych lze rovnice (7.1), (7.2),
(7.4) a (7.5) upravit také do tvaru

g = - o [chS( —ty) 1+ kw _ | (7.8)

< S (B G ) 4 k68 T 4 (L Gs +kxp) ¢+ AN (7.9)
= ke 6S (—dﬂ—w) (7.10)

M = EJ %‘ﬁ-- M (7.11)

Polo%ime-1i v t&chto rovnicich M = 0, k*= 0, Mr =0, lim keGS -0
tj. zanedbdme-li smyk a bereme nulovy spojity moment v nosniku bez tep-
lotnich pnuti, dostaneme po Upravé tuto soustavu rovnic

ar AN )

dw

- 46 -



a Arw
RS- GE R AR (7.13)
a
M = - EJ OLX.L (701‘)
aw
T 7 T Tax (#:15)

Rovnice ve tvaru (7.12) a% (7.15) najdeme tém&F v kaZdé ulebnici apliko-
vané pruZfnosti. Jsou to Eulerovy - Bernoulliho rovnice.

Nyni tyto rovnice zobecnime pro pripad, %e se nosnik sklddd z riz-
norodych podélnych ty&i &i vlédken (vyztuh a pojiva). Lze si predstavit,
2e jde o soustavu navzdjem spojenych ty&{ rdznych elastickych vlastnostdi
(obr. 32). Jednotlivé tyde maji prifez S; , souradnice t¥Zi’t& V¢, 2oi
a modul pruZnosti E¢ .

Y,
B
"
%
Y
v,

Obr. 32

Predpokléde jme nyni, Ze se ty&e rovnom&rné& prodlouZi. Relativni
prodlouZeni v3ech ty%i bude stejné; oznalime je &£ . Nap&t{ bude viak
v kaZdé ty¥i jiné, a to

G: = Ece (7.16)

Pro polohu V.,¢, 2z plsobidt¥ vysledné sily
F- ¥ 6:St (7.17)

kterd by zpisobila rovnom&rné prodlouZeni ale %4dny ohyb, plati momento-
vé podminky
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Fa¥

22061 ¢ (7.19)

v nich? Yo = Vo*+yq; ) Zoi= 25+ 24, (obr. 32). Dosadime sem z rovnic
(7.16) a (7.17). Vyjde

Yo' € Y EiSi
2§E > E €& =€ 13 201 ¢ S¢ (7.21)

£ 1Yo Eg¢ S¢ (7.20)

V t&chto rovnicich se £ kréti. Zvolime né&jakou referen®ni hodnotu E
modulu pruZnosti a pod&lime ji rovnice (7.20) a (7.21). Poté vypodteme
soufadnice Yo, & . Po upravé bude :

Vo¥ = iS“—* ' Yot Si* (7.22)
"R

Zo* = '§. 2_206 SL* : ‘ (7.23)

kde
*— .

¢* = 2 Sy (7.24)
E.

o ==& - (7.25)

Vzorce (7.22) a (7.23) maji dpln& stejny tvar jako vzorce pro vypolet
polohy t&%i3t& prifezu (v homogennim nosniku) rozdsleného na &4sti. Lze
tak ukézat, Ze viechny vzorce platné pro homogenni nosnik budou i nadédle
platit, nahradime-1li plo3ny element d <S¢ hodnotou

dsE = L gy (7.26)

Dostaneme tak "modulové véZené™ prifezové charaekteristiky (oznadujeme je
hvé&zdigkou) '

prifeg E: '
SRR RN (7.27)
osové kvadratické momenty
* E¢ Ee
j\:lo = Z-E(" ij(: = Z -E“- ( ':]gc + 2;‘{ 31:) (7-28)
% E‘ E- (7-29)
Ja = Z.Etjaoc=z.ft(jz-f+yoﬁi S¢)
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‘a deviaini moment
- c.
* <
j}’n?:o - Z __E.— (’J}Tifz t+ yot ZOC gt,) (7.30)

K centrdlnim oedm \ , 2 budou tyto momenty

* % *L o %

Uy = jyo - Z—o g (7'31)
EAEEN VA (7.32)
Iy = Ty = Yok 8¥ (7.33)

Rovnice odvozené pro ohyb homogenniho nosniku v rovin& X , Z zdstanou

v platnosti, nahradime-li ohybovou tqyost EJ hodnotou Elb* a smyko-

vou tuhost kS(BS v§slednou hodnotou C . Pro vypolet této hodnoty neméme
Jjednoduchy piedpis. Lze-1li pfedpokléddat pribliZn& pravidelnou, kvaziho-

mogenni strukturu, miZeme brét

~ T ~

C =5 = k6S (7.34)
~ G,

S=2r7% % (7.35)

Maji-1i jednotlivé sloZky (vlédkna, tyle) stejné Poissonovo &islo, Jje
= ¢¥.
P¥i rovinném ohybu musi bft spln&na podminka
’ » _ ) ( . 6)
Jys = 0 . 7.3

Jinak je tPeba po&itat s tim, Ze ohyb bude prostorovy§. Predpokléde jme,
Ye v nosniku nebude tlakovd sfla (P = 0) a %e prifez nemé nulovy devial-
ni moment (7.33). Pak budou pro prostorovy ohyb platit rovnice

dw 1 :
o ooyt oE (%aTe -y, Ty) (7.37)
ax E(3F35-35)  ELIS 1A~ |

Rovnice (7.37) a (7.38) nastoup{ misto rovnic (7.1) a (7.2). Koeficienty
O3z , Olyz zévisi na tvaru quloZeni'prﬁrezu. Teplotni{ momenty jsou de-
finovédny vztahy :
\

MTS = & SX&A{:ZO(S* (7.39)
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MT} = E S{Q‘ A*{;y o(s* . (7.40)
zde At (y,2) je rozdil teplot v dandm bodd od referenZni teploty. Inte-
graci v rovnicich (7.39) a (7.40) uskuteinujeme po jednotlivych plodkéch

S; , takZe nap¥.

fwatzas*= Lo fat(y2) E—éd&‘ (7.41)
4 <
Referen®ni hodnotu modulu pruZnosti volime libovoln&, zpravidla
v8ak tak, aby se shodovala s modulem pruinosti n&které sloZky zastoupené
ve struktu¥e. U homogennich materiéld pak bude £ = E pro viechna {

takze EJy'=E, ¢*= S,

?

Poznédmka

Ve vypoétu ohybu p#i&n& nehomogenniho nosniku jsme zanedbali vliv
rizného Poissonova &isla na vzdjemné plsobeni strukturnich sloZek. Pres-
n&j3i vypodet pro vrstvené kruhové vdlce, ktery respektuje i rdznost
Poissonovych ¥isel, obsahuje prédce /20/.

8. PRIBLIZNY VfPOSET ROSTU

Ro3t se skl4dd4 z podélnikld a z p¥i&nikld, které se navzédjem kolmo
protinajfl a jsou v mistech prekiifeni pevné& spojeny. Budeme piedpoklé-
dat, Ze jek podélniky, tek pfiéniky maji stejny prifez a stejnou vzddle-
nost (u podélnikd jsou v3ak tyto hodnoty obecn& jiné neZ u p¥1&nikd).
Materidl je v obou piipadech ty%.

Podélniky maji gpravidlea funkci hlavnich nosnych prvkd a budeme je
proto &fslovatl, 2, ...,n, ...,N . P¥{eniky bfvaji kratd{ a predstavujl
soustavu vyztuh. Budeme je &islovat 1, 2, ...,Mm , ..., M . PP{klad ros-
tu proN = 2 aM = 6 je uvedeh na obr. 33. -

Oznaeni podélnikld a pri&nikd lze zaménit, tj. podélniky lze pova-
Zovat za pri¥niky a naopak. Stadf{ tedy, soustfedime-li se na rozbor de-
formaci a naméhdni pouze jedné z obon soustav, tj. na podélniky.
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Obr. 33

Vipo¥et zjednodusime predpokladem, %e krut podélnfkd i prf&nikd 1lze
zanedbat. Tento plredpoklad je oprédvnény, jsou-li prifezy oteviené a ten-
kosténné. Aviak ani v jingch p¥ipadech nevznikd v&t3f{ chyba neZ asi 5 %
/16/. Daldim zjednodudujicim p¥adpokladem bude, Ze pFiéniky se deformuji
do tvaru poloviny sinusovky. Prihyb podélnikd rozvineme do Fourierovy
rady, takZe p¥i prostém (kloubovém) podepieni koncd ro3tu bude prihyb
podélnikd o délce L '

TE x

a prihyb p¥i&nikd o délce / .
[v.e
, N ' 34Lwa ,
Wy, = L{ K aim i (8.2)

ProtoZe ohybové momenty dostaneme z prihybd teprve po dvojim derivovéni

a protoZe derivovédnim se chyby zveliduji, dostaneme ze vzorcd dobrou ap-

roximaci ohybovych momentd jen v podélnicich. Jejich pFetvéaireni jsme to-

ti% predpokladem (8.1) nijak zv1d3t neomezili. Omezeni, které klademe na

funkce Wh = W,(x) , je spojitost a spln&n{ okrajovych podminek W,(0)=0 ,

Wyif) =0 . Zato funkce Wy, = Mhnty)nedovoluje jiny tvar prihybovky prié&-

niku neZ sinusovku. Av3ak toto zjednodudeni zpisobi jen velmi ﬁélou chy-

bu ve vypoétu deformaci, takife deformadni podminka (prdhyb ve sty&niku

Jje pro podélnik i p¥i&nik spole&ny) umoZni pom&rn& presny vypolet vyztui-
ného plsobeni p¥i&nikd. K vypoZtu naméhéni se vztah (8.2) ji%Z nehodi.

Sklon N ~tého podélniku tedy bude

dw o mn & jxm FITx



a jeho ohybovy moment

Clad

_. diw R LR P PR
My =-El, o = Edptim &5 ;;(LL—) Ky sow —— (6.4)

NeZ budeme pokradovat v odvozovéni vzorcd pro soulinitele kJ Fou-
rierovy *ady, pFipomeneme n¥které vzorce znimé z matematiky. Predeviim
plati, Ze

JLAW&J—@M -

S L 1 (8.5)
L gnx kmx : 4 k)

[ 4w T aim =T ax =0 (prog (8.6)

0

( j , L jsou celd &fsla). K ddkazu vzorce (8.5) pouZi jeme substituce

X
- = (8.7)

a vztahu

Mndy = (4-con L) (8.8)

Vzorec (8.6) vyjadfuje zndmou vlastrost goniometrickych funkef éimjy ,
AMmkq , totiZ ortogonalitu ne intervalu <0, T> .

Dal3{ vzorec, ktery budeme potiebovat, je

N .
. g TN N+1 ‘
El AW T T T (8.9)
h=1
Nap¥. pro N = 2
RV} o Am v, 3 N+1
(simT) +(4m —37) = 03§ +07 = 7 = —7

K odvozeni vzorce (8.9) pou%ijeme nejprve formule (8.8).

Bude
N

N
Z. "il‘L ﬂ.nn)gﬁ_ivwﬂimn
A g T (2 7 001 "N+ 7~ L; N+ (8.10)

-
3
-~
>
"
-

>

Druhy &#len na pravé stran® rovnice (8.10) si mdZeme predstavit jako sou-
et prim&td stran pravidelného (N+1l)-thelniku do osy X , pridem¥ Adélka
jeho strany je 1/2 (obr. 34).X)

x) Pro kresleni obrézku bylo pouZito N = 5.
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2T

N+1

2y
M

0 112
obr. 34

Posledn{ strana, které by polygon uzavirala, chybi, nebol seZitéme
od 1 a0 N a nikoli do N + 1. V¥sledek tedy je
2xn 1

it L 8.11
e N+1 /A ( )

1=

S
1

>
-

K v¥podtu soudiniteld kj pouZi jeme principu virtuédlnich praci,
podle n&ho%Z se virtudlni préce oA vn& j8ich sil plsobicich na pruZné té&-
leso za rovnovéhy rovné virtudlni préci §U  vnit¥nich sil, tj. virtudl-
ni zm&né& deformadni energie. Deforma&ni energie v podélniku je

L

P hoy
1 2 o .9 In T QT2
Un = 7= [Mfcaay = 5 EGent 2 L (8.12)
P o Jst '

Vypo&etli jesme ji s pouZitim vzorecd (8.4), (8.5) a (8.6).
Ve v3ech podélnicich bude

= THEJp (N#H) &
LU, -

n=t 3L3.

f@ (8.13)

7!
Obdobn& vypolteme deformadni prdéci ve viech pri&nicich

L}Lfmﬂmﬂik? (8.14)

m 3 - ¢
. 8¢ i

N

-~

PFi odvozeni vzorcld (8.13) a (8.14) jsme pouZili formuli (8.9). Index
"P" se vztahuje k podélnikim, index " y! k p¥iénikim (vyztuhém).

Necht pisob{ pouze jedna osam&lé sila st . Je kolmé k roStu a pi-
sobi ve sty¥niku, v n¥m%Z se protind I -ty podélnik s S -tym p¥i&nikem.,
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Zm&ni-1i se nyni jeden ze soulinitell Fourierovy rady o nekonedn& malou
hodnotu Skk, vykond wvn&js{ sila Es virtudlni préci

. _ . irs
0A = F bw, = R in 3 N+1 A o 6K (8.15)
Virtudlni{ zmé&na deformadni energie je

2 - =
U = 9_"3( nZ'U" + Y U,) 8K, (8.16)
= m=A4

Kdy% do rovnice (8.16) dosadime vyrazy (8.13) a (8.14), dosteneme (pro
ur¥ité j ) . SET, (Men

Tt €7, (N+1) q xt = Jy (M+1 :
o KoKy + ves - K0 (8.17)

U =

Dosazenim (8.15) a (8.17) do podminky

sU (8.18)
dostaneme rovnici pro urdeni koeficientu kj. VyJjde
203 F. Am i Ky I
K. = TET, rl.*s’lﬂ _Nl\f Mg (8.19)
YV} v o —t 3q_§3 =

Znéme-1i tyto koeflcientx miZeme vypo&itat ne jen prﬁhyby, ale také ohy-
bové momenty v podélnicich pddle rovaice (8.4).

Kdybychom rovnici (8.4) je3t& jednou derivovali v domn&ni, Ze do-
staneme prib&h posouvajfc{i sily T, v nh -tém podélniku, byli bychom
zklamédni. Prib&h posouvajic{ sily je po ¥dstech konstantni, ve sty&ni-
cich nespojity. Tuto nespojitost Fourierova Fada nemid%e piesn& vystih-
nout; konverguje k aritmetickému prim&ru limit zleva a zprava a k pres-
n&j8imu vystiZeni prib&hu posouvajici{ sily v okoli sty®niki je treba
velkého po&tu s¥itancid. Posouvajici sflu by proto bylo t¥eba po&itat Jji-
nak /21/.

PouZitéd metoda vypo&tu umoZnuje velmi snadno respektovat zmenZend
Unosnosti vlivem vzp&ru. Pfenddi-l1li totiZ rost tlakové sily T% v podél-
nicich resp. R v p¥inicich, zvyBujl se jejich deformace pfiblliné

v poméru ( PP = P 3/ PPE respe. ( PVE o P )/ ’ kde
T EJ xﬂE]
Fe = 0% Pes — (8.20)
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jsou Bulerovy vzpérné sily. Je to ukézéno napf. v 1it. /22/, 41l II.
str. 52.

Kdy% takto doplnime d¥ive uvedeny vypolet a rozd3ifime jej i na jiné
zplisoby zatiZeni, dostaneme pro souinitele Ka- v¥razy uvedené v tab. 5.

Teb. 5 Koeficienty ,<j v rovnicich (8.1) aZ (8.4)
Zati¥eni k;
&81é sil M N
i:am ] 212 RE < E:; T j
X = X N+1 7 ( ( ) B ) M+1
e 1 [ SER=
Konstantni délkové y
zatiZeni ¢ pi- WL Pre Z Qs Koy Jrs
T S
sobi na S -ty prid- TEl Re-R e ; M1
N+t 41 £33/ 7 _ M-+1
nik I (D) (_J';L)U _P_—j%s)+ —
(8$=1,2,00., M)

Stejné zatiZeni

Postad{ brét j' = 1, takZe bude

Gy P T
pisobici na vE
* TET, Be-p, $°G L)
vSechny pti&niky )=
N+1 ([)3( )(1 _p_) M+1
T Jv PP 9

Tlakové sily T} v podélnicich,resp. ?Z v p¥i&nych vyztuhéch,mohou
vzniknout nejenom p¥imym silovym pisobenim v rovin& ro3tu, ale také ne-

p¥imo Y¥inkem teplotnich dilataci, nemohou-li se konce podélniky, resp.
pfi&nikd, voln& posouvat.

Poznémka

Prakticky postaéi, bereme-1i v sou&tech
0 M

~

Q€BD,
"
=y
s
n
—



9. STABILITA MR{ZE

Rozd{l mezi ro3tem a mi{%{ je ten, Ze rodt je neméhén p¥i¥n&, kdeiZ-
to mPiZ je naméhéna ve 8vé rovin&. Cb& tyto konstrukce lze povaZovat za
zvldatni typ rému a Fedit obvyklymi metodemi.

Vfhodné je, je-1i ro3t, popf. miiZ pravidelnd, napi. maji-1li vSechny
podélniky, resp. priZniky, stejny prﬁfei a stejnou rozte’. Priklad takové-
ho rodtu byl zndzornZn na obr. 33. Fak se viechny vztahy zjednodusuji.
Jak jsme ukézali v predchozi kapitole, lze energetickou metodou dostat
velmi uZitelné vzorce, které zahrnuji i vliv tlakovych sil v podélnicich,
pop¥. v p¥iénicich,na tuhost a naméhdni ros3tu p#i jeho daldim zaté&Zovédni
piriénymi silami (osam&lymi i spojit® rozd&lenymi).

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy ste jnd konstrukce je zati%ena
pouze tlakovymi silami v podélnicich (nikoli v p¥f&nicich), a chceme po-
soudit jeJj{ bezpeZnost vzhledem ke kritickému vzpérnému zatiZeni. Uvede-
me pouze vysledky, jejichZ odvozeni lze najit v lit. /23/.

Ne jprve vypoditéme konstantu

L* 9
Dy = 00866 —_— (3.1)
' V C1 563 (Jp/]v) .

kde L je aéika podélniku s osovym kvadratickym momentem JP o PFr{&néd vy-
ztuha mé4 délku L s osovy kvadraticky moment J, . Rozte& pFi&nych vyztuh
je s= L/(M+1) (obr. 35). Konstantu (, odeXteme z tab. 6.

L
e~ —
i ] 1| |
Pirit
—_— g
— G L o | -y -
—_— C -

Obr., 35
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Tab. 6 Hodnoty C; ve vzorcich (9.1) a (9.3)

Polet (9
podélnika Eonce priénych vyztuh

N prost& podeplené vetknuté
1 0,020 833 0,005 208 ¥
2 0,030 864 0,006 172 8
3 0,041 089 0,008 041 9
4 0,051 342 0,010 009
5 0,061 603 0,011 997
6 0,071 866 0,013 990
T 0,082 131 0,015 986
8 0,092 396 0,017 982
9 0,102 66 0,019 979
10 0,112 93 0,021 976

Dal3{ postup vypodtu zéle i na velikosti hodnoty D, , jak je z¥ej-
mé z tab. 7. K vypodtu kritické osové tlakové sily v podélnicich potie-
bujeme jedt& Eulerovu sfilu

wtE7
T?E = *——EEIL . (9.2)
a ptipadné& jed3t& konstantu
L'L
D'L = O;QO(L (9-3)

zrejmé D, = 2,3326 D, .

Tab., 7 Kritické osové s{ly v podélnicich

Konce
podélnikd DE ?Kﬂf
prost& D, €4 (1+Dy) Poe
odeptend
podep Dy > 1 D, Poe
vetknuté
D1 5 4 ) (24 D,) 'PPE

Vfpolet se tykd miiZe, jejiZ podélniky jsou zatiZeny stejnymi tla-
kovymi silami. Pr{&niky Zdédnou osovou silu nepPendseji. Jejich konce mo-
hou byt bud vetknuté nebo prostd podeprené. Predpoklddd se, Ze kritické
tlakové naméhéni zlstdvé v elastické oblasti.
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10. DILATACE A CHYB KRUHOVEHO PRSTENCE V JEHO ROVINE

Relativn® tenky uzavieny kruhovy prut nagzyvéme prstenec. Predpoklé-
déme, Ze pro n&j plati Bernoulliho-Navierova hypotéza o zachovéni rovin-
nosti prifezd, takZie posuvy bodd v prifezu jeou linedrnimi funkcemi sou-
fadnic (radidln{ a axidlni souradnice). Budeme také predpoklédat, Ze
plati teorie ohybu tenkych prutd, tj. Ze (vn&j81) rozméry prifezu jsou
malé ve srovnéni s polomé&rem,a %e jsou splnény podminky pro rovinny§ ohyb.

Obecnou teorii prstence rozdilujeme na dva pr¥ipady; na dilataci a
ohyb prstence v jeho rovin& a na ohyb a krut, pi#i n&mZ prstenec z roviny
vybofuje. Tento druhy pfiped probereme v pfi3ti kapitole.

Za prstence miZeme ve strojnictvi povaZovat rdzné nékruZky, prsten-
cové vyztuhy rota¥nich skotepin, Uzké pPiruby, vénce setrvadiniki a dis-
kovych kol.

Probereme nejprve dilataci a ohyb prstence v jeho rovin&. Vzhledem
k platnosti Bernoulliho-Navierovy hypotézy stadi vySetfit deformaci
strednice o polom&ru R , nebof posuvy ostatnich bodd jsou dény piredpo-
kladem, Ze prifezy zlstanou rovinné a Ze je atfednice.protiné i po de-
formaci kolmo. K popisu zvolime vdlcové souradnice ¥ , ¢y , z a tomu od-
povidajici posuvy U4 , V , W . Pfi rovinné deformaci prstence je axidlni
posuv W bodd na st¥edniei nulovy. Nenulové jsou pouze radidlni posuv U
a obvodovy posuv V ., Pro body na stfednici méme p¥ed deformaci sourad-
nice (R, ¢ , 0 ) a po deformaci ( R+U.,\?+V IR , 0 ). VySet¥ime, jaké
vznikd pom&rné prodlouZeni Eq a jaké zm¥na k¥ivosti &, strednice
v daném bod&. '




Na obr. 36 je vyznaden oblouk AB stdednice pred deformaci a jeho
poloha A; B4 po deformaci. Uhel Y , ktery sviré te&na k deformované
strednici v bod® A; s obvodovym smErem (s kolmici na paprsek 0A ) je

zie jm& du

lef

Y=

Tent§% thel v bodd By je
d?

U
YAy = ¥ F agg Ry

thel Ay, tedy je

dv 0(7"(,6

dy
-dq}+—-dty =dy+—¢ - Rag Rohfv

ProtoZe thel ¥ je maly, je prodlouZeni usedky AB rovno
Ai®y -~ AB = dy +udy

a pom&rné (obvodové) prodlouZeni bude

¢ - AiBi-AB  dvtudy
9 AB Rdy

Z troJjihelniku 01 A4 B, méme

Do vztahu (10.6) dosadime z rovnic (10.3) a (10.5). Vyjde

R1 au

Rydy + | dv - G RRidy = Raty tolv +udy

Tuto rovnici krétime soulinem RRMW-a dostaneme

A 4 dv Ay, 1 1 dv U

_ 4 — - - —_— — S— —

TR Ry Ray' T R R Rdy | RR

Rovnieci (10.8) upravime na tvar
A ("
(— B )(H' Qd\{)z R¥dy* T Ry

ProtoZe zmen3eni k¥ivosti je ddno vztahem

A
Ry

1
% :

takZe

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(10.9)

(10.10)

(10.11)



bude ' a v ) B dlu

w .
%, (14 W REdy® * RE (1- R2%,) (10.12)

Vyu%i jeme toho, %e posuvy a jejich derivace, jakoZ i zm&na kiivosti ¥,
jsou malé veli¥iny. Posuvy W , V Jjsou malé vghledem k R , derivace
du|Roly, dv/ Rdy jsou melé vzhledem k 1 a2 je malé vzhledem k 1/R.
Vzhledem k t&mto predpokladim lge druhé ¥leny v oblych zdvorkéch rovnice
(10.12) zanedbat. Dostaneme

Au U (10.13)

% Tag "R

Z Hookeova zékona a z Bernoulliho-Navierovy hypotézy lze odvodit vztah
mezi zmenSenim k¥ivosti %: a ohybovym momentem ™M , ktery pisobi tah
ve vnitfnim vlékné&

M (10.14)

®, = -EE—

. 2de EJ je ohybové tuhost prstence p¥i ohybu v jeho rovin&. Dosazenim

(10.14) do (10.13) dostaneme diferencidlni rovnici ohybové ¥éry prsten-

cex)

Ay w M
At E T T (10.15)

Veli&iny W , M 24vief na souradniei (f .

Krom& rovnice (10.14) pro ohyb méme jedt® podminku pro roztaZeni
st¥ednice

N
ES

ELf = (10.16)

kde ES je tuhost v tahu prstence naméhaného tahovou silou N . odtud a
z rovnice (10.5) dostaneme druhou diferencidlni rovnici ve tvaru

dvw N (10.17)
Rdy R ES

zde W , V , N zdvie{ na thlu Y , priZem? funkce U (y) je FeSenim
rovnice (10.15).

Diferenciélni rovnice (10.15) & (10.17) byly odvozeny z kinematic-
kych (geometrickych) vztahd a z konstitutivniho Hookeova zékona. Zbyvé
je8t& splnit diferencidlni rovnice statické rovnovéhy. Na obr. 37 je za-

x) Odvodil ji Boussinesq; viz /24/, popt. /22/, dil II, str. 95.
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Obr. 37

kreslena elementédrni &ést prstence o délce Qxﬂq . Je zatiZena ohybovym
momentem P1(q), tahovou silou N U*) y pPosouvajici silou 'T(Q) y ra-
didlni mE&rnou silou (délkovym zatiZenim) q{ly) , obvodovou mé&rnou si-~
lou f(ﬂﬂ a mérnym ohybovyh momentem Hﬁ(q). M&rné veliliny se vztahuji
k jednotce délky oblouku stFednice. Mus{ pro n& platit tyto rovnice:

(a) rovnovédha radidlnich sloZek sil

ar - _ g - N (10.18)
Rdy R
(b) rovnovéha obvodovych sloZek sil
d
N = b+ j;_ (10.19)
Rdy R
(¢) rovnovéha momentd
dM |

2 uvedenych silovfch veli&in jsou N , T , M vnit¥ni statické u&in-
ky, kdefto t , 4 , m jsou vn&;j81{ spojit& rozd¥lené efly a moment. Vn&j-
51 sily a momenty jsou dané, vnit¥ni sily Jje t¥eba hledat.

Je-1li napf. déno

t=t, Anng
% = qn quq (10021)
M = m, Mwny

kde N> 1 Jje celé &1islo a fn » Gn » Mn Jsou amplitudy, bude mit par-
tikulérni ¥eSenf rovnic (10.18) a% (10.20) tvar
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N = “LqCOanf
T = Tf\ an’ (10.22)
M = M, epany
Vzhledem k periodicit® odpadnou integra&ni konstanty. x)
Rovnice (10.18) a% (10.20) daji
"Too= GnR N, (10.23)

-nM, - (W\n-t-Tn)R
0dtud vyjde

R
No = wor (0t~ g0

R
Th = oy (NG, - tw)

(10.24)
1
Mﬂ ’—T(M,ﬁﬂ\)R )

Z m&rnych sil miZe byt konstantni pouze 4 (jinak by nebyly spln&ny pod-
minky celkové rovnovéhy prstence). V tom pi¥{padé

G = %o .

N'= No = g,R (10.25)
T=T

M- M,

Kdybychom poloZili N = 1, platilo by FeSeni (10.24) jen za piredpo-
kladu, %e C‘M:{:4 . Prvé dv& z rovnic (10.23) se pritom stanou linedrnd
zdvislé. Podminka Fesitelnosti 4,=t  soustavy rovnic (10.23) je zdro-
ven podminkou rovnovéhy sil pisobicich na cely prstenec.

Kdy%? Jjsme takto vyFe#ili otédzku wvnit¥nich sil, miZ¥eme je dosadit do
vzored (10.15) a (10.17). Re3enf posuvi bude mit tvar (pro N > 1, N ce-
1¢)

W= untoanq
Z rovnice (10.15) vyJjde
. 4 R* (10.27)
Un nt-4 E3J Ma

x) Uzavieny prut je staticky neurZity. Podminka periodicity je v podsta-
té deformalni podminka. Odpadnuti integradnich konstant znasmené, Ze
partikuldrni FeSeni je zdroven uplnym integrélem.
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a z rovaice (10.17) pro n> 1 x)

oo RNe R My (10.28)
" nES  nlm-n E3J

Prakticky ka%dé vn&jsi rovnovédZné zatiZeni prstence, které je sy-
metrické, pop¥. antisymetrické k n&které rovin&, miZeme vyjdd¥it Fourie-
rovymi PFadami

o0
9 = %*Z;’_% coany (10.29)
00
‘nL—:q.t“mw (10.30)
[v 0]
= m /
DZ:L n A Y (10.31)
Potom také
m .
N = Ny + Z Nncoonqz (10.32)
n=0
T, Almvn
Zai g (10.33)
o
M= Mo nZ:,LMn coany (10.34)
Q o0
= °"§—nz- (10.35)
o R N R M
_ N Ny n
V= nL_,)[ Ec n T EJ n(n1—1)] (10.36)
Pritom podle (10.15) a (10.18)
Mo = EJ F No = Yo R (10.37)

x) Pripad N = O,resp. N = 1, probereme zvlé&sf.
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a podle (10.17)
RN QR
U= —¢ = e (10.38)

Ostatni hodnoty jsou ddny rovnicemi (10.24).

Pripad N = 1 je zvld3tni tim, Ze vy%iaduje vazbu mezi ¢ a t1,jak
jeme ji% uvedli ( G, =t ). Rovnice (10.18) by byly jinak rozporné. Od-
délime-1li v tomto pfipad® polovinu prstence Yezem Y = 0O a Yy =X , do-
staneme z momentové podminky rovnovédhy ke st¥edu prstence hodnotu
N(=¢,R a z rovnice (10.18) nebo (10.19) také T, = 0. Z rovnice
(10.20) pak méme M; = 0. To znamend, e takto zatiZfeny prstenec se ne-
ohybé, tedy U; = 0. Existujf v nZm pouze obvodové posuvy V, =N R/ES =
=4, R?/ ES (maji pridb&h V=V Amy ).

Zpravidla v3ak vystadime s pifipady N =0, 2, 4, ...; Je to déno
stupném soum&rnosti vn&j3iho zatiZeni{. Tomu odpovidaj{ rovnice (10.29)
a¥ (10.38).

Je-1li treba, miZeme je&t& p¥ipojit redeni, které ziskédme, kdy%
v rovniefch (10.21) a (10.22) zamZnime Avwrwq za COOnYy a naopak.
V rovnicich (10.24) a%* (10.36) pek musime N zam&énit za -n . Superpozici
obou FeZeni bychom mohli vystihnout i zcela nesymetricky prib&h vndjiiho
zatiZeni.

Pozndmka

Vnucuje se otézka, jaky prakticky vyznam m&lo zavedeni m&rného shybového
momentu ™M (obr. 37). To pochopime, uv¥domime-li si, Ze nap¥. vestavdny
rozp&rny krouZek bude obecn® namdhén radidlnimi a obvodovymi silami ni-
koli na stifednici, ale na vn&jsim védlcovém povrchu, jehoZ polomér je

R+ hiz (obr. 38). Nechl jsou tyto sfly g ,popf. t . Z podminek sta-
tické ekvivalence dostaneme pro rovnocenné zatifeni na stiednici tyto
vztahy:

.5 ARth )
4= 2R
_ T 1R+h
t t_f“*m
m < =h (10.39)
2. P

Priklad

O sprdvnosti odvozenych vztahl se presvédiime Felenim Ulohy o rozpinéni
prstence dvéma radiélnimi silami podle obr. 39. Kdyby se re3eni ziskané
z rovnic (10.26) a%Z (10.36) 1lisilo od vysledkd znémych z literatury

(nap#. /22/, 411 1I, str. 77), nemohly by byt odvozené rovnice sprévné.
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Obr. 38 obr. 39

Osam&lé sfly F nahradfme mérnymi silami na intervalu 0 =< Y <1x
(obr. 40)

. :
q = e pro b=y <ce
m—g<uf<m+£
t-e < ¢ < 1w
%,= 0 Jinge.
al
()
; o~
N
| - d
- >
£ & £
T - LJ

Obr. 40

- 65 -



Pak pi‘eademe k limitd € -» 0. ProtoZe pro suaé h > Q

"

1. 7 . A .
j;.mﬂbni + —ﬁ-MAvne + " Awng =

—!:‘-/Sf/wng = he

it

a pro liché N tento integrédl vymizi, bude

D
9 (y) = = Ll T+l coo nyy |
nalll"r
Méme tedy
_F 1F
YT ® I~ =
a rovnice (10.31) d4vé
2 1FR ¢ coany
MU = L Matony =TT L Ty
n=')_|Lf‘|\n h”L.Lhu.

Vypodteme hodnotu M(0) . Pro § = O dévé soutet

2 1
S R 1 1 1
AR > Tttt =1
\'\=’)..Lp,... )
a tedy
FrR
M(O) = R

v souladu s vysledky znémymi z literatury /22/, které byly odvozeny ne-
zdvisle zavedenim vnit¥ni staticky neurZité velidiny a pouZitim Castig-
lianovy v&ty. Pro radiélni posuv v bod® Y = O (v plsobisti sfly F )
dostaneme, zanedbdme-1li dilataci prstence, 2z rovnice (10.35)

o9

2 3 o
N=0M, ... T IRA
ProtoZe souldet 4dvé
AW e R N
Ry g nms 1S =
-8

T = 0M6ss
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vy Jjde
FR3
EJ

T 4 FR> .
w(o) = (‘g‘ ‘f) =5 = 0074289
shodnd s 1it. /22/.

Diskuse

Je jist® gvlddtni, %e pro rovnom&rnou dilataci prstence W = Uo =
= konst, V = 0, W = O dostdvéme nenulovy} ohybovy moment M, = EJue [ R«
= g, J/S podle (10.37) a (10.38). Pro obdélnikovy pritez b.h je to

Mo = 4o WY1 . Tomu p¥isludi ohybové nap&t{ G = ¢Mo/bh* < Gol2b .
Tahové nap&ti je v tomto pripad® &, = N/s =g,R/bh . V krajnich vldknech
je tedy napé&ti 9y, resp. Oy s Vypo¥tend ze vzorce
_ GoR h

Horn{ znaménko plat{ pro vnit¥ni vlékno (‘”1 =R-hl2) , dolni znaménko
pro vné&js{ vldkno (rp, = Rehla) Druhy &len v oblé zdvorce je velmi

maly, Jje-1i h<< R ., Pex Je naﬁéti v rovnom&rné rozpinaném vé&nci kon-
stentni. ‘

Pripomenme si vzorce pro tlustostdnnou tlakovou nddobu s vnit¥nim
pretlakem. Pro ni je

nt+ n? _ 1r,*
G- 1T e p D
-

nt- e

KdyZ tlak P pfepodteme na ekvivalentni zatiZeni st¥fednice podle vztahu

%o n
TP

a za I, , I dosadime R=hiz , Gostaneme po Upravé x)

X
HR*

G, = BR (- y(1x

~ GoR h
oh )2 H (14 )

bh

h
b n~r* = bh (1—1—,2'

Vidime tedy, %e ohybovy moment Mo predstavuje korekci konstentniho ob-
vodového napé&tii na polytropicky prib&h zndmy z teorie tlakovych néddob.
Neni to tedy nic nepfirozeného, %¥e tento ohybovy moment vyZel nenulovy.

x) PouZi jeme vztahu (1- 6).{2’ 1+¢ pro €| <<
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_ Dédle se vnucuje otdzka, zda tento vypodet, p¥i ndmZ dané szatieni
=roz€?jims do Fourierovych rad, neni zbytelné& sloiity ve srovnémi e vi-
‘poftem pratence jake staticky neurditého k¥ivého prutu s pouZitim Ména-
bréovy nebo Castiglianovy vdty. Po pravdé ifeleno vyznam tedeni uvedeného
v této kapitole se ukéZe nejzretelndji teprve tehdy, je-li prstenec ve-
stavdn do néjaké staticky neurdité soustavy, takZe jeho zatiZeni neni
predem déno, ale ur¥uje se 3z deformsinich podminek pro kafdou Fourierowvu
sloZku zvlé5¥. Tak tomu je nap#. u véncld diskovych kol, u prstencd vesta-
v&nfch do nesoum&rn& zatiZenjch skoifepin apod. Toté% lze Fici i o teorii,
kterou uvedeme v nédsledujici kapitole. O aplikacich se sminime v kap. 1l2.

11. OHYB A KRUT KRUHOVEHO PRSTENCE PRI JEHO VYBOSENI Z ROVINY

V této kapitole budeme predpoklédat, %e se body stfednice prstence
posouvaji jenom axidln&. Prifezy si zachovdvaji rovinnost a kolmost
k ohybové E4Fe, mohou se v3ak také pootd¥et kolem te¥ny ke st¥ednici.
Zm&nu tvaru prifezu, jeho deplanaci, zejména vliv této deplanace na na-
pjatost zanedbdvéme. NaSe teorie bude proto platit jen pro prstence s pl-
nym nebo uzavienym prirezem, jeho% viechny rozméry jsou malé ve srovnéni
8 polomérem. Oto¥eni prifezu oznalime () , axidln{ posuv W . Deformace
elementu AB prstence jsou zndzornény na obr. 41l.

| ? (‘wdv




V prstenci plsobi ohybovy noment Mo , krouticf moment My a prfi-
néd posouvajici sile Q . Vn&js1 zatifeni predstavuje mdrné pri¥nd sila
@: a m&rny kroutief{ moment M, ; vztahuji se k oblouku st¥ednice jed-

notkové délky (obr. 42).

Q
q
M+ dMy
o M,
4 M dM,,
1 d / Mk
, 4
Q+dq
Qwr. 42
Z¥e jm& musi byt splnény podminky rovnovéhy
a9 .
Ray ~ &
Mo 1
Ray ~ R Me - &
dMy 1
Ry =M Mo

Budeme predpoklédat, Ze je déno (pronhyl, n celé)

my;’" rnkh COA”LF 2 q_= q_n U)'Jngf

Z rovnic (11.1) a% (11.3) dostaneme pro hledané funkce

A = Qn A(m,m(
Mo = Moy toany

Me = Min /WY\/Y\(.f

vysledek

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)



P¥ipad " = 0 odpovidé rovnom&rnému zkrucovéni prstence. Tehdy 9 = O,
m, = My, = konst. Vyjde

Q:O \ MggmkoR M =0 (1109)

Pripad N = 1 vyZaduje vazbu mezi M, a % ; muel toti% platit podmin-
ka celkové rovnovéhy

My = g, R (11.10)
Z rovnice (11.}) vyjde

Pokud plati (11.10), jsou rovnice (11.2) a (11.3) pro N = 1 linedrns&
zdvislé. Z kterékoli z nich vyjde poiminka

Mo+ My =3, R (11.12)

Separovat tyto dvé veli&iny budeme m>ci teprve pozd&ji pomoeci rovnice
(11.24). Nejdast&ji v3ak vysta¥ime s p¥ipady N = 0, 2, 4, eeo o

Nyni pfikro&ime k vypo&tu defornaci{. Otoli-1li se'né;jaky prifez ko-
lem stfednice o thel {y , posune se bod vzdédleny o Z od roviny stiredni-
ce radidlné o vzddlenost ZYy . Tim vznikne obvodové pom&rné prodlouZeni
Zy IR (za predpokladu, %e pritez zist4vd rovinny a jen se pootodf).
Obvodové pomZrné prodlouZeni v3ask vzaikd také relativni zmé&nou dhlu
dW/P.dL‘a, takZe o

dtw zY
Ey = -2 Rt 'R B (11.13)
Tomu odpovidd ohybovy moment
- d'w Yy 2
M°=§t&f”3=(—md¢+ Q)EJEO(S (11.14)

Integrél na pravé stran® (11.14) je viSak osovy kvadraticky moment J,
takZe

dty v
Mo = (= R dly? Y ) B (11.15)
Tak jeme ziskali prvni difere;lciélni rovn'ici pro ohyb
Aw Y M (11.16)
R olip* R £
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Druhou rovnici odvodime pro krut. Zkrouceni vzniké nejen otdZenim prife-
zd o dhel Y , ale také pouhym osovym posuvem W , pokud nejsou tyto ve-
1li%iny po obvodu konstantni. Abychom to nahlédli, budeme uvaZovat o &is-
tém ohybu tenké vysele obdélnikového prirezu (obr. 43). Je ziejmé, Ze
vyse¥ se pretvof{ do rozvinutelné plochy, tj. do tvaru &dsti kuZelového
pld43t&. Tim se pritez B vzhledem k prifezu A otodf o thel dw/R . Je-
din& tehdy budou obvodové pomérné prodlouZeni,a tim i ohybové nap&ti,
Um&rnd souradnici Z a nezédvisld na soutadnici I . Je-1li tedy thel

dy = -dw/R, je zkrouceni nulové.

e
Obr. 43
Pro krut tedy bude platit vztah
2 (dy+ d_W) M (11.17)
Rdly R €
Po upravé
o 4 dw M
Sl . (11.18)
Rdy R Rdy 6 Je

To je druhd diferencidlnf rovnice pro neznémé funkce Y (¢) , W(y) .
ReSeni{ rovnic (11.16) a (11.18) bude mit pro zatiZeni (11l.4) tvar

W = W, coany (11.19)

Integradni konstanty odpadaji{ vzhledem k periodicit&. Dosazenim (11.19),

(11.20) a (11.5) do rovnic (11.16) & (11.18) dostaneme pro h.> 1,
N celé

W - '1 MonQ" - L MLnQ" 1
"7 o £ Jo n o GI,

(11.21)
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A .
Yo = _Un R MR 1 (11.22)
n7'—4 Ejo Gj\’.

Je-1li N = 0, jde o rovnom&rn& zkrucovany prstenec. Jak jiZ vime,
plisobi v tomto p¥ipadé v prifezu - 24d4nliv& paradoxn& - pouze ohybovy
moment My= M _R = konst a prihyb W = 0. Z rovnice (11.16) psk méme

MR~ mR*
EJo Ed

= onet (11.23) -

Rovnice (11.17) je identicky spln&na. Vysledek (11.23) se shoduje s Fe-
Senim znémym z literatury (viz napt. /22/, 411 1I, str. 157).

Je-1i N =1, vedou rovnice (11.16) a (11.18) ke sporu, pokud neni

EJ
MN = 7 HH (11.24)
3
0dtud a z rovnice (11.12) vyjde
EJ
M = —= (11.25)
° ET+ Gj“ 61’1
My = 6%~ 2 : (11.26)
| E1+G63,
Pro amplitudy deformaci dostaneme pouze rovnici
g, ®
w. + Ry, = (11.27)
! Y1 E7+ 61,

Samoz¥e jm& musi platit podminka (11.10). K tomu lze superponovat oto&eni
prstence jako absolutnZ tuhého t&lesa, pro né&%Z plati podminka

W+ Ryt =0 (11.28)
To znamend, %¥e kteroukoli z amplitud W;, Y, v rovnici (11.27) miZeme
stanovit libovolné&. Zmé&nou této volby doséhneme pouze zménu otoleni
prstence kolem osy Y = T/?.  jako tuhého t¥lesa. To nahlédneme, kdy%
rovnice (11.27) a (11.28) selteme.
Napr{klad miZeme zvolit Fedeni
q,R
W = = ——
1 =0 Y EJ+ Gl (11.29)
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11

Yy =0 = m (11.30)

Ry
I

Sprédvnéd bude i linedrni kombinace t&chto dvou fedeni. Zvolime takovou,
kterd vyhovi geometrickym podminkém uloZeni pretence.

S pouZitim superpozice jednotlivych harmonickych sloZek miZeme
snadno dostat vysledky pro Jjakékoli pribZhy @j(q) . V“k{W) , které lze
rozvinout do Fourierovy fady. ProtoZe jsme to v pfedchozi kapitole po-
drobn& vysvétlili, nebudeme tyto Fady rozepisovat.

12. DISKOVA KOLA A SETRVACNIKY

Poznatky z 10. a 1ll. kapitely lze vyuZit k FeSeni napjatosti a de-
formaci vé&ncl diskovych kol a setrvadnikl, a to i setrvalnikd s rameny
pri obecném prostorovém naméhéni. K tomu potFebujeme rozvinout zatiZend
vénce do Fourierovych *ad a pro kaZdou z jejich sloZek napsat potfebnou
deformadni podminku, kterd vyjadfuje vazbu v&nce s diskem, popt. s rameny.
Re3eni je jednoduché, je-1li disk rovinny.

Uvedeme piiklad reSeni diskového ozubeného kola 8 &elnim Zikmym
ozubenim a vypolteme jeho deformaci a naméhdni vzniklé plsobenim osam&lé
sily F na v&nci, kters pisobi ve sm&ru osy kola (obr. 44).

e
7 c

7
ool /éi s o

‘a
b B
44

NN

Cbr.
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Vénec m& prarezy B . H , moment tuhosti v krutu (pFibliZng)

Jo = 0233 —
B+ HY

a osovy kvadraticky moment

4

Jo = 71 BH
Disk mé8 ohybovou tuhost
EW®
1204 - u»

Pro prihyb disku plati diferencidlnf rovnice (viz /25/, str. 317)

Abaw =0
ptigemZ pro operdtor A plati vztah (v poldrnich soufadnicich)

9 99' 4_12 1 Qlw
T T T T

ReSeni rovnice (12.4) mé obecn& tvar

% 00
W = Ro+ ) Ry, coamy + > R Atm my
ms=1 m=1

kde
Ro = Ao + Bol+ Colr £ Dor*nr
Ry = A +Biris ¢, 4 + Dyrlar
apro m>1
Ron= A"+ B0 B4 Cpu?™ % D, r 7"

)
Obdobné vztahy plati i pro Rm . Vyskytuji se v nich konstanty
\ . . .
A1 ’ B; 9 esey D; . Nebudeme je rozepisovat.

Ohybové momenty a kroutici moment v disku jsou

A\
H(\:~D[Ibw (1 ?W{_:{_?gf,«_/_tj}

Tt *

(12.1)

(12.2)

(12.3)

(12.4)

(12.5)

(12.6)

(12.7)

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)



Posouvajici sfly v disku jsou

?(aw)
¢="> g

Disk je na vnit¥nim obvodu Y =Q vetknutf, na vnZjiim obvodu Y=b je
k n&mu pripojen v&nec.

?
Qe = -D r (Aw) Q (12.13)

Jak znémo, do okrajovych podminek nevstupuje z disku posouvajici
sila Q samostatné, ale vidy Jjen v kombinaci s krouticim momentem ve
tvaru efektivni posouvajici sily

V = Q, —% (12.14)

Rovnice (12.4) a% (12.14) jsou odvozeny v lit. /25/.

Osam&lou sflu I plsobici v bod& V= R , Y= 0 rozvineme do Fou-
rierovy rady, jeji% slofky p¥edstavuji harmonicky prom&nné délkové zati-
tent g (ESN Ol 1302, ¥. 3.29; vhodn&jsi ndzev by byl liniové zatiZeni
nebo m&rnd sila)

F 1 =
g = ";ij(—z*' LCooqu)_ (12.15)
m=1
Je tedy
- __F ' F
%o Ton Gm = 73 (12.16)

V rovnici (12.6) ponechéme jen nulty &len a kosinové &leny.

Nyni vyu%ijeme Ye3eni z kap. 11 a sestavime deformaZni podminky pro
disk a vé&nec. Mezi véncem a diskem se bude ptend3et staticky neurdité
zatiZent{ V , M, (na polom&ru Y= b ).

Na v&nec se tedy podle obr. 45 pfenese zatiZeni

~ b b B
g=9-V¢ m,=Mr o tq 5 (12.17)

Veli&iny éi , M, se vztahujl ke st¥ednici "=R , kdezto V , M, pt-
sobf na poloméru V" =b = R - B/Z.

Deformadni podminky vyjad¥fuji skutednost, Ze prihyb a thel oto&eni
na polom&ru I'=b je pro disk a v&nec spoledny. Tedy

B
Wetise = Wygnee + ¥ 7
M

) pro v=b (12.18)
W Ty, N ¢
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q
(b
VD my
y My
dy '
p 'V «
—
0
Oomr. 49

Uvedeme pouze vy¥sledky odvozené v préci /26/ pro pifipad, Ze lze zaned-
bat rozdfl mezi polomdry b a R .

Ne jv&t31 prihyb, radidlni a obvodové ohybové nap&ti v disku vznika-
J{ v bod® r=b, Y = 0. Plat{ pro n& vzorce

F b?
Winax = 575 %mas

(12.19)
F F
Cemax = “'RT_(5nmx G;nm;= T Ymax
3(4-u*
% maw = —# H(ﬁ~—é;—)(1+q"/uo)-2(1+/xo)€ngo’1 +
v (g 2ng e 1-g%) +
+ i 15Xm I o meld
{ﬂw[(mﬂ)@ e ™ 1] +
m=2
+ @™ 4m - me- 1]
(12.20)
Boae = = o {00 1) + 2 (260 1) +
+ 16 m 1) -
2;2 X, @™ £ (m-1) (m+1) pom } ]
(12.21)
Ywax = = By (12.22)
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V té&chto vzorcich je /.b Poissonovo ¥1slo a dédle

=‘b/ - £ = G_]“
s Sal4 2¢ k . >
- So-A+1tne _ t- s
}'Lo Q'L-to }L‘ - g‘%_é1
¢ - Mrprd S - EtUtprl
';{4—/141'—1 E+y +/L+3
_ -1 % Y+ M
{:0 _l_:’%r_ {:1 - +Y +u -1
1 E 4 put3
. 2
/‘L = uM@m— sm@2+ m -1
m —
Mmez'"”-(mm)umgoimn
. {
)( 3
" Om +/“~m‘Pm
s, =Qam-1(u'm - Wy, Zh) = M (S S 21

c B, = M L () (Uy- Uz, ) - ME* (4, -ty 2 )]

Up = ImP(g ety tu-1)-mig-m (Y D],

b =L gy ) = 0PE (et )= 0y )] 5
- S = Dt (g vy o) + 0% 4 (g e -0 +pe)] 5,
 Zy o= Do (gt tp-1) rmig+ m(y +u-1)]

Uy = iy g ) m (g

o
3
i

m%z - m’z(gﬂz +/¢~1)-m(§*'272 tAt3) -

il

iy +m (g4 4w = m(EHDY +pwt 3) 4 Y

(§Y
il

- m3zl+m1(§+‘1 +/u—1)+m(§+/u,~1)

-T7 -



Tyto vzorce jsou sice snadno programovatelné, ale mélo piehledné.
Uvédime proto &i{selny priklad, ktery miZe slouZit ke kontrole programu.
P¥iklad je prevzat z préce /26/.

Pr{klad

Pro diskové kolo na obr. 44 je déno @ = 75 mm, b = R = 280 mm,
B =17,5 mm, H=70 mm, h = 12,5 mm, F = 1430 N.

VyJjde
280

b
Q = _ZL— = Is = 3,?3 333

; 11,5
Y = L1-/L'L)%(H7)5= (1-03") 5 (?‘—;—5—)3= 9,98 816

T 01385 (1-w) _-_____33”3 -
% T /L Rh3(8“4ﬁﬂ =
175°. 10°
= 0 1385(1—0;3) s to = 0,35116

180. 10,5 (13,52 30%)

Presn®jd{ vypolet podle vzorcld pro krut obdélnikového pritezu d4ava
€ = 0,809078. Pro dald{ vypo¥et vezmeme 1 =10, § = 0,8l. Ze vzorcd
(12.20) a% (12.22) vyjde
Xmax = 0,648, by, = 4,415, Pms= 1,325
takZe

Fb* 1430, 260"
Wonae = En? Kmow = mT-O.G% = 013 mm

~ 1430, 4415
Fax. ~ hiﬁwﬁx 12,52 = 4041 MPa

d

g‘cfmou :/“G’r‘max 03.4o 41 = 12,12 MPs

Rozméry disku jsme dosazovali v milimetrech, sflu v newtonech. Modul
pruZnosti v megapascalech. Nap&ti pak vyjdou také v megapascalech.

Zcela obdobn& lze Fedit diskové kolo zati¥ené radidlni silou. Tehdy
vstoupl do vypoltu vzorce z kapitoly 10. Pro disk dostaneme s pouZitim
Airyho funkce nap&t{ @ (ry) vztahy
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1 ¢ e
Cr = ?—,bifi + 5 'atfz | (12.23)
V¢
~ 9 494
‘rg =T r (7 w) (12.25)
piriZemZ

Rovnice (12.26) je obdobnd k rovnici (12.4), takZe také jeji{ reSeni mé
analogicky tvar.

Naznalené Pe3eni neni obtiZné, ale pom&rn& pracné. Vnucuje se proto
otézka, zda by nebylo moZné ziskat uZite&né vysledky n&jakou snazii, byl
mén& piibliZnou metodou. Skute&n&, PedSeni se zjednodusi, budeme-li v&nec
povaZovat za kruhovy prstenec uloZeny na disku jako na pruZném podkladu
a ohybany ve své rovin& /27/. Lze-1li predpokléddat, Ze m 0 , N< Qq "
dostaneme z rovnic (10.18) a (10.20) pribliZ%ny vztah

—Efﬁi—- (12.27)
Qq—dtf'z = q_ ] 7
Je~1li q_ reakci pruzného podkladu s modulem k takovou, Ze
g = -lew (12.28)
vyjde z rovnic (10.15) a (12.27) diferenciélni rovnice
dtu_ 1 du AL (12.29)
R“dq“ R? deqz EJ
Dosadime bezrozm&rovou promé&nnou
A = S| (12.30)
HEJ ~  EB%H )
a dostaneme
d'ty Ay
— — $p =
dg - Ay '+ Htw = 0 (12.31)
ReSenf této rovnice lze piedpokléddat ve tvaru
uly) ~ cg*v (12.32)

w 79 =



pritem? 4 splnuje charakteristikou rovnici
Mo AT upt <0 (12.33)

Re3eni

A =td_%t\l%_q(_§‘r- (12.34)

lze zjednodudit za pFedpokladu, Ze (3>> 2.
PakX)

LYt _%tum Torep =+ (1xc)P (12.35)

ReSeni (12.32) bude mit v tom pFipad¥® tvar

-
wly) - @W(Qcoo(&qwzémﬂtf)*@ q(C;;C@ﬁ(.f-quA&M:/bLf) (12.36)

Protofe deformace neroste do nekonedna, musi byt v oblasti (¢ > O kon-
stanty C., =0, C = 0. ReSenf 1ze pouZit, pokud deformace popsané rovnici
(12.36) pribliZn& vymizi pro ( >X . ProtoZe p>> 2, je tato podminka
splnéna. Celkem budeme mit

(@)= ™ (Cyeonpy t CubimPy) pro 0<¢<T

. : (12.37)
wly) = ¢ f(Ceopy £ amBy) pro ~z<y<o

Je-1i nyni vBnec kola zatfZen v bod® = O osam¥lou silou  podle
obr. 46, bude FeZeni symetrické k ose Y = O. Sta¥fi proto uvaZovat jen
interval 0 €Y < T a brét

w(y) = é&l{’ (¢, LBy + Cy M'/VU(SL” (12.38)

Integraéni konstanty uréime z okrajovych podminek v ¥ezu L{’ = 0.

. - 5 . L P
x) PPipomenme, Ze \{? =i‘\j Q,"m“ =t®bmw=i{(ﬁm Tt T)“:Z \]Q (1ﬂ:)

Podobné& v—-—t'— "—%\’?U'ﬂ)
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SHANN

Obr. 46

Zie jm&
du
peladll - (12.39)
nebof ve v&nci nenastévé zlom. Krom& toho se vn¥js1i sila pPenese jako

posouvajici sfla [(y) z jedné poloviny vlevo, z druhé poloviny vpravo od
fezu. Bude proto T(0)=- F[1 , takZe ‘

ZEm FR3
{ o> N aq ] ) EJ ] D (12.40)
Z podminek (12.39) a (12.40) vypodteme
FR3
Cox =0 = — (12.41)
N 4 BEIR’

4
kde J =77 BH a (5 Je déno rovnici (12.30). Pak bude (stéle jen pro
0= Y< T )

FR3> _

wly) = -BTJ(; (5‘10 Cog(bq) t s ip) | (12.42)
‘ PR gt (12.43)
wig) = IR e sy 2.43
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Z rovnice (10.15) vypodteme ohybovy moment

FRo -
M = e Q,W(COG@L(-AW,/&L() (12.44)

Prib&h funkci (12.42) a (12.44) je ziejmy z obr. 47 a 48. Ohybové namé-
héni je ve v&nci zFejmé& tim vice lokalizovéno, Eim je H v&t3f{ tj. ¢&im
je tuhost disku relativn& v&t3i. Prib&hy na obr. 47 a 48 byly pro vétsi
nézornost zakresleny v rozsshu -T <y < T , pridemZ

wl-y) = wly) M-y) = M(y) (12.45)

coZ plyne ze soum&rnosti.

8EJE3u
FR?

Obr. 48
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Maximélni ohybové nap&t{ ve v&nci pak vychédzi v fezu y = 0, a to

c _ Ml  3FR
omax T TRfy —Q'(}’—qu (12.46)

a maximélni nap¥ti v disku pod véncem (na polom&ru Y= b , obr. 46)

4 _ FR 3FR3L
Sa = ku (0) GEIhps = m (12.47)

Zbyvé urdit modul tuhosti k disku. To je mo%né jen experimentdlné& pro

urdity typ kola. Volbou této konstenty miZeme podle zvoleného kritéria

(nejlep31 shoda maximélrff{tho nap&ti ve vénci, pop¥. v disku, nebo nejlepSi
shoda v maximélnim prdhybu apod.) piizplsobit nalezené p¥ibliZné Feleni
v urditém rozsahu parsmetrd fyzikdlni realité.

Podle /27/ lze pro ocelovéd kola s plnym rovnym diskem a pro obvyklé
relativni rozmé&ry vé&ncd brét

b & 45 —— . (12.48)

Metodami, které jsme v kap. 10 aZ 12 uvedli, lze Pe3it i naméhéni
setrvadnikd s rameny. Exaktni FreSent rovinné dlohy tohoto typu uvefejnil
Safronov /28/. Po¥ital vlastni pnutf v soustav® v&nec-néboj s rameny,
vzniklé nataZenim vE&nce, popf. i néboje, s presahem polom&ri (nalisovénim
nebo natafenim za tepla). V&nec, popt. néboi pfitom pojimal nikoli Jako
prstenec, ale jako mezikruhovou desku ve stavu rovinné napjatosti, pro
kterou plati vztahy (12.23) a% (12.26).

Litinové setrvadniky velkych pistovych, pop#. pracovnich stroji mi-
vaji relativn& tuhy v&nec i néboj a 8tihléd remena. Pak Jje moZné zanedbat
deformaci vé&nce i néboje a uvaZovat jen o deformaci ramen. P#i pisobeni
momentu M, podle obr. 49 se vénec otoli oproti nédboji o thel Y « V me-
zich platnosti Hookeova zdkona bude

M, = koq, (12.49)

Abychom ur&ili tuhost ("pruZinovou konstantu") ko,budeme sledovat de-
formaci { -tého ramene, jehoZ poloha je urlena dhlovou soufadnici Y; .
Mé-1i setrvainik N ramen (N> 2, N je celé, zpravidla sudé &islo),
bude

1T,
Y = g, ¥ L (12.50)
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[ Cbr. 49

Zde L =1, 2, ceey N 3 \y, Je libovelny dhel. Toto { -té rameno se
ohne o thel Y Am Yy a zkrouti o ‘dhel Y oo g . Abychom to nahléd-
li, stadf si udhly znézornit vektorovd (obr. 50).

Obr. 50
Nyni reameno v bod® B uvolnime a pripojime staticky neurd&itou
osovou sflu F; , ohybovy moment M™,; a kroutici moment . My .

S pouzitim pF{&inkovych &initeld o , b , 3 , § miZeme napsat
tyto vztahy pro posuvy, resp. uthly v bodé&:

by sim iy, = o Fg-p Moy
$ Aoy = (T - Mot (12.51)
Y e = 0 Mg
Je-1li privez ramen stély, tak?e jejich ohybové4 tuhost EJo pop#. torzni
tuhost G Jc jsou konstantni, bude

(b-q)° (o-a)* b-q,
oL = n (}) = —_ ’}) =
PETo . 28T EJo
(12.52)
§ - 24
G
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Zatitent F; , My:» M, Pisobi z vdnce na U -té rameno. Pro uvolnény
“néboj s remeny musi platit podminky rovnovéhy

Mo = b ) F A g = ZMOLAW%;\“ 2 M. oI Y, (12.53)

0-b ZF«;W% - ZMo@coa%— 1 My M\ (12.54)

Jsou to momentové podminky rovnovéhy ke dvéma vzédjemn& kolmym prim&rim.
Sefté se od { =1 do (=n X)

Re3enim rovnic (12.51) dostaneme

F; = i;i({; Y A Y )
h -o ;
ot = oy Bt Y Alw Yy T (12.55)
Mpe = %QCO’J%, J
Vzhledem k rovnici (12.50) vyjde (pro n> 2)
L Mmey, oAy, = 1{ Y Alm .9-%' =0
Y Ay = 34 Ao Ly,) = - (12.56)
Loy, = ¥ (14 m A0s) =
Dosadime-1li tedy vztahy (12.55) do (12.53), vyjde
Mo - [ 2 - pe v+ 15y (12.57)

x) ProtoZe v3echny sily F}; jscu rovnob&Zné s osou setrvaéniku a Z4dné

silovd dvojice kolem této osy ziejm& nepisobi, sta¥i napsat jen dvé&
rovnice rovnovéhy.

A
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Rovnice (12.54) bude pfitom samoziejm& spln&na. Porovnédme-li rovnice
(12.49) a (12.57), dojdeme k zdv&ru, Ze tuhost k, nezévisi na uhlu
a je

, = D[ Sctoapr | 4

Ly- pr * 3 (12.58)
Plati-1li rovnice (12.52), bude po dpravé®
o

l( - Ql’\ Ejo [ Gjt ‘3 (12.59)

(b- a)3 EJo

Analogicky lze odvodit tuhost C p#i zatiZeni nédboje oproti vénci
momentem M, (obr. 51).

Ve vztahu
My = &% (12.60)
vy jde
bn E3J b>- g3
¢ = n ! a . (12.61)

b-a (b-a)?

Ponechévéme &tend¥i, aby se o tom presv&d®il. Ve vzorei (12.61) zna&i
£y ohybovou tuhost ramene p#¥i jeho ohybu v rovin& kolmé k ose setrvad-
niku.

Ohybové a torzni kmiténi setrvainikd s rameny je probréno v 1it.
/29/, str. 304 a% 309.%

Obr. 51

x) Ve vzoreci pro tuhost lo Jje v 1it. /29/, str. 308, tiskovéd chyba.
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13. ZMENA osovE sivLy v rorusfcl PRUZINE

V této kapitole se budeme zabjvat pripadem védlcové Broubovité pru-
%iny zabudované do n¥jakého t&lesa, které rotuje kolem osy kolmé k ose
pru%iny. Pfedpoklédéme-1li, Ze p¥{¥nym prdhyblim prufiny zabréni jeji
hladké vedeni, posta¥i zabjvat se pouze vlivem rotace na osové deformace
pruZiny.

Zvolime zvl43tni pripad, kdy osa pruZiny spadd za rotace do radidl-
niho papreku, takfe na pruZinu pisob{ vn&jsi povrchové i objemové sily
jen ve sm&ru jeji osy. Budeme piedpoklédat, Ze pruZina se nachdzi bez
t¥eni ve védlcovém pouzd¥e, které spolu s pruZinou rotuje v rovin& né-
kresny kolem bodu 0 rovnom&rnou thlovou rychlosti @ (obr. 52 a 53).

'UJ

dr

b

obr. 52 .Obr. 53

PruZina mé prim&r vinutf{ D , promér drétu d a vysku zdvitu h ; je

v pouzdie predepjatéd tlakovou silou f% . Ptéme se, jak se zm&ni reakce
pruZiny vliivem rotace.

Pro predp&ti pruZiny plati zi¥ejm& vztah

Fo = k(H=-hy) (13.1)

kde H je vyska zévitu volné (nezatiZené) pruziny, h, - vyska zdvitu
predepjaté, nerotujict pruZiny, ihel |y = konst a

¢
L =d (13.2)
803, . :
znali tuhost jednoho zévitu pruZiny, jejiZ modul pruZnosti ve smyku je
6 . Vztah (13.2) platf pro hust¥ vinutou pru%inu.
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Za rotace bude (= (wt a vyska zévitu mliny se zm&ni na h= h(r)
(obr. 53). Je omezena nerovnosti

d=h " popt. d € h £H (13.3)

Druhé z nerovnost{ (13.3) plati v pripad¥, %e se konec pruZiny v bod& A
pouze opiré a miZe odlehnout. Hmotnost elementu prufiny o délce dr je
Tt dr
dm =@ — XD h (13.4)

Prendsf se jim tlakové sfla F = F(vr) . Pr{ristek dF této sily vyrovnévé
odst¥edivou sflu pisobic{ na hmotny element dm , takZe

AF = Wrdm (13.5)
Pritom pro d<h , pop#. pro d<h < H plat{ zévislost
= k(H-h) (13.6)
Vztah (13.6) tedy plati jen, pokud zAvity na sebe nedosedaai. Dosednou-1li
(tj. pro n<Y<b ), bude
| F2F =k (H-d)y (13.7)

Predpoklédejme nejprve, Ze zdvity na sebe jedt& nedosednou. Pak
podle (13.5) a (13.6)

w'ram =—=kah (13.8)

Kdy? za dm dosadime z rovnice (13.4), dostaneme
hah = -Krdr (13.9)

kde
v = T D W - 1D

TR oot (13.10)

Vylou¥ime-1i z rovnic (13.4) a% (13.6) - h . , dosteneme diferencidélni
rovnici

(H- 'i—,\dF = kKradr (13.11)

Integrac{ rovnice (13.9) vy,jdé

ht = - Xr*+ ¢4 (13.12)

a z rovnice (13.11)

F - LLHF + kK*kKrt + ¢, = o (13.13)
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Predpokléde jme nejprve, Ze zévity pruZiny na sebe nedosedaji a Ze
oba konce pruZiny jsou v bodech A , B pevn& uchyceny. Reakce v bodech
A , B predstavuji dv& neznémé, pro n&% mlZeme napsat jedinou podminku
statické rovnovéhy

b
_ ' I b k) J rar

o

Druhéd podminka musi byt deformedni. Vyjad¥uje okolnost, Ze celkové délka
pruziny zlstdvd i za rotace konstantni. Lze ji chépat téZ tak, Ze se za-
chovédvd hmotnost. To vede k podmince Jdnq =m = kongt @& odtud a z rov-
nice (13.4)

;
dr b-a
J T T (13.15)

a

Do rovnice (13.15) dosadime ze vztahu (13.12) a vypolteme integra&ni
kxonstantu (q . Vyjde nejprve

f—-——: %[am/,m(bf—’é—;hamm(a\)—%)] (13.16)

a pak z rovanice (13.15) po \upravé

K (pl1-K (b-aVT ,
a(bJ'T'—a"vaJ1-%bl)=,5m+o (13.17)

Tuto rovnici je nutné re3it numericky. Kdy%? takto ur&fme konstantu C(j
dostaneme z rovnic (13.13) a (13.6) také konstantu C, . Podminka rovno-
véhy (13.14) bude pritom automaticky spln&na, nebof rovnice (13.13) byla
odvozena 8 pouZitim vztahu (13.5), coZ Jje rovn&Z podminka rovnovéhy.

’

Podle principu akce a reakce bude

Ry, =- Fla, Ry = F (b) (13.18)

Z rovnice (13.12) vypodteme h = J = Kr? , dosadime do (13.6) a odtud
do (13.13). Vyjde

L*(H%- ¢,) (13.19)
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Pak 2z rovnice (13.13) ur&ime

F<kH - \' ltHY - LeKr*- 6 (13.20)

Pfed odmocninou plati jen znaménko minus, nebof stlaeni nemd%e byt v&t-
8 nex H , takfe F<kH .

PoloZme ei otézku, jak se Fedeni zm&ni, dosednou-li n¥které zdvity
na sebe. V tom p¥{ipad& bude h=d , takZe polomér [7; o0dd&lujici &édst
prufiny s dosedajfcimi z4vity vyjde z rovnice (13.12) x)

. " Co—d* (13.21)
1 K

V podmince (13.15) pak bude 77 misto b , tak¥e konstanta (; vyjde
z podminky [ srov. s (13.17)]

v

(nra)VK :
\/%(Qd?—%ahah*%nﬁ):m# (13.22)

Je ziejmé, Ze rovnice (13.21) a (13.22) se musi Fe3it simulténn& a Ze je
to mo%né jen numericky. Vypolteme z nich konstantu C, a polomér 1y .
Vztahy (13.19) a (13.20) pak platf jenpro A Sr<r, .

V intervalu € vV < b méme

~ nab .
F=Fl)+we —5— (r-n (13.23)

Druhy &len v rovnici (13.23) predstevuje odstfedivou sflu z4vitd v in-
tervalu (N,r) . Narozhranf T=17 plsobi sfla I stla¥en{ rovné prévé
(H-A) . Méme tedy k dispozici jest& kontrolni vztah

F(r) = k(H-4) = R (13.24)

Nyn{ by bylo mo%né uvafovat je¥t& o pripadu, %e se pruZina v bod& A
pouze opird, tekfe se tam miZe uvolnit. Stane se tek za podminky, Z%e
Fla) = 0. 0dtud vypo&teme K & tir i dhlovou rychlost W . JestliZe
se levy konec uvolni, bude misto podminky (13.15) platit F(r;) =0
( n>a je polomér vyzna¥ujici polohu konce A uvoln&néd pruziny). Rov-
nice (13.15) bude platit s tou zmé&nou, e Q4 nahradime symbolem 1, (doty-

x) Vyjde-1li v,>ph , pak zévity na sebe nedosedaji.
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kaji-1i se z4vity, paek také b se nahradf aymbolem Yy ). Z t&hto dvou
podminek a z rovnice (13.6) vyjdou integra&ni konstanty C;,¢, a polo-
mér TL e

Poznémka

Stejnou ulohu re3il Gillespie /30/, av8ak s tim, Ze pruZina presa-
hovala osu rotace, tak%e bod 0O padne mezi body A , B (obr. 53). Po-
u%il v3ak zjednodusSeni v tom, %e podminku pro dosednuti zévitd formulo-
val jako h = 0 (mfsto h=d ) a ze misto podminky (13.15) f[i/h(r)]dr‘
= konst pou%il vztah fh(r) ar = konst. Jeho Fe3eni tedy neni "exaktni"
jak v nadpisu své préce prohladuje.

Diskuse

ProtoZe politéme s tim, Ze hustota zdvitd a tim i m&rnd hmotnost
pruZiny se za rotace zm&ni, po¥itéme s velkymi posuvy. Souiadnice " na
obr. 53 se vztahuje k pfetvoiené pruZin&. Je to tedy Eulerdv zpisob po-
pisu /31/. Proto je tfeba vychézet z Almansiho tenzoru pomérného pietvoreni,.
ktery pro mala pfetvofeni dava

£0) - he ~h(v)
h () (a)

a nikoli z Greenova-Lagrangeova tenzoru, ktery dava pro mala ptetvoreni hodnotu

he- h
E(Y‘)=°Tm (b)

KdyZ do podminky 5

J. EMdr =0 (e)

/8

pro zachovéni délky pruZiny dosadime z rovnice (a), dostaneme

b b
dr
hof—h“*]d'“’O (d)
a a
a odtud
b
d b-
I . - (e)
17,8

h (Y‘) ho

coZ je rovnice (13.15). Vyjdeme-1li v3ak (nesprdévné&) z definice (b), do-
staneme podminku

b
AI hir) ar = hy (b-a) (£)
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Vzhledem k rovnici (13.6) lze tuto podminku szapsat také ve tvaru

b
[ Feyar = k (-ho)(b-a) = F, (b-a) = konct (&)
73

Prévd této nesprdvné podminky pouZil autor préce /30/.

Bylo by velkou chybou, kdybychom napf¥. po¥itali komstantu Cq
v rovniei (13.12) z podminky, %e pro W = 0 (a tedy K = 0) je h=h, ,
takte Cy=hZ . Rovnici (13.12) jeme toti% nedostali reZenim diferencidl-
ni rovnice, v ni¥ by W vystupovala jako nezévisle prom&nné. Naopak,
p*i integraci rovnice (13.9) jsme brali W = konst. Okrajové podminky

pro tuto rovnici musime proto hledat na okrajich intervalu " € <Q,b >
a nikoli v zdvislosti na volbEs W .

Je-1li W = 0, je samozie jm& Cy= he , ale to plat{ jen pro tento
pripad. Konstanta C; je skute&n¥ konstantni vzhledem k 7 , nikoli
viak vzhledem k parametru K(w®) . Limituje-1i K k nule, je rovnice
(13.17) pro C,=;nf spln&na. Z rovnic (13.19) a (13.20) pak vyJjde
F= lc(H-ho) = F, , jak bylo moZno oZekévat.

14. NUMERICKE RESENf GEOMETRICKY NELINEARNICH GLOH

Jednu z takovjch udloh jsme Fe#ili v pPedchozi kapitole. Jde o vypo-
et velkych deformac{i prutd a jejich soustav, zistdvé-li naméhédni v me-
zich platnosti Hookeova zdkona. Jako p¥iklad miZeme uvést velké deforma-
ce rizn& tvarovanych pruiin, jeZ mohou byt v rdznych rovnovéiZnych sta-
vech. Mohou nap¥. pfejit pires labilnf oblast do oblasti pokritické sta-
bility. Tyto pru%iny se pouiivaji nejen jako zédv&sy s nelineédrni defor-
madni charakteristikou, ale také jako konstruk&ni prvky rdznych regulé-
tord a pristroji. V jednoduchych p¥fpadech lze jejich deformace politat
analyticky, ale uZ na p¥{kiadu rotujfcf vélcové Broubovité, hust® vinuté
pruZiny jsme vid&li, Ze to nebfvé4 snedné.

V této kapitole popiSeme metodu numerického Fe3eni rovinného, geo-
metricky nelinedrniho ohybu obecn& k¥ivych prutd. Zobecn&ni metody na
prostorové konstrukce Jje snadné a nebudeme je proto uvdd&t. Metoda,
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kterou se budeme zabyvat, je jenom jednou z_mnoha moZnych metod. Rozsah
“kapitoly ném nedovolf, abychom tuto létku probirali ve v&t¥{ ¥{¥i. Po-

skytneme vSak alespon zéklad nutny k dep&3nému numerickému Fedeni tech-
nicky vyznamnych dloh.

K¥ivé tenké pruty mi%eme rozd&lit na ki#ivolaré kone&né elementy
nebo je mdZeme p#ibliZné& nahradit lomenym prutem sloZenym z v&t3iho poé&-
tu p¥imych nosnikovych prvkd. K popisu metody pouZijeme modelu sloZeného
z p¥imych nosnikovych prvkd. Divodem neni jenom snaz3{ odvozeni matice
tuhosti, ale také okolnost, Ze v okoli labilnf rovnovéhy je t¥eba p¥ipo-
jovat JjeSt& tzv. geometrickou matici, pomoci které lze popsat i vzpér
p¥imych prutd. O tom pojedndme v diskusi k této kapitole.

xl

| x

z Obr. 59

Na obr. 54 je zakreslen nosnikovy prvek, jehoZ deformace jsou po-

psény Zesti zobecnénymi souradnicemi ¢; , G, 5 «o., g, - Jeho délka je

Lo . Relativni poloha jeho uzlovych bodd je popséna veli&inami go ’
Yo » 2 nichZ lze vypo&itat i udhel

o = arctg :%5; (14.1)

Krom& globdlniho soufadnicového systému X , Y

zvolime Jje3t& lokélni
systém X', y!

vztaZeny k nosnikovému prvku tak, Ze poddtek je v jednom
uzlovém bod& a osa X' prochdzi jedt& druhym uzlovym bodem. Abychom ob&
soustavy lépe rozlidili, oznalime v uzlech ' =1, 2 zobecn&né posuvy

vztaZené k lokélnf souradnicové soustavé x' , y' symboly w; , Vo ,
ﬁy . Z definice vyplyvé, Ze
u’ = 0 V,:O V’.-: o (1402)
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0 oObr. 5%

Na obr. 55 je zakreslena poloha a tvar nosnikového prvku po defor-

maci, Ziejmé
€= %t Gu -9y

U= Yetds -G
b = arctg (1/¢)

Ne jsou-1i deformace malé, je t¥sba stanovit zpisob Jjejich popisu.
Malé deformace vztahujeme vZdy k nepfetvofenému té&lesu, protoZe jeho
tvar je predem znémy. Nap¥. pom&rné prodlouZeni prvku 1 - 2 nea obr. 54
a 55 Jje

i

(14.3)

]

{={s
€ = . (14.4)

Protote £  je malé, je £ ~ Lo , tak¥e nezéle?{ na tom, kterd z t&ch-
to velidin je ve jmenovateli. Je-1li ¢, velké, pak

. A- 4 (14.5)

bude u% podstatn¥ jiné hodnota. Velilina £; odpovidé Lagrangeovu zpi-

sobu popisu, kdefto . odpovidd Eulerovu zplsobu. Podrobnosti lze na-
Jit nap¥. v lit. /31/.

Pro né3 pripad, kdy pom&rné deformace jsou malé, ale posuvy velké,
se jevi velmi vyhodnéd metoda, kterd vychdz{ z Lagrangeovy formulace iulo-
hy, av3ak ne zcela disledn&. Postupn? budeme m&nit lokdlni soufadnicovy
systém, v n¥m% ode&itdme posuvy, takfe systém bude krok za krokem sle-
dovat pohyb nosnikového prvku. Relativn& k tomuto pFestsvovanému systé-
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mu budou posuvy stdle melé. Budou tedy platit jednoduchd pravidle pro

poditéni s malymi ¥1sly, je% vedou k lineérnim zévisloatem.X) Nelineari-
te se bude uplathiovat jen prostfednictvim opakované transformace souiad-
nic. Timto prestavovanym systémem bude soustava souradnic x' , Y . Je-

ho poloha vzhledem ke globdlnfmu systému X , Y bude déna prom&nlivym
thlem 3 .

e

Predpokléde jme nejprve, e posuvy jsou malé, takZie (> ~ [, . Pak
bude platit tento transforma¥ni vztah /32/

Uy wsp smp O O B 0|[gy)

Vs ~bimf  cosfp 0 0 0 0[|9

v, L 0 0- 1 0 0o 0| 4s (14.6)
3 o < >

Uy 0 0 0 caafp bimpp 0| | gy

Vo 0 0 0 -pmf o 0| gs

Y 0 0 0 0 0o || 9

Zkrécen& jej zapiSeme ve tvaru vzorce

fw)y =111{g} (14.7)

v né&m¥ [1-] je transforma&ni matice.

Mezi vektorem zobecné&nych posuvid ful a vektorem zobecné&nych sil
{{} (v lokélni souradnicové soustav&) plati linedrni vztah

[‘lz‘]iu} = {&} (14.8)

xae Lk] je elementdrni matice tuhosti. PouZijeme-1li transformace (14.7),
dostaneme

[X1{g} = {Q} (14.9)

kde {Q} je vektor zobecn&nych sil v globélni soustavé& soufadnic, [ %]
je elementérni matice tuhosti v téZe soustavé.

x) Pripomenme, Ze diferenciél nelineérni funkce f = [(x\y) je lineérnt

funkef prirdstkd dx , dy , nebot a(f=fxdx+fydg (indexy ozna¥uji
parcidlni derivaci).
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Zte jud x)
ITX] = [TITKILT] (14.10)

{Q} = [T]T{-f} (14.11)

Pravy horni index T znamend transpozici matice (zémdnu sloupcl a PFéd-
kd). Vektory (14.9) nyni rozli3fme indexy " ({ ™ podle jejich p¥isludnosti
k jednotlivym koneZnym prvkim a nalteme je do p¥ipraveného (vynulované-
ho) vektoru v3ech zobecnénych sil, které v globdlnim systému prib&Znd
o¥islujeme. Podrobnosti obsahuj{ nap®. /32/, /33/. Dostaneme

.Z [}(]c ic} }1', N Z {QB,; (14.12)

Symbol Z znamend nafteni elementérnich matic pop¥. vektord do pFipra-
veného globdlniho pole (assembling). Levou stranu rovnice {(14.12) miZeme
zapsat do tvaru '

L 1% {q §, = Tkl{g} (14.13)

kde

[K1 = L 1%] . (14.14)

znadf celkovou matici tuhosti a {q,} celkovy vektor zobecndnych posuvi.
Pro pravou stranu rovaice (14.12) zavedeme ozna&eni

{@y = 2 {a}, (14.15)

a misto (14.12) budeme mit

Lkligl = ta} (14.16)

Zde {QB Je celkovy vektor zobecn&Enych sil. Tento vektor vyvoldvéd v dané
konstrukci deformaci popsanou vektorem zobecn¥nych posuvid iq} . Jestli-~
¥e z této konstrukce uvolnime i=-t§y prvek, budou na n&j v uzlech plisobit
sily [K:l{ {A@}é . Chceme-li dostat vratné sily, kterymi i-ty prvek
plsob{ na uzlové body, musime vzit tento vyraz s opelnym znsménkem, mu-
sime tedy brédt - [14]1;{@},; o Tyto vratné (direk&ni) sily jsou v rov-
novédze 8 plsobicimi zobecn®nymi silami {Q}g , nebol v rovnovdze je kai-
dy izolovany (uvoln&ny) uzlovy bod. Bude tedy platit, Ze "

x) Matice [T] je ortogondlni, tekZe LT]™L LTIT . Pro {u} platf
transformagni rovnice (14.7), pro {f} obdobné rovnice {f}-1TJ{Q}.
Tak dostaneme LkIITI{q}< [T] {al. Vyndsobenim zleva matic{

[(T1" dostaneme (14.9).
- 96 -



i), - I ¥] {g); = {o] (14.17)

Na¥tenim t&chto vektord do vysledného vektoru, ZemuZ odpovidd sklédéni
sil plsobicich ve skutedné konstrukci, dostaneme (14.12), pop¥. (14.16).

Sledujme nyni, co se zm&ni, bude-li sice pretvofenf malé, ale posuvy
budou velké. ZmEn{ se pouze to, Ze vhel 5 se bude vice liZit od hodno-
ty (o , coZ se projevi jednak ve zm3n&né velikosti prvki matice [7Tl1,
jednak ve zm&n& transforma&nihc vztahu (14.6). Ten by stdle platil, kdy-
by se vektor {c}} vztahoval na posuvy prvku pfemist&ného do polohy zné-
zorn&né na obr. 55. Jde-li v3ak o posuvy mdFfené od vychoz{ polohy podle
obr. 54, nebude tFet{ a ¥esty ¥ddek v maticovém vztahu (14.6) platit.
Misto toho budeme mit

7, = G- (- f) (14.18)
/\?’L = C“ _ ((5_/303 (14.19)

Uhel ﬁ se uZ nebude pribli%n& rovnat (3, , ale bude z4viset na posu-

vech g, , Gos Gy & Gs podle vstahu (14.3). T{m se rovnice (14.16)
stane nelineédrni. Bude mit tvar

Lkig)1{g} - {a} (14.20)

a bude ti¥eba ji Pedit postupnymi iteracemi, nap¥. Newtonovou-Raphsonovou
metodou. Potom je v3ak lhoste jné, jsou-li pFetvorenf mald &i nikoliv.
Pfedstavuji-1i matice tuhosti tzv. te%né matice /34/, budou stejné vzta-
hy platit i pro fyzikédln® nelinedrni dlohy. Pak ov3em bude t¥eba vzit
zfetel také k posuvu U, , pro ktery bude platit vztah

Uy =€ - £ (14.21)

Do tohoto vztahu dosadime podle Pythagorovy véty

A D (14.22)

£, = ‘)_Ef ek | (14.23)

A¥koli Uy nemusi byt maié, bude zprévidla pfece jen mnohem mend{ ne¥ 4
nebo Lo , tak¥e na pravé stran¥ (14.21)| bude rozdil velkjch ¥fsel, co%
povede ke ztrdt& numerické presnosti. Proto Jje vyhodng j3i nedosazovat
z rovnice (14.22) a (14.23) do (14.21), ale vychdzet raddji ze vztahu

-
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-ty = g4t - g0 - (14.24)
Kdy% sem dosadime z rovnic (14.3), vyJjde
L Lo® = (9y= 1 + 180 gy=9a) +(Gs =G0 +2%0)(gs - Ga) (14.25)

Za levou stranu (14.25) vezmeme

2% 8t = (L4 £0)(8-Lo) € Nko (L-4o) (14.26)

takZe nakonec bude
Uy = _;_[o [(q,q‘@q’f 1 %o)(q.tf'%) +

(14.27)
+ (Gr- Gy +29)(Gs - 40)]

Predstavme si nyn{, Ze mdme ndjakou konfiguraci pretvorené konstruk-
ce, na kterou pisobi dany vektor zobecn&nfch sil {F} . Tato konfigurace
Jje odhadnutd; pon&kud se 1i3{ od konfigurace skute&né. Pro typicky kon-
atrukéni prvek plati obr. 55. Pro ni davedeme vypolitat vratné sily
-{QY=-7 {&); . PouZijeme k tomu rovnice (14.16). Tyto vratné sily
v3ak nebudou v rovnovdze se silami {F} , nebof geometricksé konfigurace
byla pouze odhadnuta a neplati p¥esn®. Zbudou .rezidudlni (nevyvéZené)
sily

{RY = {Fy-faYy = {F}-LI%x]; {9} = {F}-TK1{q} (14.28)

které zplisobi dodatednou deformaci soustavy {Aq,} o Vyhoéteme Ji ze
soustavy rovnic

[K1tag}y = (R}~ (14.29)

Nyn{ miZeme pivodni odhad geometrické konfigurace, tj. vektor {Gr}
zpiesnit., Priddme k n&mu index N (n-t4 aproximace) a dostaneme po-
sloupnost, pro ni%Z plati{ tento rekurentni{ vztah

tgt,. = tg], +{aq}, (14.30)

N4

Na levé strand méme (N +1)n{ aproximaci, na pravé strand n -tou aproxi-
maci s pfisludnou opravou. Tak miZeme pokradovat aZ do jistého n=N ,
pfi n&m%¥ je norma p¥irdstkového vektoru {ML} zanedbatelnd, takZe

il {ag il -

I {Q N (14.31)
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kde € > O je zvolend kriteridln{ hodnota,
“Misto rovnice (14.31) miZeme poZadovat, aby vedkerd (5 vypodtenéd ze
vzorce (14.32) byla men3{ neX £ . Pritom

o = 105l (14.32)
4 4 max

Zde qnwu=YWax(lQ&0 zna¥{ ne jvdt3{ absolutni hodnotu posuvu téhoZ
druhu (nap¥. dhlu otodeni, je-l1i Ag, thel otoleni). Za £ se volf

-2

podle okolnosti 10~% az 1072,

1)

(2)
(3)

(4)

(5)

(6)
(7)

(8)

Cely postup vypo&tu shrneme do tohoto nédvodu:

Pro danou aproximaci stanovime lokdlni souradnice X' , y‘ u kaZdého
kone&ného prvku.

Vypodteme elementérni matice tuhosti [k]d v lokdlnich soutadnicich.

Elementérni matice tuhosti. transformujeme podle vztahu (14.10) a na-
Steme podle (14.14). Dostaneme tak celkovou matici tuhosti [K] .

Ze vztahld (14.18), (14.19) a (14.27) vypofteme v lokélnich soutadni-
cich deformaZni vektory

ful; = Lo o w0 n1”
Vypo&teme vratné sf{ly pro jednotlivé prvky

‘§§}i=“[k]iiu§i

a transformujeme je podle vztahu (14.11)
: T
“18), = -1 {4k
Na¥tenim vytvéa¥ime vektor vratnych sil - {Q}=-2{Q],
Vypod&teme { Aq,} z rovnice (14.29), tj. ze vztahu

[KI{agY-={Fi-1{a}

Vypo&tené hodnoty pri&teme k vektoru {q} [ viz (14.30)]

Testujeme konvergenci. Je-11 ti¥eba, postupujeme znovu od bodu (1).

Diskuse

Numerické Fedeni soustavy nelineérnich rovnic typu (14.20) mé v so-

b% mnohé dskali. ReSen{ nemusi byt jednozna%né a nalezené re3eni se ne-
mus{ ztotoZnovat s Fedenim hledanym. MiZe se stét, %e p¥i nevhodném po-
td4tednim odhadu PeSen{ (p#i volb¥d nulté aproximace) prejde *eSeni do ne-
stabilni oblasti v rozporu & fyzikd4lnf realitou a %e bude divergovat.
Proto je ndkdy lépe zatiZenf rozd¥lit na ndkolik stupnd, prilem% kone&-
ny stav Fedeni ur¥itého stupn¥ je zdroven poldte¥nim stavem stupn® né-
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sledujfictho. Zmen3uje-1i se determinant k nule nebo ztrati-l1li matice tu-
hosti pozitivn{ definitnost (zndmkou této stréty‘m&Ze byt objeveni z4-
pornych hodnot na diagondle), znamend to vidy ztrétu stability konstruk-
ce. Mdme-1li pro takovy pripad sprdvn® vystihnout chovédni konstrukce, mu-
sime uvdZit i vliiv tahové nebo tlakové sily na velikost ohybovych momen-
td, ktery nen{ v matici tuhosti zahrnut. V okol{ kritického gzatiZeni
konstrukce musime tedy k matici tuhosti pFipojit jedt& geometrickou ma-
tici.

M4-1i nap#. p¥imf nosnikovy prvek v obecném Fezu X osovy posuv
Ul , p*f&n§ posuv V(X) a dhel otoleni te&ny ke stiednici V(x) "
bude pom&rné prodlouZeni &, vldkna ve vzddlenosti Y od neutrdlni osy
p¥i rovinném ohybu x)
Du "™

vz
& =3 - Y 7 * Tl 7%) a)

Prvni &len na pravé stran® ptedstavuje pomdrné protaZeni{ st¥ednice, dru-
hy pom&rnou deformaci vyvolanou zak¥ivenim a t¥et{ &len - nelinedrni -
pom&rné prodloufeni vzniklé p*{¥nymi posuvy. UseZka dX se totiZ tZmito
posuvy prodlou¥f na dS , prifem% .

v
de = \J A+ ((%—vx a)* 2 ol [ 141 (%)) (b)
Je tedy
de-dx . 1 19 \z
T ax 1 (TWZﬂ o (e)

Deformaini energie pak vyjde
L 2
U=2%[fEedse-

o S

S

(a)

e E (’. L)
- %OS 0 (%Li—)ldx ; L,LJE]((%YO(K+ HP(%"T)’dx

0

VyuZili jsme poznatku, Ze neutrdlni osa prochdz{ t&Zi3t&m prifezu, takZe
Sydg =() o D4le jsme zavedli osovy kvadraticky moment

7= | yks (e)
iy

x) A% jde o lokéln{ soutadnice, budeme je pro strulnost oznafovat X o )
(Z4rky vynechédme).
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a osovou silu vgzniklou protaZenim

Pr{&n§ posuv interpolujeme kubickym polynomem, takZe

vix) = TNW) T{ul (g)
kae fad = Tw v U ou v, 17
ING] =10 hy hy 0 hy he]
hy = 1= 3(F)+ 25
hy = - +2§—%
hy = 30 (P
hy ‘"f‘ ‘%
Pro U(X) méme lineédrnf interpolaci
Uy = THHI{ul (n)
kde

[HI =T(-%) 0 o () o o]

Ozna&me derivaci

vieg = TN Tty = Tex)1{ut (1)

Pak vyraz (d) mlZeme zapsat ve tvaru

U= 5{ul Tel{ud + 51w} [keliu} (3

kde prvn{ &len na pravé strand obsahuje obvyklou matici tuhosti, odvoze-
nou g prvaich dvou &lenl na pravé strand rovanice (d). Zbyvajici &len

¢
[kyl =?§[G(x)]r[6(x)]dx ot
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pledstavuje geometrickou matici x). Vy jae

-

(0 0 o 0 0 O
0 % 3% 0 -3 3¢
L 0 3% hetoo -3¢ -¢ (1)
kel | 90 0 o o0 o 0
0 -3 -2¢ 0 3¢ -3¢
0 3% -¢t o -3¢ 4e* |
Sfla ? je kladné, je-1i tahové.
Dosad{me-1li gza soufadnice fh 3 01 hodnety
vy = 7, = vﬁ;VL (m)

coZ odpovidd kloubov® spojenym p¥imym prutim, které se neohybaji, tj.
gavedeme~-1i transformaci

Uy 10 o 0
V4 0 1 0 0 Ur1
T 0 -1le 0 1/¢ Vq
Yuf [0 0o 1 o0 i, (n)
wl o 0o 0o 4|y,
€ili zkrédcend®
{uY = [rR1{t} (o)

vyJjde

7 (Wi lk) tul = & {RITTRT (T »)

x) Nenf-1li efla ? konstantnf, zlstane sa integra&nim znaménkem.
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kde

K 0 0 0]

(1= TRITkIIRI =2 |0 4 0 .
o 0 0 0
0 -4 0 1

zna&i geometrickou matici pro Kloubové pripojeny idedlni prut.

Jak je z odvozen{ patrno, posledni ¥len v rovnici (j) vyjad¥fuje
prirdstek deforma&ni préce vykonané osovou ("membrénovou”) silou P pii
p*i&nych posuvech., Je to tedy prév& ten &len, ktery potiebujeme k popisu
vzp&ru. Se sou¥tem matic ([ kI+[ kgl) naklddédme prdvé tak, jako
s pouhou elementérn{ maticf [ k] . Mimo kritickou oblast je geometrickéd
matice [ kg ] zanedbatelnd a md%eme ji vynechat.

15. PEECHOD OD DISKRETNTCH PARAMETRU KE SPOJITIM A NAOPAK

PruZné t&leso mé nekoneZnd mnoho stupnit volnosti. Nap¥. ohybovd &4-
ra prosté& podepfeného pruZného nosniku mé rovnici’
\

. JTX . AT X
W= W() = W /SVWTJrWzM/W-% + ""*WJM'/W Lé‘f (15.1)

Je popséna zaddnim spojité funkce W (x) , tzn. predpisem hodnot W

v nekone&ném mnoZstvi bodd X , O<x< £ . Jediny poZadavek, kterému
musi hodnoty W vyhovovat, je poZadavek spojitosti v nulté a v prvni
derivaci.X) Funkce W() mimo to splnuje okrajové podmfinky W (0) =0 ,
w(e) =0 o MdZe byt, jak jsme ukézali, rozvinuta ve Fourierovu fadu. Ta
mé spoletné, ale nekonedné mnoZstvi koeficientd WJ‘ , JeZ lze povaZovat
za zobecn&né soutadnice. Ka%dé z nich p¥islus{ jeden stupen volnosti.

Omez{me-1i v rovnici (15.1) podet &lend tady, takZe 3' < N , dosta-
neme soustavu s kone&nym po¥tem stupnld volnosti. Tekovou soustavu viak

x) Obvykle se v3ak je3t& poZaduje, aby W/¢ << 4 a dw/dx <« (malé
deformace).
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dostaneme i jinymi postupy, nap¥. rozflen&nim nosniku na kone&né prvky
nebo néhradou diferencidlnf rovnice ohybové ééry'odpovidajici diferennt
rovnic{, Timto zpisobem pi¥ejdeme od spojitych funkei k diskretnim hodno-
tém, které nepo¥itédme z diferencidlnich, ale z algebraickfch rovnic.

N&kdy je vyhodny opa¥ny postup. UkdZ%eme to na p¥ikladu rostu, ktery
se skl4dd ze t¥f podélnikd o roztedi C a z N pF{infkd o roztedi t .,
Budeme piedpoklédat, %e podélniky maji ohybovou tuhost EJ , p¥iZniky

EZ , @& Ze jsou splnZny podminky pro rovinny ohyb. Podélniky budou na
koncich prost® (kloubov&) podepiPeny, Jjinak bude ro3t volny (p¥{i&niky ne-
budou podepieny).

Délka podélnfkd je 4L =(ntd)t , délka pF{Enikd je 2C . Nejprve bu-
deme p¥edpoklédat, Ze vSechny podélniky jsou zati%eny stejn& a rovnomdr-
n& délkovym zatiZenim (m&rnou silou) g4 . Jejich nejvéts{ prdhyb pak bu-
de

» 5'51,(}1‘
WMQ\( = m (1502)

a bude u v3ech podélnikd stejny. PF{&niky nebudou namdhény.

Nynf probereme p¥{pad zatffeni ro&tu osam¥lou silou F , kterd pi-
sobi pouze uprostied, tj. v polovin& délky prostfedniho podélniku (obr.
56). - . '

Obr. §§

Oba krajni podélniky se prohnou do tvaru W;(x) , tedy stejn&, ale ménd
neZ prostPedn{ podélnik, jehoZ pridhyb bude W,(x) . Proto%e uvnit® defi-
ni¥nfho intervalu bude z#ejm& W, > W; , budou se p*{&niky ohfbat a zZds-
ti i zkrucovat. Také oba krajni podélniky se budou zkrucovat. JestliZe

krut zanedbédme, bude se <1 -ty p#fZnik prohybat vzhledem ke krajnfm po-
délnfkim v m{st& X =X, o hodnotu
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- (nrA\3
Wy (X3) = Wy (xg) = %_LF%)_ (15.3)
0

PFitom Of je sila prendSend do p*{¥niku z prostfednfho podélniku. x)

0dd&lené pisobenf p¥i¥nikd nyni{ nahradime pisobenim spojitym. Tim
se vyhneme nutnosti analyzovat deformaci a napjatost jednotlivych p¥{&-
nikd. K takovému postupu nde opravaouje skutednost, %¥e p¥{¥niky jsou re-
lativng blfizko u sebe (pomdr £/t =n+{ je -~ jak predpoklddéme - velké
&1slo). Jinymi slovy, sfly Q; ( v = 1, 2, ¢eey N ) nahradime spojitym
délkovym (mdrnym) zatiZenim q,bo takovym, %e bude

PruZinové4 konstanta (tuhost) prufné vazby mezi obZma krajnimi podélniky
a prost¥ednim podélnikem plyne z definice
5{: (X1')

k(x) = (15.5)
«) Wz (x3) = Wi (X5)

Je to délkové zatiZeni, které -~ jakoZto vnit¥ni reakce mezi podélniky -
zplsobi jednotkovy rozdfl jejich prihybid.. KdyZ z rovnic (15.3) a (15.4)
dosadime do (15.5), vyJjde

48 E T, 6E7
“ T Twepe T g e 1:6)

To znamend, Ze na prostfedni podélnik pisobi smZrem nahoru délkové zati-
fen{ -g, , prilem¥

G 00 ==k Tw() = wy (0)] (15.7)

a na ka%dy z krajnich podélnikd plisobi sm&rem dold

G100 = Tl Twat - wi (o] (15.8)

Polovina na pravé stran& rovnice (15.8) vyjadfuje skutednost, Ze krajni
podélnfky jsou dva. ZatiZeni &f, a q; splnujf zékon o akci a reakei.

x) O chyb&, kterd vznikd zanedbdnim krutu, pojedndme pozd&ji (v diskusi).
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Pro prdhyb podélnikd méme tedy tuto soustavu diferencidlnich rovnic

déw, 1 1k
axt - 87 0t g (Wemw)

dqWﬂ. 1 k
At =5 e - g (W)

Pisobf-1i jen osam¥lé sfla F uprostied, je

G4 (x) =0 .

. 2F . I 3 R
Go 0 = —= (4w 3—@)5 - Am Z" * M -—i—*—- )

Rovnice (15.12) popisuje zobecn&nou funkci

Ga(x) = FE(!{ -x)

(15.9)

(15.10)

(15.11)

(15.12)

(15.13)

ve tvaru Fourierovy rady. Zde 5 () je Diracova zobecn&néd funkce, pro

ni%Z méme definici

§(x) =0 pro X % 0

a
fSC)L)C{)( =1 pro a >0
-

(15.14)

(15.15)

Funkce W;(X) , Wp(X) nahradime jejich lineérnimi kombinacemi takovymi,

abychom hledané funkce separovali. Zavedeme

F60) = we (x) = Wq(x)

%(x) = Wy (X) + 2wy ()

Pak oviem

Wi = 5 [ g -]

Wol)) = & [gLo+1§(x)]

KdyZ rovnice (15.10) a (15.9) ode¥teme, vyjde s pouZitim (15.16)
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(15.20)

Znésobime-1i rovnici (15.9) dv&ma a selteme 8 rovnici (15.10), dostaneme
e pomoc{ (15.17)

at 4
ﬁ’_ - E— (q2+2q1) (15021)

ReSen{ t&chto rovnic miZeme napsat ve tvaru
fy = @@X(Ctma P+ CypmBx )+ é(&‘(%coo(&u +Cy Afm(’aﬂ t {;Par+ (15.22)

G0 = Co+ Cox + Cax+ Cyx? t Gioant (15.23)

ReSeni je tedy démo soudtem obecného integrédlu homogennf rovnice
a pertikuldrniho integrdlu. Pfitom

p = w T | (15.24)

Protofe ob& pravé strany rovnic (15.20) a (15.21) jsou v daném p¥ipadd
stejné & rovnajl se [ podle (15,11) a (15.22)]

G LF i B 2B, T
B9 ZE] (Am 7 A L AW o ") = (15.25)
o0 L :
157 < 0. JTx
pilre L 0 T aom Jj— (15.26)
3.=‘|3|S"-..
vyJjdou partikulédrni integrdly ve tvaru
i
() = o 47 A
bart (X) T TriE5 tag. e (15.27)
& il
1LF¢? A N2 Jix
Gt = Swpg L 77 U1 aon % (15.28)
J:f.?,,r‘.\.
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ProtoZe partikulérnf integrély splnuj{ v daném pFipad¥ viechny okrajové
podminky (na okrajfch X = 0, resp. X= £ , mus{ bft nulovy prihyb i jeho
druhé derivace, tj. musf byt nulovy ohybovy moment) , budou integraini
konstanty C,=Co= --- = Cg=0.

Vyrazy (15.27) a (15.28) tedy dosadime p¥imo do rovanic (15.18) a
(15.19).
S oznadenim

9 gt
=TT G (15.29)
budeme mit
a1

LF L% & -0 * g
W(x) = I E] Zz W A g (15.30)

148 & 344 :
W T e NEN L e 2 (15.31)

s, 4 G

Diskuse

Bude-1i Jo=0 , vymiz{ vazba mezi podélniky ( =0 ). V tom pi{-

pads mus{ bft Wy =0 , W, (X = £/2) = F¢*/48E7. Skute¥n¥, pro & =0 vyjde
Wy(X) =0 a z rovnice (15.31)

Ly _ aFe 4 Fe3
Wl(“)'wsa(“ fgw ) 48 £3 (2)

Bude-li naopak J, o , poroste % nade v3echny meze. To odpovid4 ab-
solutnd tuhym p¥{Eniktm, takZe musi vyjit w;(x) = W2(x) @& také
Wi(x=¢/2) = F€3/144 EJ | Skute®n&, pro o —>co méme z rovaic (15.30) a
(15.31) w, = w, a také

R L LFe 1 1 Fes
Wa(T/‘=WJTF;@(“**‘&*"‘F———'-79457 (b)

Ohybové momenty v podélnicich vypodteme dvojim derivovdnim rovnic
(15.30) a (15.31), nebof obecnd plati, Ze

- 108 =



AW (x)

M0 =-E] —2 (c)

To uZ nebudeme rozepisovat.

Pochybnost je zdrojem pokroku. Zbyvd je3t® posoudit, jaké jsme se
dopustili chyby p¥echodem ke spojitym parametrim. Chyba bude jist® tim
men3{, &{m v&t3{ bude N . Chybu miZeme posoudit jedin& srovnédnim
s presnym FeSenim. Zvolme proto extrémni p¥{pad h = 1 (pouze jeden
pF1&nik). Pro jednoduchost zvolfme Jo =7, c=t - ¢/, Neuplatni-li se
krut, plijde o staticky neur&itou soustavu Zty¥ ohybanfch nosniki. Reakce
prendSend na oba krajnf{ podélniky vyjde 0,2 [ , na prost¥edni podélnik
se pfenese sfla F - 2, 0,2 F = 0,6 F , 2 ohybové teorie nosnikd vypo&te-
me "exaktni"™ hodnoty prihybd

Fe? F¢3

4 ¢
wy () = 2% EJ w(7) = 8o £ (4

Ze vzorce (15.29) vyjde & = 1,4783 a ze vzored (15.30), (15.31) dosta-
neme

¢ Fe?

Ly "8 Ly. _F&
wi () 144,86 E£37 wy(7) 2 78,4496 EJ (e)

Relativni{ chyba t&chto vzorcl je pouze 2,0 % resp. 1,3 %.

Krut se neuplatni{, mohou-li se krajn{ podélniky v podporéch voln&
ot4&et. Kdybychom jejich of4%eni kolem podélné osy v podporéch zcela za-
mezili, vznikl by v nich krut. Posoudime jeho vliv pro p¥ipad &tvercové-
ho prifezu, pro ktery vyjde pom¥r krutové a ohybové tuhosti

Gk

co- = 0,648817 (£)

(je-1i FIG = 2.6),
Ostatni pfedpoklady se nezm&ni ( C=t , J= Jo , n=1, ohybové momenty
se do podpor neprendleji). Reakce pfendSend z p¥i&nfku na oba krajni po-

délniky vyjde v tomto p¥fpad¥ 0,23 F a na prostfedni{ podélnfk se prene-
se sfla 0,54 F ,

Vyjde 5 ;
wi (L) - — w4 = 8
") 0886 EJ tle 88,83 E7 (g)

Chyba vzorcl (e) proti tZmto hodnotém je 17 % resp. 1l %. Je v&t3{ neZ
on&ch 5 %, které jsme uvdd¥li v kap. 8, nebol polet pFiZnikd je extrémn
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maly. Chyba zdvis{ ovdem také na pom¥ru tuhost{ G J, /EJ. Napf. u otevie-
nych tenkost¥nnych profild je tento pom¥r velmi maly, takZe i chyba,
kterd vznikd zanedbdnim krutu, je velmi mal4,

Teorii by bylo mo¥no zobecnit pFiddni{m torzni spojité pruZné vaszby,
ale Fedeni by se zkomplikovalo., Pak by u% nebyl velky rozdil v pracnosti
pribliZného a piresného Feleni (8 pouZitim maticové algebry a vhodného
poXitaZe).

ZAVER

Uvedli jsme n&kieré obraty a vypoZtové postupy, kterymi lze pom&rné
rychle a snadno dosp¥t k visledkdm sice p¥ibliZnym, ale technicky uZi-
tenym, Rozmanitost FeSenfch dloh i pouZitych metod byla volena tUmysln&,
aby povzbuzovala &tend¥ovu piedstavivost & vynalézavost, PFipojené dis-
kuse, jako% i porovnéni vysledkd s rigordznim Fe3enim, vedou naopak ke
kritickému pohledu na p¥ibliZnd reSeaf. Tvird{ inZenyr pot¥ebuje obojf,
mé-1i se dostdvat rychle vpred a zdroven se vyvarovat nepi{jemngch chyb.
Nebylo tedy na3im Umyslem poskytnout recepta¥, ale spiSe inspirovat &te-
néd¥fe k samostatnému promy3leni fyzikdlnich dloh a k hleddni nejvhodn&j-
Zich metod jejich Pedeni.

Autor up¥{mn& d¥kuje Zeskému viboru Strojnické spolednosti {SVTS
a Domu techniky CSVTS Praha, zvld38td Ing. Vliadimfru Véclavikovi, za pod-
n&t k této prédci a za péii vE&novanou p¥ipravé semindfe. DEkuje té% vem
pracovnikim, ktef{ se ob&tav&® podileli na vypracovdni predloh a na vyds-
ni této publikace.

- 110 -



LITERATURA

/1/ HOSCHL, C.: Vznik ndhlého lomu, Publikace DT USVIS Preha,

/2/ MUSCHELISVILI, N.I.: N&kotoryje osnovnyje zada¥i matimatileskoj
téoriji uprugosti.5. vyd., Nauka, Moskva 1966.

/3/ FILON, L.N.G., Phisosophical Transactions of the Royal Society of
London, Series A, 201 (1903), s. 63.

/4/ KASANO, H, - OSHIMA, H. - MATSUMOTO, H.: An infinite solid cylinder
under bending by concentrated loades. Bulletin of the JSME 24 (1981),
6. 189, so 514-519.

/5/ STEPHEN, N.G.: The relationship between the centers of flexure and
twist., International Journal of Mechanical Sciences 21 (1979),
8, 373-377 °

/6/ TSAI, W.T.: Shear centers. Journal of the Engineering Mechanical
Division, Proceedings of the ASCE 105 (1979), &. EM 5, s. 893-896.

/7/ REISSNER, E. ~ THOMAS, G.B., Journal of Mathematical Physics 25
(1946), s. 24.

/8/ SANDERSON, N. - KITCHING, R.: Flexibility of shafts with abrupt
changes of section. International Journal of Mechanical Sciences
2_0_ (1978), Ec 3, 8e 189-199.

/9/ BECK, B.: Versteifender Einfluss der Turbinenscheiben auf die Durch-
biegung des laufers. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
12_ (1928), éo 2, 8¢ 51"56.

/10/ KAIMES, V.Ja.: Vlijanije posadki diskov i vtulok na izgib i kriti-
geskuju skorosf turbinnogo rotora. Energomasinostrojenije (1964),
&. 4, s. 28-30.

/11/ SKHN, S.: Torsionefederzahlen abgesetzter Wellen mit Kreisquer-
schnitt und Folgerungen fur die Gestaltung von Schrumpfverbindungen.
Konstruktion im Masschinen-Apparate- und Geratebau 19 (1967), &. 1,
8. 12-19.

/12/ HOSCHL, C.: Napjatost a dtlum ve spojich naméhangch krutem. Stroji-
renstvi 23 (1973), &. 9, s. 515-520.

/13/ HOSCHL, C.: Pevnost pPedep.jatych sklddanych rotord, Strojnicky &a-
sopis 24 (1973), &. 1, s. 50-63,

/14/ HOSCHL, C.: Napjatost a deformace listdnych konstrukci. Zpréva
Ur-8sAvV &. Z 852/83, Praha 1983.

/15/ HOLNICKI - SZULC, J.: Beams with cable connected boundaries.
International Journal of Engineering Science 21 (1983), &. 7,
8o 753-7640

- 111 -



/16/ PILKEY, W.D. - CHANG, Pin Yu: Modern formulas for statics and
" dynamice. A stress and strain approach. McGraw-Hill, New York 1978.

/17/ HOPKINS, R.B.: Design analysis of shafts and beams, McGraw-Hill,
New York 1970.

/18/ COWPER, G.R.: The shear coefficient in Timoshenko’s beam theory.
Journal of Applied Mechanics, Trans. ASME, Series E, 33 (1966),
8. 355-340. '

/19/ HOSCHL, C.: P#{&iny moZného selhéni metody pFenosovych matic ve
statice ‘a dynamice pruinfch t&les. Strojirenstvi (v tisku).

/20/ 10, K.H. - CONWAY, H.D.: Effect of change of Poisson’s ratio on the
bending of a multi-layered circular cylinder. International Journal
of Mechanical Sciences 16 (1974), &. 10, s. 757-768.

/21/ CHANG, Pin Yu: A simple method for elastic analysis of grilleges.
Journal of Ship Research 12 (1968), &. 2.

/22/ TIMOSENKO, $.: PruZnost a pevdoet. D11 I a II. Technicko-v&decké
nakladatelstvi, Praha 1951.

/23/ CHANG, Pin Yu - MICHELSEN, F.C.: On the stability of grillage
beams. Journal of Ship Research 13 (1969), &. 1, 8. 153-159.

/24/ BOUSSINESQ, J., Comptes Rendus 97 (1883), s. 843.

/25/ TIMOSENKO, §.P. - WOINOWSKI-KRIEGER, S.: Plastinki i obolo&ki.
Preklad z angl. orig., 2. vyd. Nauka, Moskva 1966.

/26/ RAMAHOHANA RAO, A. - NARAYANAMURTHI, R.G.: On the bending of the
web in a wheel subjected to a single concentrated lateral load on
the rim. Zeitschrift fur Angewandte Mathematik und Mechanik 53
(1973), &. 7, s. 375-384.

/27/ NEMEC, J. - HOSCHL, C. - MILBAUER, M.: Theorie pevnosti diskovyjch
kol. Strojnicky sbornik &. 5, SNTL, Praha 1954, s. 129-158.

/28/ SAFRONOV, Ju.V.: NaZalnyje naprjaZenija v sostavnych kolesach so
spicami. IzvEstija Akademii Nauk SSSR, Mechanika i madinostrojenije
(1964)‘ é. 2, 8e 96-1040

/29/ KOZESNIK, J.: Dynamike strojd. SNTL, Praha 1958.

/30/ GILLESPIE, S.J.: An exact solution to the variation in force along
rotating springs. The Journal of Mechanical Engineering Science
H (1971), éo 4, 8. 302-3050

/31/ HOSCHL, C.: Principy a zékony mechaniky poddajnych t&les, 1. &4st.
Publikace DT 8SVTS Praha &. 60-537-78 (1491). Praha 1978.

/32/ OKROUHLIK, M. - LOUCKY, K.: Algoritmizace a programovdni v§po&td

v mechanice vyu¥it{m maticové algebry. Publikace DT SSVTS Praha,
1982,

- 112 -



/33/ COOK, R.D.: Concepts and applications of finite element analysis.
2. vyd. John 'iley, New York 1981.

/34/ HOSCHL, C.: Nevé smiry ve vyufit{ metody koneZnjch prvkd. Publikace
DT &SVTS Praha, &. 60-603-84 (2680), Praha 1984.

/35/ DHATT, G. — TOUZOT, G.: Une présentation de la méthode des éléments
finis. Wiley - Interscience publication, Chichester 1983.

- 113 -



Druh publikace:

Nézev:

Autor:

Polet stran:
Néklad:

Formédt:

$1slo publikace:

Vydal a rozmno#il:

Rok vydéni:

Cena publikace:

Sbornik

Stavba strojd 99
OHYB A KRUT VE SLOZITfCH SOUSTAVACH

Prof. Ing. Cyril Hoschl,
Ustav termomechaniky &SAV

114
160 vytiskd
A4

60 ~603 =85

" Dim techniky GSVTS Praha

Praha 1, Gorkého nédm&sti 23
1985 »pr 01 - 109/85
190  K&s (cenovy vymsr DT &, 271/84

Publikace nebyla v DT jazykovd upravena



	Obsah

	Předmluva

	1. Nepřesnosti elementární teorie ohybu

	2. Rovinný ohyb z hlediska teorie prostorové pružnosti

	3. Smyková napětí při ohybu u vybraných průřezů

	4. Křivý prut z hlediska teorie rovinné pružnosti

	5. Tuhost hřídelů s náhlou změnou průřezu

	6. Složený nosník s tuhými, vzájemně propojenými koncovými čely

	7. Příčně nehomogenní nosníky

	8. Přibližný výpočet roštů

	9. Stabilita mříže

	10. Dilatace a ohyb kruhového prstence v jeho rovině

	11. Ohyb a krut kruhového prstence při jeho vybočení z roviny

	12. Disková kola a setrvačníky

	13. Změna osové síly v rotující pružine

	14. Numerické řešení geometricky nelineárních úloh

	15. Přechod od diskrétních parametrů ke spojitým a naopak

	Závěr

	Literatura


