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Na jednoduchých příkladech se vysvětlují nejddležitější pojmy, před

stavy, předpoklady a výpočetní obraty, na nichž se zakládá metoda koneě

ných prvkd a metoda okrajové integrace. Výklad je zaměřen na potřeby kon
struktérd, tedy zadavateld úloh, kteří také výsledk7 řešení interpretují.
Problé~ programování a implementace metody na počítači se ponechávají
stranou.

V aplikacích se omezujeme na mechaniku pružných a poddajných těles.

Na rozdíl od dřívějších semdnářd probíráme základy metody konečných prv
kd jen stručně. Zato mnohem více pozornosti věnujeme rdzným prdvodním je
v~, obměnám pdvodní metody (hybridním prvkdm a sMÍšeným variačním meto
dám), metodám řešení nelineárních úloh a základdm metody okrajových prv
kdo Tato metoda představuje nový směr numerického řešení úloh z mechaniky
kontinua. Výběr témat je omezen rozsahem publikace. Témata byla vybírá
na tak, aby čtenář získal určitý názor na aplikační možnosti a snáze se
orientoval v odborné literatuře. Výklad doplňují a rozšiřují četné pří
klady. Jsou podrobně řešeny a voleny tak, aby k výpočtdm nebylo nutné
používat počítaě.

Předpokládají se znalosti z matematiky, mechaniky a teorie pružnos
ti, které odpovídají vysokoškolskému vzdělání. Studium usnadní zvláště

znalost základd maticové algebry a variačních metod.
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UJe třeba se zabývati jenom takovými věcmi, na jejichž jisté a ne~

pochybné poznání se zdají naše vlohy stačiti•

•••••
K hledání pravdy o věcech je nutná,metoda•

•••••
Jestliže dokonale pochopíme otázku, musíme z DÍ odstraniti všechen

zbyteěný pojem, co nejvíce ji zjednodušiti a pomocí výčtu ji rozděliti

v nejmenší části.

Touž otázku musíme uvésti ve vztah ke skutečn' rosprostraněnosti vě

cí a musíme ji předložiti obraznosti v·holých tvarechl tak totiž je mno
hem zřetelněji uvědomena rozumem.

Také většinou pomáhá, jestliže tyto tvary nakreslíme a ukážeme vněj

ším s~sldm, aby tak naše myšlení bylo snadně3i u~žováno pozorntm.

Ty věci, které nevyžadují přítomné pozornost~ duch~t třebas jsou nut
né k závěru, jest lépe označiti nejkratšími značkami spíše než úplnými
obrazci: tak totiž pamět S8 nemdže zmýliti a ~šlení není rozptylováno
tím, aby je podržovalo, zatím 00 se zabývá vyvozováním jiných."

Re~'Descartes. Regulae ad direct10nem 1ngonii
(vydáno lat14sky roku 1628)
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Předmluva

Metoda konečných prvkd je jednou z mnoha metod přibližného řešení

úloh vedoucích na obyčejné nebo parciální diferenciální rovnice 8 jejich
soustavy. Pdvod metody se klade obvykle do počátku druhé poloviny tohoto
století, ais ve skutečnosti je základní ~šlenka obsažena už ve ~ámé
Courantově-H11bertověučebnioi metod matematické tyz1ky. jež vyšla popr
vé ve třioátých letech. Od meto~ Rltzovy a Galerkinovy se ostatně liší
jen zpdsobem, jakým se vybírají bázové funkce, v jejichž prostoru hledá
me řešení. Nebylo by však spravedlivé tvrdit, že metoda konečných prvků

neznamená vlastně nic nového. Přinesla totiž neobyčejný impuls pro apli
kaoi počítačd na problé~ dříve prakticky neřešitelné. Vyvolala mnoho
problémd nových, souvisejících s otázkami existence, konvergence, sta
bility, dosažitelné přesnosti a efektivnosti řešení. Její obecnost, znač

ná volnost ve formulaci matematického modelu, relativně snadná algoritmi
zace a programovatelnost z ní učinily na dlouhý čas bezkonkurenční metodu
numerického řešení nejruznějšíQh úloh technické praxe. Rdznost metodic
kých přístupd a nové metody řešení 1 nelineárních úloh přilákaly ke spo
lupráci matematiky a techniky 1 tam, kde dříve jen obtížně nacházeli spo
lečný jazyk. Právem mdžeme hovořit o explozi poznatkd, která vedla k za
kládáni nových a nových časopisd a k vydání mnoha monografií ve všech čá

stech světa. Někol1kaletýmúsilím desítek odborníkd byla vytvořena řada

programových aYBt~mdt kterými lze řešit úlohy nejrdznějšího druhu. Vyu
žitelnost těchto systémd má však své meze. Jednak jejich aplikace na úlo
hy malého rozsahu není vždy ekonomická, jednak ani nejdUmyslnější systé
my nejsou zcela univerzální, zvláště pokud jde o řešení nelineárníoh úloh.
Zde se potvrzuje stará zkušenost. že numerická matematika je zčásti vě-

dou, zčásti uměním. -

V našem výkladu ukážeme a na jednóduchýc~/příkladeohvysvětlíme zá
kladní myšlenky, na nichž spočívá metoda konečnýoh prvkd. Osvě~líme ně

která úskalí v jeji aplikovatelnosti a zejména některé obraty, jimiž lze
její použití rozšířit nebo zlepšit. Vysvětlíme také, v čem tkví proble
matika nelineárních úloh a na jakýoh myšlenkách spočívá metoda okrajo
vé integrace. Bude nás zajímat podstata metodických postupu. Otázky spo
jené s jejich praktickou realizací na počítači ponecháme stranou, nebot
jsou příliš speciální a mohou, zajímat jen malý okruh odborníku.

Budeme předpokládat, že čtenář má předběžné znalosti zákonu mechani~

ky pružných a poddajných těles a že z matematiky zná základy teorie oby~

čejných a parciálních diferenoiálních rovnic. Pokusíme S9 zje~~oduš1t vý
klad tak, aby jej mohli s porozuměním sledovat i ti, kteří nemaji 8peci~

ální matematickou průpravu. Budeme se opírat spíše o názor a intu.ici .než

o dedukoe. Omlouváme se proto, jestliže náš text neuspokojí náročné čte-

·,náře: nebyl určen jim.
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Pokud jde o formu zápisu, volíme ji co nej3ednodušší. Vltš1nou po
ušijeme matioové allebry. Bude-li ze souvislost! zřejmé, že jde o mati
ce, popř. o vektory, nebudeme příslušné symboly zvláši rozlišovat a ozna
ěíme je stejně jako skaláry. Zvykneme-li si na to, shledáme, že je to
dost přirozené. Jeden tYzlkální poje~, např. napjatost v daném bodě, ozna
číme jediným symbolem. O tom, že jde o tenzor druhého řádu se šesti ska
lárními složkami, nepotřebujeme zatím vědět Dic. Teprve při realizaci
naznačených operaci musíme těchto šest čísel podle všech pravidel mati
cové algebry skutečně dosadit. Tak se stane, že během výkladu npamět se
nemdže zmýlit a myšleDÍ není rozptylováno."

Cyril Hoschl
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1. KINEMATICKÉ, KONSTITUTIVNÍ A Sll.-OVÉ VZTAHY

Je-li nějaká rovná a hladká tyč zatěžována tahem, platí pro ni tyto
tři základní rovnice:

(a) vztah mezi poměrným prodloužením a posuvem

v němž 2l představuje lineární operátor trans;formaoe {L" é. • V daném pří
padě je ~"S 'a/'Ox • Tato rovnice platí, pokud nejsou posuvy příliš velké.
Je to čistě geometrioký vztah popisující pohyb tyče za jejího prodlužo
vání v daném místě ')('E. ( O, ť) •

(b) vztah mezi napětím a poměrným prodloužením

<o : G(S)

Je to rovnice popisující fyzikální vlas~nosti tělesa. Když platí Hooke~v

zákon, změní se vztah (1.2) na přímou úměrnost

(1.3)

(c) vztah vyjadřující rovnováhu v daném místě

kde X je objemová síla a Ql* je operátor adjungovaný k operátoru $!) ;

v daném případě je ~~ = -~/OX. -) Rovnice rovnováhy (1.4) platí jen za
předpokladu, že se těleso nepohybuje nebo že pohyb tělesa je téměř rov
noměrný, takže zrychlení mdžeme zanedbat. Není-li tomu tak, obnovíme
platnost rovnic rovnováhy přidáním objemových Bet~vačných sil podle d'Alem·
bertova prinoipu.

Obdobné rovnice platí i pro prostorová t~lesa a jejich soustavy.
Najdeme-li řešení, které vyhovuje uvedeným třem rovnicím, popř. třem

soustavám rovnic, i okrajovým podmínkám úlohy, pak toto řešení je v dWlé
oblasti přesným řešením. Za určitých předpokladd, o nichž se pojednává
v mechanice kontinua, je toto řešení jediné. Najít. přesné řešení nebývá
vždy snadné a &sto ani možné, takže jsme nuceni spokojit se s přibliž

ným řeěením. Snažíme se, aby se k přesnému co nejvíce přiblížilo. Pro tu
to "vzdálenost" přesného a přibližného řešení potřebujeme nějaké krité
rium. Rdzné metody přibližného řešení se mohou ve výběru tohoto kritéria
lišit.

M) Souvislost operátor~ v rovnicích (1.1) a (1.4) objasníme v příkladu 2.

- 9 -



Problém rovnováhy tělesa lze převést na bilanci energií. To pocho
píme, uvědomíme-li si, že při každé změně rovnovážného stavu tělesa se
nějaká energie bud uvolňuje, nebo spotřebovává. Objemová hustota deformač
ní energie v tažené tyči se vypočte ze vztahu

Těleso - tyč - nechl má objem o. a povrch r . Pak celková deformač.ní ener
gie je Sf\.dll • Princip I virtuálních prací říká, že práce vykona
né vnějšími i vn!tř.ními silami v daném okamžiku (při zastaveném čase) na
libovolných, kinematicky možných, nekonečně malých deformacích tělesa je
za rovnováhy nulová, tedy

- 5 ~ L\dSl + fXDuclSl + ~ pSt<.d-r : O (1.6)
n n r

Symbol 5 znamená variaci (nepatrnou libovolnou změnu) dané funkce. Např.
si ml1žeme představit, že of(lť) = E.~(x) , kde ~(x) je nějaká "ro-
zwnná" funkce a lim ~ ~ O. ;;)

První člen v rovnici (1.6) představuje virtuální práci vnitřních sil,
záporné znaménko vyjadřuje, že se tato práce spotřebovává (měni se ve vnit~
ní nebo i v jinou energii). Druhý člen představuje virtuální práci objemo
vých sil a třetí člen virtuální práci povrchových sil.

V daném připadě (natahovaná tyč) je element objemuetSL = Sclx., je-li
$ prl1řez tyče. "Povroh" [' je představován pouze konoovými prt1řezy
S()( ~ O) resp. S (x. =1) • Jde totiž o jednorozměrný útvar, jehož vn!třek

obsahuje body vyhovující nerovnostem 0< X. <ť , kdežto povrch obsahuje pou
ze body X=O resp. X::.e • Rovnice (1.6) však bude platit stejně i pro
plošné nebo prostorové těleso, dáme-li symbol~ potřebný' význam. To ješ
tě na některýoh příkladech objasníme později.

Nechl jsou na části povrchu r.u. tělesa př~depsány posuvy U =.ii, ,
kdežto na zbývajíoi části povrchu r~ jsou předepsány povrchové síly, tj.
vektory napětí p"p • Přitom platí, že r~ Ufu,=r, G,nr\.l; = O • Nezatíže
ný povrch považujeme za povrch s předepsaným nulovým vektorem napětí.

Nepohyblivé podpory považujeme za část povrchu těl~sa s předepsaným nulo
vým posuvem.

Je jasné, že variace Ou musí na části povrchu r~ vymizet, protože
tam je hodnota posuvu předepsána a nelze ji měnit. Proto by stačilo v po
sledním členu rovnioe (1.6) naznačit integraci jen přes oblast r6 • Na
to budeme v dalším textu pamatovat. Výjimkou by mohlo být, kdybychom tě-

X) Základy variačního počtu jsme podrobně vysvětlili v publikaoi "Užití
malých počítačl1 v dynamice soustav", DT ČSVTS Praha (198.3), publikace
č. 60-64.3-83 (DT 2420).
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leso na ploše r.u. uvolnili, což zatím nepředpokládáme.

Jde-li o pružné těleso, lze rovnici (1.6) obvykle integrovat. M~že

me ji pak zapsat jako variaci celkové potenciální energie

kde

W -= - jXudJl - JPu,ár (1.8)

.fl.. r"
představuje potenciální energii vnějších sil (objemových a povrchových>.
Jako nezávislé proměnná vstupuje do rovnic (1.6) až (1.8) pouze posuv
(popř. vektor posuvl1) íú • Poměrná deformace E. závisí na posuvech podle
vztahu (1.1).

Součin ~ cté v integrandu rovnice (1.5) lze znázornit v pracovním di
agramu na obr. 1 vyšrafovanou ploškou. Symetrický výraz dostaneme, při

pojíme-li k tomuto výrazu ještě E.d6'. Protože d.(G'€) ~ €dG' +Gd~ • vyjde

f.. G' ": JHG) dG' +JG' (€.)d€.

6 Edo

OBR .1

Poslední člen v rovnici (1.9) se shoduje s hustotou deformační energie
(1.5). Předposlední člen nazveme hustota doplňkové čili komplementární

-v

energie napjatosti a označíme ll. Název naznačuje, že tato hustota ener-
gieje vyjádřena jako funkce napětí

Hustota komplementární energie napjatosti má pouze matematický, nikoli
fyzikální smysl. Mezi oběma hustotami energie vyplývá z rovnice (1.9)

- II -



vztah známý jako Legendreova transformace

K potenciální energii VV předepsaných sil mdžeme obdobně definovat také
komplementární potenciální energii Wpředepsaných posuv~

liJ ~ - I(i pdr (1.12)
rIAl

Rozdíl mezi rovnioemi (1.8) a (1.12) je v tom, že při variaci potenciální
energie (1.8) považujeme silové veličinyX, p za neměnné, takže

f)W ~ - ~ XO'U.d.sl - JpbU~r
Sl. rG'

kdežto u rovnice (1.12) je naopak neměnná veličina U-U. Proto

DW -= - !U ~p cl r (1.14)
r'U,

Objemové sily do komplementární energie (1.14) nevstupují, nebot posuvy
uvnitř tělesa nemdžeme předepisovat. Neobjeví se tedy ani ve variaci (1.14).

Podle Lagrangeova variačního principu je ve shodě s rovnicí (l.6)

sU -=. O

kdežto podle komplementárního Castiglianova principu je

kde

0,. jí\ct.Q+W
n.

Při aplikaoi Lagrangeova principu (1.15) předpokládáme, že posuvy a poměr

ná prodlouženi, na niohž energie U závisí, spbují předem kinematické
rovnice (1.1) a geometrické okrajové podmínky na r~ . Při aplikaci kom
plementárního principu (1.16) požadujeme, aby napětí splňovalo rovnici
rovnováhy (1.4) a silové okrajové podminky na fG .~) Hodnota potenciální
energie U tedy závisí na posuvech UCl() , kdežto hodnota komplementární"
energie U závisí na napětich G"'(x) • Když se tyto funkce proměnné x. zrně
ni, změní se obecně i hodnota energie; je to tedy funkcionál. Rovnice
(1.15), resp. (1.16) pak předs~avují podmínku pro existenci stacionární

ft) Je-li pole poměrných deformací odvozeno z pole posuvd, ktGré jsou spo
jité i v prvni derivaoi, říkáme, že je kompatibilní.
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'"hodnoty funkcionálu U resp. U • Za stabilní rovnováhy tělesa je tato
hodnota minimální.

Vztahy, které jsme až dosud napsali, mdžeme intuitivně zobecnit 1
na přípa4y dvojosé a tříosé napjatosti. Stačí, abychom si pod přísluš

nými symboly mwslill VŽ~ soUhrn příslušných složek a pak respektovali
pravi~ pro výpočet skalárního součinu. Např. pro dvojosou rovinnou
napjatost zavedeme v maticovém zápisu .vektory

(1.18)

'U
O

'b
7.>>< - 'Dy

~~::. ra tj)
O -/iY - 'C))(.

(1.19)

a operátory

ro
'fJ~

~ ~ O
'V
0y

Pro lineárně pružné těleso bude v rovnici (1.3)

c..=
1

,)J
O

~

O
li-p)/l

kde E je Youngo.v modul pružnosti. fl Poissonovo č:!slo. Hustota deformač
ní energie fl vyjde podle (1.5) jako integrál ze skalárního součinu ~)

~ ~ ~ CiTdo~ -= ~ [ !(jx: CO'1 7: j(~ J J~~~ l .~
L~ill'J j

Dosadíme-li nejprve z rovnice (1.3) do (1.5), bude

l!) Symbolem T vyznačuj eme transpozici.
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Stejný výsledek bychom dostali, kdybychom Hookedv zákon (1.) rozepsa
li, dosadili za napětí do rovnioe (1.21) a integrovali. Zřejmě platí 
ve shodě s definicí (1.5) - že

?Jil r 'U A. 7J l\. "!JL\. 1T T
1) t.. .,. l ~ fl' ~E.y 1)'j'l-~ .. [~~ Gy '7:i.~ 1 ." G"

Obdobně dostaneme pro hustotu komplementární energie napjatosti

1. -= ~ €.Tct<o ~ ~GiC1dG" a I G" T C1
G --

a odtud - ve shodě s rovnioí (1.10) -

Oba variační principy, totiž (1.15) a (1.16), lze odvodit z věty

Gaussovy - Ostrogradského, podle které

~ pTtA. ci [' + 1~ T Pd. r '" ~ -UT 'fl d [' '"
~ ~ r

... ~ t,T6' dll - ) U.rX d.S2. (1.26)
.n Jl.

Při odvozování vztahu (1.26) jsme využili souvislost mezi vektorem napě-

tí 1> ' tenzorem napjatosti G' a vektorem jednotkové vnější normály n
k hranici [' (viz příklad ). Mimoto jsme použili vztahd (1.1) a (1.4).
V rovnioi (1.26) považujeme pole posuvťi tL a pole napětí G" za nezávislá
pole. Variaoí posuvd U dostaneme (1.15), variací napětí ~ vyjde (1.16)e
Přitom pamatujeme, že poměrná deformace €. závisí na U a vektor napětí

~ závisí na G" • Variaoe ou. vymizí na fu. a variace bp vymizí na rb'
Větu Gaussovu - Ostrogradského mťižeme zapsat ve tvaru

9rCx) hafl :: J:XT f LX) d.n. -= Jd.W- ScLn
.ll. .n.
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nebo v tenzorové symbolice s použitím Einsteinova součtového pravidla

Věta říká jen to, že průtok vektoru povrchem tělesa se rovná divergenci
vektorového pole v celém objemu tělesa. Představuje-li vektor f rychlost
proudění tekutiny, pak rovnice (1.27), resp. (1.28) říkají jen to, že
z objemu.fl uzavřeného povrchem r vyvěrá právě tolik tekutiny, kolik jí
proteče povrchem.

Odvozením obou principů z rovnice (l.a), která je čistě formální,
jsme prokázali jejich vzájemnou souvislost. Lagrangedv princip (1.15)
lze vyložit jako princip virtuálních prací. Komplementární princip (1.16)
jsme získali matematickou spekulací. Gaussova-Ostrogradského věta objas
nila podstatu duality obou těchto principů.

Příklad 1

Odvodt e Greenovu větu pro funkce dvou proměnných 1Cl(, y} , ~ (Xl YJJ
podle které

~~ q ~~ d.:<d~ := *q f a~ - ~~ f ~~ Ówl( Gl'J I

~ r A

J~ q ~~ d.xdy s - ~ ~f o.>t - ~~ f ~~. d"Gt~
~ r ~

Funkce jsou definovány v uzavřené oblasti Jl s hranicí [' a jsou spojité
až do prvních derivací.

S použitím obr. 2 dokážeme druhý vztah. Důkaz prvního vztahu je a.ila
logický. Bude

(a)

Avšak

~ mAl[ '1 r l(ll1tllC ll. mal(,

J [q.f 1y: ch. = Jq (x1 'Y2) f lx,vd aj( - S~ (x/yd f (XlVi) c(l( "'

Xl'\'\in Xmin ll: nu'l')
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rl( ml" )( 1\14_

:: - .\q.{X1'/l)!CX,'iz)c(X- J q.(xl'Jd!()(I·~h)c(X"
')(,.,,~~ )(M,n

~ - ~ q, ()/., 'ý) f lx, 'i) ().x,

I:'

y

(b)

x

x

OBR.2

dx

Dosazením (b) do (a) je ddkaz dokončen. Větu budeme potřebovat v násle
dujícím příkladu.

Příklad 2

Dokažte, že operátory podle (1.19) jsou ~avzájem adjungované, takže
platí (1.1) a (1.4).

Zvolíme takovou variaci posuvd, při níž povrchové síly nevykonají
žádnou práci. Poslední člen v rovnici (1.6) pak odpadne. ZbýVající dva
členy s použitím (1.5) dají

(a)

Pravou stranu rozepíšeme s použitím (l.l). Vyjde

~~ [G~ O( ~U;) + G"~ bl 'DvuJ) t t~y D( ~~x + ~~:)] a)(c(lj ::
Jl.

n 'D 'i) 1) li)
~ J~ [Sll. 1X Du.Y. T G":f 'Dy DUy t 0)1.~ C~y Eux 1- ii" óu~)1al( áy

J). (b)
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Tuto rovnici budeme integrovat per partes s použitím Greenovy věty (pří

klad 1). Dostaneme

(c)

~ COTbf. dSl ,. ~ (1)( Ó-u..,.dy - ~ G''J 5u.lJvtx. +
n ~ r

+ ~ t'i.'j &U.lJd~ - ~ 'Ly)'. SUx áx -
r fO

_ (fí('OElx ~)~ ('OCiiIJ ~)(" ] d,x.d.\/jJ l '?>~ t "Dy oU" + ~y + ~l(. OUy :J

.{l.

Zvolili jsme takovou variaci posuvl1 OU , která na povrchu r vymizí.
Proto se křivkové integrály v rovnici (o) rovnají nule. Zbývající člen

na pravé straně se musí podle (a) rovnat výrazu

JXTSudSL ". HeX"DUx+ Xy DtLy) dxay
Sl. Jl

Porovnáním vztah~ (c) a (d) dostaneme

(e)
x .{~}.[ -~x _.!..] ()Il.l

~y 6;

-~~ ~:ij
To je však rovnice (1.4), což jsme chtěli dokázat.

K danému reálnému llneárnímu diferenciál.níDll1 operátoru flJ najdeme
tedy adjungovaný operátor QJ*' tak, že jej transpOA~eme a u naznačených
derivací llchých řádil změníme znaménko.

2. z1KLADN1 A SMtŠEN~ VARIAČNt MmODY

Celkovou potenciální energii (1.7) zapíšeme v maticové symbolice.
Za předpokladu platnosti Hookeova zákona bude

U :..~ ~GTt,dSl- f~\L<ir- )XTU,dSL
II r", rl.

Pro komplementární potenciální energii budeme mít

u~ 1~ tTe clSl - j aTp dr
Jl r\A.

Hustota komplementární energie napjatosti je u lineár~ě pružného tělesa

stejně velká jako hodnota deformační energie, nebo~

- 17 -



Chceme-li aplikovat Lagrangedv variační princip (1.15), musí pole
přetvoření E.(x) odpovídat poli posuvd -tt(x) podle vztahu (1.1), tj. musí
být kompatibilní. Mimoto musí pole posuvd splňovat geometrické okrajové
podmínky. Je-li tomu tak, je podle (2.1)

u ~ 1~GT2ucHl - j ~\(.(;lr - JX\tcLSl
Jl iG' .ll.

Variací posuvd dostaneme

Variaci 6U
i poslední

óU ~ )(~T~-XT)SUdn-J~Tbudr
Sl. r(;

mdžeme vždy volit tak, aby na povrchu L vymizela.
člen v rovnici (2.5). Zbývá tedy podmínka

Pak vymizí

~(G"í2-Xi)8UdSl. =0 (2.6)
Sl.

První člen v integrandu (2.6) musíme integrovat per partes stejně jako
v příkladu 2, nebot 9 je diferenciální operátor. Dostaneme (za předpokladu,
že bu =0 na r )

~ ()T ~ Stl. cUL -= ~ 8u} ;;pc' G" cLSL
..51. .sl

Rovnici (2.6) pak mdžeme upravit do tvaru

~ SUi U~ ltG" - X) cUL: O
SI..

(2.8)

Je totiž XTb'Lt '" SUT X , nebot jde o skalární součin dvou vektord. Protože
uvnitř oblasti Sl je funkce b1.(, libovolná, musí být

Q)*(Q -X ~ O

To znamená, že Lagrangedv princip (1.15) dává rovnice rovnováhy (1.4), ovšem
jen tehdy, je-li pole přetvoření kompatibilní s polem posuvd, které splňu
je geometrické okrajové podmínky.

Podobně lze ukázat, že komplementární princip (1.16) dává kinematic
kou rovnici (1.1), splňuje-li pole napětí rovnice rovnováhy a silové okra
jové podmínky (viz příklad ).

Za uvedených předpokladd je tedy rovnice (1.15) rovnocenná 8 rovnicí
(1.4) a rovnice (1.16) 8 rovnicí (1.1). Přesné řešení musi Bplňovat všech-
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ny tyto rovnioe (a ovšem i okrajové podmínky). Situao. s. směni, pdjda
li o přibližné řešení. Neznámé přesné řešení ft l 't) , kde X. je, polohový
vektor, nahradíme přibližným řešením (.(.(J() takovým, aby v jlstém s~slu

bylo k přesnému řešení co nejblíže. Kritériem pro to maž. být právě La
grangedv princip. Neoht přibližné řešen! u" (x) splň~e geom~trji.c~' okra
j ové podminky a neoht lineárně závisí .na parametrech q.1 , Cfl' ••• , CJ.Y1 ,
takže '

u.(x),,= q.1~1lX)tq'2.Ýl.1.I.)()+ . ., + q,nht'l lX) (2.10)

Ve vztahu (2.10) jSOU~1'~~' ••• , ~n známé (zvolen') bizové funkoe, kte
ré vyhovují okraj ovým podmínkám na ro.. Pak funkcionál (2.4) přejde po dosa
zení z rovnioe (2.10) ve funkoi

u ~ U (q.1) q,~l .. , J ql1) (2.11)

a bude záviset už jen na parametreoh ch až 4,.. • Nejaprá'l'ně3lí vektor
t Cf I 7. [ l{11 11'2.>"0 o/in]T je takový, který minimalizuje tuto fw1kc1. Z rdz

nýoh náhrad typu (2.10), pokud 'bychom ohtěli vyzkoulet rdaná řešení, je
nejvhodnější ta, která vede k nejmenšímu minimu tUDko. (2.11). Nutné pod
mínky pro existenoi tohoto miniIllfl, jsou

'DU'
'D""fl ~ 0,

-'.1

'Uu
'Vq'2. '" O, ... ,

'Ou .. O
1>q.n

Dostali jsme tak soustavu rovnio, ze které mdžeme neu_' parametl'Y vy
počítat. To je podstata Ritzovy metody. Z pole posu'l'd (2.10) mažeme uži
tím (1.1) vypočítat pole přetvoření a užitím (l.~), resp. (1.3) i pole
napětí. Toto pole napětí však nebude obecně splňovat ani podmínky rovno
váhy, ani silové okraj ové podmínky na CG" , nebot ~dyby je splňQvalo, šlo
by o přesné řešení.

Kdybychom místo toho aproximovali pole napětí a obdobn~ k rovnici
(2.10) psali

tak, aby byly splněny diferenoiální rovnice rovnoV"~ (1.4) a také okra
jové podmínky na LG , vyšlo by podle (1.17)

o': O((~11 (!>'l.l "' I (3m) (2.14)

Z komplementárního variačního principu (1.16) byohom dostali soustavu rov
nic pro neznámé parametry (}Jl až ~m

00
1) (lJ'l. ': O, ... I

- :1;9 -
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oož jsou nutné,po4mínky pro minimum komplementární potenoiální energie.
Když k poli napětí podle (2.13) vypočteme pole poměrných deformací užitím
vztahu inve,rzniho 'k rovnioi (1.2), resp. (1.3), nebude toto pole obecně

kompatibilní, takž~ nebude možné přiřadit k němu pole posuvd. I kdyby tomu
tak náhodou bylo, ~ebyly by obecně splněny geometrické okrajové podmínky
(leda by šlo o přesné řešení úlohy). Také nalezení vhodnýoh funkoí ~~(x)

splňujíoíoh zároveň podmínky rovnováhy a silové okrajové podmínky neni
snadné. To jsou ddvody, proč se variačni princip (1.16) v metodě koneč

nýoh prvkd neuplatňuje.

Vratme ~e'nyní k Lagrangeovu principu (1.15). Co se stane, upustíme
li od požadavku~ompatibi1ity i od požadavku splnění geometrickýoh okra
jových podmínek na r~ ? Pak máme volnost v aproximaxi nejen funkoe «Ci)
ale také ve funkci S(~) , přičemž -«.lx,) nemusí splňovat geometrické okra
jové podmínky. Zvolíme např. aproximaoi (.tCx) podle (2.10) a é(x) podle
vztahuJe)'

Ovšemže si budeme př~t, aby kinematické vztahy (1.1), zaručující kompati
bilitu deformací, jakož i okrajové podmínky na r~ byly splněny co nej
lépe. Kritériem tohoto "co nejlépe" bude opět Lagrangel1v variační princip,
k němuž připojíme požadavky na splnění rovnice (1.1) a na splněni okrajo
vých podmínek prostředniotvím Lagrangeových součinitell1 A , ť (budou to
obeoně vektory). Takže

" - . \. , . ~". '.~ .

: U ':=' }L\(S)cU1- }pTUdr- ~XTUdSl +
.st ' fG' SL

1- ~)...r(~u- t)ct51 +J;UTl-U-{.t)o<r
Sl rl,(

Poslední dva členy v rovnioi (2.16) představují dislokační potenciál. Kdy
by šlo o přesné řešení, byly by tyto členy nulov~ a rovnice (2.16) by se
shodovala s rovnicí (2.1). Při přibližném řešení se však budou obě rovni-
ce lišit. Variaci nyní podléhají nezávislé funkce it , E. , Á. , f . Ve,da-
cí posuvd -lL dostaneme z podmínky (1.15) po snadné, úpravě

}ClT:lJ-XT)&U.dJl-J'PT2>Udr- Jj1Tbudl '" O (2.17)
Jl. f'G' rII

Zvolíme-li variaci Su tak, aby na povrchu r vymizela, zustane v rovnici
(2.17) jen o~jemový integrál. První člen v něm zintegrujeme per partee

tak, jak jsme to objasnili v souvislosti s rovnicí (2.7). Dostaneme

~ "lT 2 bu d Sl. " j 6UT ~'* J.., d SL (2.10)
Je) JL SL

Funkce ht: LX) ve vztahu (2.10) nyní nemusí splňovat okrajové podmínky.
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Rovnioe (2.17) pak dá

.~ ouT tSJ* .-l - X) cUL '" O
Sl

Je totiž XTou;: ou.T'~\ ,nebot jde o skalární součin vektord. Vzhledem k li

bovolnosti OU musí být glt)..,-X""O. Když to porovnáme s rovnioí (1.4), vi'·
dime, že A, ~ l() • Lagrangetlv parametr)" má tedy význam napětí CO v tělese
(resp. vektor k má význam vektoru ~ ).

Protože povrohové síly (vektor napětí) p pdsobí jen na části r~ po
vrohu r , bude mít Lagrangetiv parametr fl- v rovnioi (2.17) význam povrcho
vé reakoe na části fu. Poslední dva členy v rovnioi (2.17) pak představu
jí virtuální pr~ci všeoh povrohovýoh sil (akčníoh sil i reakcí).

Když v rovnici (2.16) podrobime variaci funkoi ~ , dostaneme z pod
miIlky (1.15)

Protože podle (1.5) je 'Ol\./7Jrc. ~<o , vyplývá z rovnice (2.20), že ..l." C5 •
Tedy nic nového. Variaoe parametrd Á resp. ~ dá rovnioi (1.1), resp.
okraj ovou podmínku U ~ U. na rU, •

Víme-li, že...L:=. (J a že)J-;: p na lu. , mdžeme tyto hodnoty do rovni
ce (2.16) rovnou dosadit. POUŽijeme-li přitom ještě Legendreovu transfor
maci (1.11) a rovnioi (1.1), dostaneme

UP. ~ J[QíT~.u. - Klq)1 cUL - J~TUdr -
Sl. f lO

-1 X\.td.sl + 1pT( U -u) cH' (2.21)

Jl. rl.4

Variaci podléhají nyní napětí G" a posuvy ti • Požadavek, aby funkcionál
(2.21) nabýval stacionární hodnoty

8 UR. '= o.
je Reissnertlv variační prinoip.

Základem variačnioh metod je Lagrangedv variační princip (1.15),
resp. jeho doplněk (1.16). Všeohny variační metody, které jsou od základ
niha variačniho principu odvozeny užitím Lagrangeovýoh součiniteltl, např~

Reissnertlv prinoip, se nazývají smišené.

Poznámka

Podmínky (1.15), resp. (1.16), se vztahovaly k minimu funkoionálu U,
resp. O za předpokladu, že rovnováha tělesa je stabilní. O funkcionálu
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UR podle (2.21) však předem nevíme, zda za stabilní rovnováhy nabývá
minima, maxima či zda jde o sedlový bod. Mdžeme hovořit už jen o jeho
stacionární hodnotě.

:Příklad 3.

Ukažte, že komplementární variační princip (1.16) dává pro rovnovaz
nou napjatost splňUjící silové okrajové podmínky na f q kinematické vzta
hy mezi poměrnými deformacemi a posuvy.

Variací funkce O podle (1.17), (1.10) a (1.14) dostaneme

8u -= ~ t,T 8G" cUL - j uTDp dr (a)
St í'u

Protože 'br"" o na lG" , mžeme za poslední člen v rovnici (a) dosadit!!)

~u:T8rdr ~ §U.TOpo.L
Pl(. r

a,po transpozioi prvniho členu~sát rov~ci (a) ve tvaru

(b)

(e)

) br;T E. d Sl. - PU.T Sr d [' = O (c )
.st. r

V 'tenzorové symbolice platí pro vektor napětí rovnice, kterou snad
no odvodíme pomocí obr. JI z podmínek rovnováhy vyjde Pi -= (()ti r\, (platí
Einsteinovo součtové pravidlo, podle kterého se sčítá podle indexu, kte
rý se- v daném členu vyskytne dvakrát). Pro rovinné úlohy jsou indexy c,
i := I, 2 a pro prostorové i ,j .. 1, 2, J. Přitom hC jsou smerové kosiny
vnější normá~ n k hranici r . Podle věty Gau8sovy-Ostrogradského (1.28)
je pak

~ u.Top dl" PUi~(J';i n,; úle =
r r

-= ~lUil-c:b~';i+ uibG"i""')úU'l. (d)
.Q

Index za čárkou znamená derivaci. Protože napjatost splňuje rovnici rov-
)1ováhy, je bG-iil~ -= - b Xi = O • Nula je tu proto, že variaci předepsa-
ných vnějších objemových sil Xi nepřipouštíme. Zbfvá tedy

~ LlT bp~ L -= 1Uj. {, SClti ti n = 1SGT~ ti c( Sl
r ~ n

Dosazením (e) do (c) vyjde

~DGí(é.-9u)d5L ~O (f)

5J..

!l!) Symbolem Pzdůrazňujeme, že se integrace vztahuje na celou hranici f.
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Protože variaoi 86' mdžeme volit rdzně, musí být € ,=.0a, col ~sme měli
dokázat.

Sl J
~2

n

P,

'---- --!~X1

P1 = ~1 n, + 021 n2
n

1
=cosec

P2 = ~2 n, + ~2 nz' n =sin oc
2.

OBR.3

Příklad 4

Užitím Reissnerova variačního principu řešte přibližně úlohu o prd~

hybu prostě podepřeného, rovnoměrně zatíženého prizmatického nosníku.

Pro nosník délky t , na koncíoh kloubově podepřeni. platí ldnematic
ká rovnioe

(a)

kde Je, je křivost nosníku a 'tf jeho prdhyb v místě X €.<qt,>. Dále platí
konstituční (fyzikální) rovnice

M (x) -= E 1 ae. LX) Cb)

kde EJ ~e ohybová tuhost a tvl ohybový moment, a konečně rovnioe rovnováhy
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(o)

kde Cf. je délkové zatíže.lÚ, v našem případě q. • konst. Čárkou označuje
me derivaci podle X ,oož je vzdálenost od lev4ho konoe nosníku. Má te
dy "t význam posuvu oU, , křivost ~ význam poměrného přetvoi'ení f. , ohybo
vý moment M odpovídá napětí ff) a délkové zatížení '} obj emové síle X •
Operátor ~ '= ~* = - 'D'-jVx.'1. • Pak rovnice (a) odpovídá rovnici (1.1),
vztah (h) rovnici (1.3) a vztah (c) rovnici (1.4).

Reissnerdv princip požaduje, aby vymizela variace funkcionálu (2.21),
Ten nabývá tvaru

UR. -= Jť.(-M':}" - ~EJ M'l.) dx - J!-C} "1 a)( -

- Ro"t (o) - 'R.1 'If l ť) (d)

Zde Ro, R1 jsou reakce v podporách. Variaci podléhají ~ní funkce MCl(} •
"tLx.) • Mdžeme je proto nezávisle aproximovat • .Aproximaci prl1hybu volíme
tak, aby '1(0) = ~t.(.} '" O • Pak poslední dva čle~ v rovnici (d) odpadnou.
Zvolíme .např. kvadratickou parabolu

(e)

(f)

pro

pro
{

{; x.
M(x) " (,. (.(._ x:)

kde Gt je maximální pr~b. ten nastává v bodě Y.:" ť/'l. • Víme, že prdhy
bová čára je ve skutečnosti parabolou čtvrtého stupně. Výraz (e) je pro
to jen přibližný. Pro ohybové momenty zvolíme po částeoh llneární apro
ximaci

Ve skutečnosti je tato funkoe představována kvadratiokou parabolou. Rov
nice rovnováhy (c) není zřejmě splněna. To však ani nepožadujeme. Dosadí
me-ll (e) a (f) do rovnioe (d), dostaneme

~ e12. ~'1. J(,1'1. jl x ( )( )V 16a.& X0-)(. - - x1 dx - ~ "Ct Y 1-"f aj( ::
R. -= ť). o E. J () -r o

(g)

Z podmínek

vyjde Ú =b-t'1J/ 14 E.:J , fr :: q,.l13 t Největší prdhyb tedy vyjde
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Ci.e II
~mAll "" a. -= "11 EJ (i)

msto přesné hodnoty q.f.4J '1G,8 EJ a maximální ohybovi moment vy~de

místo přesné hodnoty qť2/B • Porovnání přesného a přibližného řešení umož
ňuje obr. 4 (přibližné řešení ~e vytaženo čárkovani. přeBJl' plně).

~q

M

y

x

x

DBR.4

Protože se ve fUnkoionálu (d) vyskytuje druhá derivace pr~bu. mu
sí být první derivaoe aproximaoe "t Cx.) spojitá. Funkcionál však mdžeme
upravit integraoí prvního členu per partes. Bude

Okrajový člen se rovná nule, protože ohybový moment v podporách nepdsob!.
Nový fUnkoionál tedy je

~ t 1 JtU -= ( MI'\,LI - - H~) ch: - q. '\.t d..x..
IR. o tf 1E:J "tf
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Nyní bychom již mohli volit po částech ll.neárm aproximaci prdhybu '!J(x)
tj. předpokládat prdhyb ve tvaru lomené ěáry. Taková volba by s poutitím
funkcionálu (d) vedla k nezdaru.

Je zřejmé, že uvedená formální úprava rovnice (d) do tvaru (t) má
zásadní význam, pokud jde o možnosti výběru vhodnýoh aproximací. Vybere
me-li však aproximace tak, aby byly přípustné nejen pro funkcionál (~),

ale také pro funkcionál (d), dostaneme z variaěního prinoipu v obou pří

padech stejný výsledek.

Příklad 5

~ešte prdhyb nosníku z předchozího příkladu užitím Lsgrangeova vari
aěního principu.

V tomto případě vyjde tunkcionál U podle (1.7)

(a)

Přijmeme-li opět předpoklad, že

vyjde
a,'l.

U - 3'1. EJ 1.;>

a z podm:íllk:y ';) U/'OCl:: Odostaneme

2
T q.al

(b)

(c)

(d)

Chyba tohoto řešení je 20 %, kdežto řešení v příkladu 4 bylo zatíženo chy
bou jen asi -6,7 % (s opačným znaménkem).

J. METODA KONEČNtCH PRVK8. JEJ! KONVERGENCE A PŘESNOST

Ritzova metoda přibližného řešení spočívá v aproximaci řešení vhod
nými funkcemi - viz rovnici (2.l0) - a v minimalizaci příslušného funk
cionálu. Očekáváme, že při větším počtu konkurenčních funkcí ~~ lX)
zahrnutých do zvolené aproximace dosáhneme větší přesnosti. ~íkáme, že
přibližné řešení a(x) konverguje k přesnému řešení «~) , platí-li

rl

~ -uCx) :: Wn.v L q.~ -hri Cx) -.: JL cx:)
I\'\'?OO '1>1 (J.l)
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Má-li metoda konvergovat, musí být prostor funkcí Iv" (x) l1plný v tom s~s
lu, že funkoe II Lx.) a její derivace, která se objevuj::! ve funkoionálu U ,
mohou být aproximovány s libovolnou přesnos"t::!. To znamená, že vztah

n

\ -Ů (4L\x) - [qi ~it\)() \< E,
1:=1

pro l-tá derivace musí být pro libovolná E. > O splněn pro všechna
V) > N , kde N je nějaká přirozená číslo. Vztah (.3.2) mus::! být splněn

pro všeohny derivaoe vstupující do f'unkcionálu. Vyšší derivace konver
govat nemusí.

Variační počet řeší l110hu minimalizace f'unkcionálu U tím, že od
vozuje Eulerovu diferenciální rovnioi, která je nutnou podmi:nkou pro exi
stenoi minima. Přitom získáme z tzv. okrajových člend, která musí vymi
zet, i VÝčet možností, jak předepsat okrajová podmí~. Např. pro nosník
z příkladu 5 máme variaci f'unkcionálu

ť, l.

DU '" EJ j ~II 5'J 1/ d:x - Jq, 5'lj c(x. " O
~ o

Integrací per partes postupně dostaneme

EJ [~Ii D'lj-' Jot - tJ Je~11/ D";1-\ alt - Jt~ 5"J Gtx. ..

= EJl";} \I ~"t' Jve - EJ ['J 111 D"J 1~ t

Má-li výraz(.3.4) vymizet, musí být oblá závorka rovna nule, tj. musí pla
tit Eulerova diferenoiální rovnioe, v niž poznáváme diferenciální rovni
oi pro průhyb nosníku

0.5)

Kromě toho se musí anulovat "okrajová čle~n

0.6)

Máme ~ni tyto možnosti výběru okrajovýoh podmínek

(1) Oba konce vetknuté; podstatné okrajové podmínky jsou čtyři

- 27 -



S~' na obou koncích vymizet a rovnice (3.6) je

C3.7)
"J lt) ~ O

~'(t) :0

~(o) '" o
~'(O)""o

Pak musí variace &'1 i
sp1.něna.

(2) Oba kcnce prostě podepřené, podstatné okrajové podmínky jsou nyní jen
dvě, a to

'A'lo) :; O "J (t) :: O 0.8)

Variace S~ mže být tedy llbovo1.ná, takže 0.6) dává další dvě přiro
zené okrajové podmínky

~"l0) -:: O

Jsou to silové okrajové podmínky, nebol '1 11 3e úměrné ohybovému mo
mentu.

O) Jeden konec vetknutÝ, druhÝ volni. Nechl je vetknutý konec X" O •
Pak máme tyto dvě podstatné okrajové podmí~

~ (O) :: O 'IJ' (o) = O (3.10)

Na vo1.ném konci X,. t nemžeme předepsat ani ~'f , ani b't' • Z rovnice
(3.6) pak dostaneme tyto dvě přirozené okrajové podmínky

Připomeňme, že "<1-''' je úměrné posouvající síle.

(4) Oba konce volné, nyní nemdžeme předepsat žádnou podstatnou okrajovou
podmínku, takže musí být

.'t lilO) :: O

"tIU lo) ~ O

~Ii (b) ::: O

'1 '11 (t) - O

To jsou čtyři přirozené okrajové podmínky. Cítíme však, že zde není
všechno v pořádku, nebot nepodepřený nosník nemdže být obecně v rovno
váze, pokud vnější síly netvoří rovnovážný systém. Zatížení 0- lX.)

v rovnici (3.5) nemdže být vskutku předepsáno libovolně, pokud okra
jové podmínky nevedou k triviálnímu, identicky nulovému řešení zkrá
oené homogenní diferenciální rovnice ~W ::: O • V daném případě existu
jí dvě netriviální řešení homogenní rovnice, a to "f::: Co a ~ -:: (,1 lL •

V takovém případě nelze okrajovou úlohu řešit, neni-ll qéx) ortogo
nální k uvedeným řešením, tj.• neplatí-li

0.13)
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To jsou však podmínky rovnováhy, které musí vnější síq ptisobíoí na
nepodepřený nosník splňovat.

U Ritzovy metody stačí, vyhovuje-ll aproximaoe posuvd jen podstatným,
tj. geometrickým okraj ovým pod.minkám. Silovým podmínkám vyhovovat nemusí.
Je-ll např. {{,('i,) pr~b nosníku, pak u kloubově podepřeného konoe musí být

..(N:O , ale druhá derivaoe -u.U(o) , která je úměrná ohybovému momentu, se
v tomto mstě nemusí rovnat nule.·) iiešíme-ll úlohy jiného typu, bývá ně
kdy obtížné rozpoznat, které z okrajovÝch podmínek jsou podstatné. Platí
jednoduché pravidlo. Je-li hledaná funkce obsažena v d1ferenoiálni rovni
ci s nejvyšším řádem derivacei~, týkají se podstatné okrajové podmínky
derivací řádd O ažm-1.

Užitím R1tzovy metody dostaneme posuvy v elastické konstrukci menší
než přesné (nebo přesné, shoduje-ll se aproximaoe s přesným řešením). Pd
sobí-ll totiž na pružné těleso zobecněné síl,. Q. sdružené se zobeoněn.ým1
posuvy q, , pak se vykoná práce Q.Tq./2. , která je vždy menší nebo nejvýš

r-stejná jako přesná hodnota Q. q /'l. • Avšak z podminky, že

ještě nevyplývá, že q,j< ~i pro všeohna i . Jin.ým1 slovy, při přibllžném
řešení deformaoí pružnýoh těles jsou posuvy Ch vcelku nedooeněny, ale
to neznamená, že jsou nedoceněny skutečně všechny stupně volnosti.

Nevycházíme-ll z Lagrangeova variačního principu, ale z nějaké smí
šené variační metody, pak žádné ohraničení přesného výsledku nedostaneme.
Do.vod je z»ejm;ý z poznámky na konoi 2. kapitoly.

Napětí se počítají z pole pOBuvll užitím vztahd (1.1) a (1.2), resp.
(1.3). Mohlo by se tedy zdát, že také napětí vyjdou menší než jejich
přesné hodnot,., jsou-ll posuvy nedoceněny. Ale to je ukvapený, nesprávný
úsudek. Napětí vyoházejí ve skutečnosti někde příliš vysoká, jinde příllš

malá. To pochopíme, porovnáme-ll např. tyto funkce

f1 ()() = 1 - ~2. }

Jtxf'l. ex) = c.m -'1-

Uvnitř celého intervalu je fl.(~) <fl (x) , ale pro druhé derivaoe

f
l/ l'I: '2. Jr x.

'I. (x) -:< - Li to:! """"i" 0.16)

1 ~ '1 IvyjdeJ?. < fi pro I}( I< ~ , j~11 > ~111 pro X \ > ~ , kdeS & 0,3983. Mdžeme si
představit, že funkoe ftlX\ představuje přibllžné řešení pr~bu nosní-

JI) Přesné řešení musí ovšem splňovat i tuto druhou, silovou podmínku.
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ku ohnutého do paraboly S1 (x.) •
Pak druhé derivace jsou úměrné ohybovým napětím.

Funkcionál U nabývá minima, je-li jeho první variaoe nul()vá 8U=O
a druhá variaoe pozitivn! Ó'U '> O • Přesné řešen! dává VhW\": lJo , přibliž
né řešení Ul'n.Ll'\)o LJo • Protože posuvy vycházejí z přibližného řešení zalo
ženého na Lagrangeově variačním prinoipu voelku menší než přesné, dalo by
se předpokládat, že také deformační energie bude vždy menší než přesná,

tj. že

Ale ani tento
li předepsány

~ A d.sL = ~ l\. cUl
Jl. .n.

závěr není správný. Nerovnost (J.17) skutečně platí, jsou
síly. Jsou-li předepsány posuvy, bude

~ l\ cHL ~ JA. dJl (J.18)
Jl. st

nebol k překonání zvýšené tuhosti je třeba vynaložit k vyvození předepsa-
ných posuvd větší sílu.

Je velmi výhodné, když funkce ~ť (x.) v rovnici (2.10), resp. (J.l)
splňují podmínku ortogonality s vahou IN lx:) (x ~ Sl)

~ w(x) tv,; LX) /-vi lx) cUL.: bťa" 0.19)
Sl.

kde

0,,. · { ~ :::
značí Kroneckerovo delta. Je-li funkoe ~(x) známa, lze v takovém pří
padě velmi snadno určit koefioienty Cfk. • Násobenim rovnice (J.l) funkcí
lIJ lx:) .ev

t
l~) a integrací vyjde

11-\<:": ) W(x) ~\ (x) t<.(x.) cUl.
Jl.

Není-li funkoe 4 (x..) známa a hledáme-li ji minimalizací funkcionálu U ,
pak za určitých předpokladd dostaneme pro neznámý vektor ~ soustavu
rovnic s diagonální maticí, tj. se separovanými neznámými.

Výběr takových ortogonálních funkoí, které by splňovaly podstatné
okrajové podmínky na hranici nepravidelného tvaru, není snadný a nejčas

těji není ani možný. Vybereme proto funkce, které se ortogonálnímu systé
mu co nejvíce blíží, ale které lze přesto definovat s velkou volností.
To právě činí metoda konečných prvkd.

Za zobecněnou souřadnici CfIL (.-ft. i, 2, ••• , I\'V) vybereme právě runkč=

ní hodnotu .uLx-) v bodě x. t XI(. , kterou označíme,u" • Takže bude
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Pak ovšem musí platit, že

podmínce (3.19) se nejvíce přiblížíme, budeme-li požadovat, aby bázová
funkce w~ LX.) byla nenulová právě jen v blízkém okolí bodu ~t • Bejsnáze
toho dosáhneme tak, že body xI(. (ll: 1, 2 ••• , rn,) spojíme sítí, která ob
last SL rozdělí na suboblasti ne ( e. 1:1 1, 2, ••• , m), takže

n1 U U'l.. U .,. UD.. YYl : SL

fL{, nni -= 0
Bodllm xt budeme říkat uzlové body nebo krátoe uzly. Suboblast ne, před
stavuje prvek (element). Protože má konečné rozměry, mluvíme o koneč

ném prvku. Na hranici každého prvku bude několik uzlových bodd. Některé

body mohou zdstat nespojené uvnitř prvkd. Bázovou 'funkci ~~ LX) určíme
tak, aby byla nenulová jen v těoh prvcích, které se v uzlu xK stýkají.
Definujeme ji po částech, tj. v každém z těchto prvkd samostatně, a to
tak, aby byla splněna podmínka (3.23). S výhodou lze k tomu použít poly
nomd. Funkcionál, který je integrálem nad oblastí Sl , pak vypočteme ja
ko součet integráld nad jednotlivými prvky n~. (To je ovšem možné jen
za určitých předpokladd o spojitosti integrandu na hranioích prvkd.) Pak
lze také postupovat tak, že studujeme vlastnosti jednotlivých prvkd od
děleně. Využíváme jich k sestavení rovnic pro danou úlohu tak, abyohom
00 nejlépe využili paměti počítače.

Někdy je výhodné zavést v každém uzlu jako zobecněnou souřadnici ne
jen funkční hodnotu, ale také její derivace. Zavedeme-li např. u nosníku
aproximaci prtlllybu {.(,(x) tak, že bude v každém uzlovém bodu dán pr~b

{t t = U, (Je: tJ a jeho první derivace Ut = úl ( l( ~) , bu-de

hlt (Xi) : O

.P. I () ( 0.26)
l'I. 2." LX.i -= o"i

zvolíme-li za bázové funkce po částech

Bázové funkce musí v tomto případě splňovat podmínky

-evH -
1

(Xi) : Dl'-i

~\k-1 LXi) :: O

Těmto podmínkám nejsnáze vyhovíme,
Hermiteovy interpolační polyno~.

Jak jsme již uvedli, bázová funkce je definována nad oblastmi všech
konečných prvkd, které se v daném uzlu stýkají. Části bázových funkcí
připadající na jeden konečný prvek nazýváme tvarové funkce. Stejným prá
vem bychom je mohli nazvat interpolační funkce.
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Příklad 6

irešte prdhyb struny napjaté mezi body )( :o O a x~ tJ metodou konečných
prvkd."

Je-li struna rovnoměrně zatížena, je funkcionál

(a)

Zde F' je předpětí struny, o němž předpokládáme, že se prdhybem struny
nezmění. Protože funkcionál obsahuje nejvýše první derivaci hledané funk
oe, musí být aproximace v nulté derivaoi spojitá, v první už nikoliv. Md
že být proto hladká jen po částech. Oblast O~ )( ~ t rozdělíme např. na
čtyři konečné prvky, každý o délce L -::. ťl4 • V každém z nich použijeme
lineární aproximace. Pro i -tý prvek tedy bude (obr. 5)

L

L

y(~ )

OBR.S

(b)

kde ~ 1:<0, 1) je bezrozměrová lokální souřadnice. Derivací (b) podle
':1. dostaneme (pro ~k:. <)( < X1<.+1 )

'íl(x) '"
(c)

Souvislost mezi lokální souřadnicí $ a globální souřadnioí X f < Ol (, ;.

dává

takže část funkcionálu připadající na'- -tý prvek je

F r1 (1
U~ = t L J [~'(~)1'ld~ -i L J ~ (~)c.t~ :

o o
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(.)

(f)

4

U '" L U"
b1

Okrajové podm:Cnky požadují, aby ~1 -:: O , "JG" '" O • Pro zbývající neznámé
platí rovnice

Přitom

(g)

Snadno vypočteme, ž.

Odtud dostaneme

F
L l-! (h)

~'l -:: ~4 -= ji1.L'lI'l.F '" '?Jq.{l/3'l.F

~,,-:: 2q.L'l-/F "4 ťZ / 9F

Tyto hodnoty se shoduji s přesným řešenim. Pr[byb struny mimo uzlové bo
dy je však menší než přesné řešení, oož znázorňuje obr. 6.

1 2 3 4 5 x

y

OBR.6

Příklad 7

~ešte stejnou úlohu užitím jednoho herm1teovského prvku.

Hermiteovy interpolační polynomy napíšeme pro lokální bezrozměro

vou souřadnici g na intervalu O~ ~ ~ 1 • PolynolIl\Y musí vyhovovat pod
mínkám (J.26) pro proměnnou § a pro ~I i • 1, 2. Tedy
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fu 1 ( ~) :: 1- ~ ~9. + .t g1.

"'1. (~) ::: ~ - i %2 + ~J

1v3 (~) '" 3 ~ 2. - i ~ 3

{,tt (~) <: - ~'J. + ~3

Z okrajových podmínek ~e zřejmé, že ~1 -= O , ~~ ':Z O

a funkcionál (a) z příkladu 6 dá

• Bude proto

(a)

(b)

Z podmínky pro minimum této funkce plyne soustava rovnic

(o)

4

-1

-1

4

~ešením dostaneme sklon v podpoře

Ctf.,'L ,
!\..f l' -= -L.:..- ::. - 'tA.
d . "-F d 1

a největší prdhyb uprostřed struny ( ~= 0,5)

-~~ tr\fA'l - g F

(e)

(f)

Hodnoty (e) a (f) jsou přesné. ~ešení (b) je rovněž přesné, nebot čle
ny třetího stupně se ruší, takžé dostáváme prdhyb struny ve tvaru kvad
ratické paraboly, což odpovídá přesnému řešení.

Příklad a

Problém kroucení prizmatické tyče lze řešit v pravoúhlých souřad

nicíoh X J '1 J:z. tak, že posuvy vyjdou

(a)

Osa ~ spojuje středy krutu všeoh prdřezd a je' tedy totožná nebo rov
noběžná s osou, popř. se středn1cí tyče, ~ znam8!ul zkrut a 1.[' harmo
nickou fWlkoi popisujíoí deplanaci prt1řezd. Napětí jsou pak dána výrazy
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(c)

(~ ) q..(~Te-x. "" G1J' 'l> X -~ 7:t 'J ;: G.V 'i>1f + X) (h)

Okrajové podmínky vyjadřují skutečnost, že smykové napětí má na okraji
prdřezu směr tečny k obrysu. Tyto podmínky se zjednoduší, přejdeme-li

ke sdružené harmonické funkci cr (XI '\fl takové, že

rolf 'V '4' '0(/ _ _~
ox. -=- 7)1 01j - 0)(

Vztahy pro napětí uvnitř oblastiSL pak budou

Tuto rovnici však m~žeme přepsat do tvaru

(d)

(e)

dl{ -I- 'l;t á1 to x 0.)(.. -:: O

Odtud dostaneme integrací okrajové hodnoty

tf =-1 Cx'1.+'j-'l.) t C (na [' )

(f)

(g)

Na integrační konstantě v tomto případě nezáleží, protože při derivová
ní odpadne. M~žeme proto zvolit C = O • Protože <f je harmonická funkce,
musí být

(h)

Tuto funkci budeme nyní hledat metodou konečných prvkd. Budeme konkrét
ně předpokládat, že prdřez tyče je čtverec o rozměrech a,)( a (obr. 7).
Rozdělíme jej na 16 stejných čtvercových prvk~, každý se čtyřmi uzlový
m! body. Jeden takový prvek je zakreslen na obr. 8. Transformujeme jej
na čtverec 2 x 2 (obr. 9) užitím vztahd

x. ~ Qo + Ct1 ~ t Q1. 'lZ t a~ ~ 1'[

'í ~ {YO +-&1 ~ {- fr'/, '1, t &3 ~ VL

Osm konstant ao až &:3 vypočteme z podmínky, že uzlové body (tj. vrcho
ly) si musí odpovídat. Tedy
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J
XI 1 -1 -1 1 Clo
'X'l.. 1 1 -1 -1 Q..l

1 X3 1 1 1 1 0.2.

LXl( 1 -1 1 -1 a3

Obdobná rovnice platí pro ypsilonové souřadnice a konstanty vo až ~~ •
Transformační vztahy (i) by platily i pro prvek ve tvaru obecného čtyř-

úhelníku. V našem případě je však Xf = X,,+ , x'2. -= x.~ , "di ': ~1 • ~3::: ~li

a vztahy (i) se zjednoduší na tvar

x = i (Xi t X'l.) + t (X'2. - )(1') §

~ ~ ~ (1J1- t ~3) + 1. ("13 -1j'l-) lL

Rovnici (h) s okrajovými podmínkami (g) odpovídá funkcionál

U :: 1 )~ [( ~)l ~ (~~ t ] d~dlf
Integrujeme přes plochu prvku na obr. 8. Uvnitř prvku v rovině

zvolíme aproximaoi ("násadu") ve tvaru bilineárního polynomu

(k)

Cl)

(m)

Tento polJrnom má čtyři konstanty Co až C., • což odpovídá čtyřem stup
ňdm volnosti konečného prvku (funkční hodnoty lze předepsat ve čtyřech
uzlovýoh bodeoh). Bude

'Vlf rocp '!L ~~ 2-
(Ci + (.3 tt)TX ::::: + =lOg 1)x. 012 1))( )(2,. - >'1 (n)

0tf ~~ ~~ i .
+ - "'1 t Cz. +C~ ~ )

'f)~
- Ii)Š '7J~ f(}1f Í()~ ~ - ~1-

Protože V'lJ - "17. -= Xt. - X1 , vyjde z rovnice (t) po úpravě

S~ 1U "" _ (Ci t C:,/'f)'l.d1f. + j (C2. t CJ ~rd'~
1 -1

2. 1. 2. 2. '+ 2- (o)::: Ci + c.2. + '3 C.3

Konstanty C.O až c.~ v rovnici (m) vypočt eme z podmínky, že funkce <p na
bývá v uzlovém bodu ~~, ~1/. hodnoty cp" • Vyjde soustava rovnic obdobná
k rovnioi (j) s řešením ~)

{
~ } _ 1 [-~ ~ ~ -~] ~~ (p)
Ct. - Lt -1 -1 1 1 \.f.;

_ C,3 1 -1 1 -1 lf"t
~) Čtvercové matice v rovnicích (j) a (p) jsou navzájem inverzní.
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Z podm:ínek 1JU /'0'f~ =o pro {,= 1, 2, ... , 4 dostaneme soustavu rovnic

l-~
-1 -2 -1] ~,~ 1-=

O

..1.. 4 -1 -2 O (q)

6 -2 -1 4 -1 ~.3 J O

-1 -2 -1 4 \.f11 O

Platí pro jeden prvek zakreslený na obr. 8. Mchli jsme ji dostat
kratčej1 i bez použití transformace (i). Použili jsme ji jen proto,
abychom naznačili postup řešení pro obecný čtyřúhelník. Jakýkoli tako
vý čtyřúhelník lze užitím rovnic (1) transformovat na čtverec -1 ~ (gl1Z)~1
a integraci podle (l) uskutečňovat vždy jen v tomto čtverci, at má
čtyřúhelník jakýkoli tvar. To je zvlášt výhodné, používáme-li nÚIDerioké
integrace. Protože souřadnice X , resp. A.f transformujeme se stejným
počtem parametrd ao až a2> , resp. &0 až g,~ jako funkční hodnoty Lf
podle (m) (parametry C<> až G:J ), je prvek na obr. 8 s maticovou rovni-. "

cí (q) ze třídy izoparametrických prvkd.

Číslování vrohold na obr.·8 se vztahuje na jeden vybraný prvek. Jde
tedy ó lokální číslování. V soustavě konečných prvkd na obr. 7 budeme mít
čísla uzld 1, 2, ••• , 25. Pak se stane, že určitý prvek bude mít čísla

uzlových bodli (vrohold) ~ , i ,k , t (v globální soustavě) misto 1, 2, 3, 4
wlokální soustavě). V paměti počítače vynulujeme pole pro matici typu
25 x 25 a přičteme do ní hodnoty z určitého řádku a sloupce čtvercové

matice ze vztahu (q) na ta místa, kam skutečně patří, tj. hodnotu (1, 1)

na místo (~.~). (1,2) na místo (i, 1 ) atd•• až konečně 0.4) na
místo (1<" l ) a (4, 4) na místo (t, ť ). Když takto načteme (postupným
přičítáním k hodnotám již do maticového-pole dříve přičteným) všechny
elementární matice - tj. matioe všech šestnácti konečný~h prvků -, do
staneme výslednou matici ()[1 typu 25 x 25 a rovnioi

(r)

Zde tLp} = (lfi Lp'). .•• 4''1.5" Jr • V tomto vektoru je šestnáct okrajových
hodnot předepsáno. Necht je např. předepsána hodnota 'fr. Pak sedmi slou
pec matice U'O vynásobíme touto hodnotollJ převedeme na pravou stranu rovni
oe a zároveň vynecháme sedmý řádek. Nakonec zbude ~oustava.s maticí IK1
typu 9 x 9 a s nenulovou pravou stranou. ~ešením dostaneme hodnoty ~
ve vnitřních uzlových bodech.

Chceme-li popsanému postupu lépe porozumět. očíslujeme uzlové body
na obr. 7 tak, aby čísla 1, 2, ••• , 9 připadala na vnitřní uzly, čísla

10. 11, •••• 25 na okrajové uzly. Rovnici (r) pak mdžeme napsat užitím
submatio ve tvaru

(e)
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Subvektor tlf<rJ=tlf10' .--..ollfu]T zahrnuje předepsan' hodnoty v okra30
vých uzlových bodech a subvektor t~i představuje "reakce" v těchto bo
dech, které jsou obecně nenulové. V rovnici (r) jsme je nepsali, protože
jsme řádky s nimi nakonec vynechali.

Soustavu (s) rozepíšeme takto

[ K<lC<. J f lfa.} ~ - [ ka,ť,. 1[!fIT1

[ I( 6-(,.] t \fťt 1= - I klYaJ ] { lfa 1+{ &1
První z rovnic (t) dává hledané řešení

(t)

{lfCt 1 '"' - I k~a. r1
( l<'c.b ] [ lf~} (u)

kdežto druhá z rovnic (t) by dala vektor f (y 1, který nás nezajímá. Vy
necháme ji proto.

Při ručním počítání využijeme souměrnosti. S očíslováním uz1d po
dle obr. 10 a s okrajovými hodnotami vypočtenými podle (g)

.. - 0,125 0.1-

.. - 0,156 25 o..?

• - 0,25 0.:1.

lf4
lf5"

Lf~
dostaneme soustavu rovnic

2 I_~
l -1

s řešením

-1

6
-2

:~]{~:}=o..7.{-~'875}
8 ~J -1,625

(v)

lf1 III - 0,155 357 CLl

~t = - 0,151 786 aL

lf;, .. - 0,158 929 a'l-

Abychom získali přesnější hodnotu derivace~~/~x na ose X , proloží
me body 4 - 2 - 1 - 2 - 4 (obr. 10) parabolu čtvrtého stupně

a vypočteme derivaci

(z)

v bodě x: -= ct/2. • Vyjde ~ Zl 0,035 214, r a 0,342 857ri,2. . Pak z rovnice
(d) dostaneme napětí v uzlu 4

TfhCllC. III 0,70714 G1J(l,
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místo přesné hodnoty 0,67531 6"'a... Chyba přibližného řešení ~e 4,7 %.!!)

6 5 4 5 6

5

4

5

6

3 2 3

2 1 2

3 2 3

5 4 5

y

OBR.1D

5

X4---.1........

5

6

Význam tohoto příkladu není ve výsledku řešení, ale v algoritmu,
ten se nezmění, ani když budeme vyšetřovat kroucení tyče s prdřezem ve
tvaru libovolné oblasti, kterou lze roz~ělit na obecné čtyřúhelníky.

To je podstatná výhoda metody konečných prvkd proti diferenční metodě,

u které každá změna tvaru sítě si vynucuje i změn~ diferenčních vztahd.

4 • POŽADAVKY. KTERtM MOS! VYHOVOVAT S!" KONEČNtCH PRVKB

Používáme-li deformační verze metody konečných prvkd, která ~e nej
běžnější, vycházíme z Lagrangeova variačního principu. Aproximujeme pole
posuvu tak, abychom vyhověli podstatným, tj. geometrickým okrajovým pod
mínkám. Je-li tato aproximace (a popřípadě jeji derivace) uvnitř jednot
livých prvkd spojitá, je tam zároveň kompatibilní (geometrioky přípustná).

!!) V publikaci "l1vod do metody konečných prvku", D'l' ČVTS Praha (1976)
uvedl autor řešeni stejné úlohy užitím trojúhelníkovÝch prvkd, založe
né na jednodušší Prandtlově metodě.
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Z podstaty metody vyplývá. že posuvy jsou kompatibilni také v uzlovýoh
bodeoh (je-li jeden uzlový bod společný několika prvk~ je posuv tohoto
bodu ve všech těchto prvoíoh přirozeně stejný). Chceme-li. aby posuvy by
ly kompatibilní také na hranicích mezi elementy. musíme se postarat o to.
aby posuvy (a popřípadě i jejich derivace) na společné hranici dvou prv-
kll byly zcela určeny právě jen zobecněnými posuvy zavedenými v uzlových
bodech ležícíoh na této společné hranici. Není-li tato podmínka splněna,

jsou prvky nekompatibilní (nekonformní). Mohou někdy dávat užitečné vý
sledky, ale pro přesné řešení nedostaneme s nekompatibilními prvky žádné
ohraničení (nevíme, zda vypočtené hodnoty jsou větší nebo menší než přesné).

Protože jde o přibližné řešení, upouštíme od požadavku d~sledného

splnění rovnic rovnováhy. Jsou splněny jen v uzlových bodech a jen výji
mečně také uvnitř element~.

Aproximace posuvo. musí být taková. aby umožňovala vytvořit v prvku
homogenní pole poměrné deformace. Toho dosáhneme, když v polynomu Y\ -tého
stupně nevynecháme žádné členy stupně nižšího než Y\ • Nesmíme vynechat
ani absolutní člen, nebot prvek'musí mít možnost přemístit se libovolně
jako absolutně tuhé těleso. Prvek má být vytvořen tak, aby nevznikala
umělá anizotropie. Tomuto požadavku geometrické 1nvariance nemo.žeme - až
na výjimky - beze zbytku vyhovět. Volíme však tvar prvkll tak, aby nebyly
v určitém směru zbytečně protáhlé a používáme pokud možno kompletníoh
polynomd, v nichž jsou všechny proměnné symetricky zastoupeny.

Z uvedených požadavkl1 vyplývá základní pravidlo. Obsahuje-li funkoio-
nál derivace nejvyššího řádu t'YI , je diferenciální rovnice problému řádu

'lm • Pak se požaduje, aby apro.dmace posuvo. uvnitř prvko. byly spojité
a úplné a~ do řádu m, kdežto na. hranicích se mezikompatibi1n:Lmi prvky
žádá spojitost do řádu l'Y\-1. .

Existuje jednoduchý "sešívací test" (angl. patch test, patch ::I zá
plata, to patch = slátat), kterému vyhovuje každá sít konečných prvko.
splňujících požadavky konvergence. Statická úloha vede k rovnici

kde k je globální matice tuhosti, ~ vektor zobecněnýchposuvlluzlových
bodll a f vektor zobecněných sil, pusobících v těchže bodech. Zvolíme-li
posuvy ~ takové, které odpovídají homogennímu poli poměrných přetvoření,

musí z rovnice (4.1) vyjít ve všech vltitřních uzlových bodech nulové zo
becněné síly (ovšem nulové s počítačovou přesností). Splnění tohoto tes
tu je nutnou podmínkou konvergence (což znamená, že se výsledky výpočtu

při jemnějším dělení oblasti na konečné prvky přiblíží více k přesnému

řešení. pokud nejsou zkaženy zaokrouhlovacími chybami). Test však nevypo
vídá nic o rychlosti konvergence.
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.Příklad 9

Jaké požadavky musí splňovat kompatibilní prvek pro řešení prdhybu
tenkých desek?

Funkcionál úlohy, tj. celková potenciální energie skládajicí se z
deformační energie a z potenciální energie vn~jších sil, obsahuje deriva
ce nejvýše druhého řádu. Diferenciální rovnice pro pr~b tenkých desek
je čtvrtého řádu. Je tedy rYl = 2. Aproximace prilhybu IN (XIV') desky musí
proto mít uvnitř elementd spojité ještě i druhé derivace a muaí umožňo-
vat vytvořít pole s konstantními hodnotami druhých derivaoí ~1..wl ()x" ,
~'Lw/'lJllJt, 7)'l.wl'Dx.1y • Mezí elementy se žádá jen spojitost prl1hybuWa

prvních derivací 7Jwl'Ux. ,?Jwl1J~ •

Příklad 10

Zkoumejme, zda prvek na obr. ll, navržený pro rovinnou napjatost.
splní podmínky "sešívacího testu". Tvarové funkce -/vi až 1\,4 jsou spjaty
s uzlovÝmi body 1 až 4 • Další. dvě tvarové funkc e ~.r'~" j sou nekonform
ní a jsou ~áz~y ~ nez~vislým parametrlim Á-r , ...\-b , fr .?" • Posuvy ve
směrech souradmcovych os JSou

Přitom

Th1::: Latx)L(y+~)14ú..fr
~~ '" L(1-)() (ťr+ ~) /40..6-

fv~ -= la-)()(6--~) /40.6

lv4 ~ la+i.)[ťr-~)/lfaB-

hr =: (q}--x'l.)/a'L

~G = l6~-"t1)J(,.'l.

Prvek vyhoví sešívacímu testu, jestliže homogenní pole konstantního pře

tvoření lze vyvolat pouze silami pusobícím1 v uzlech, zatímco zobecněné

síly příslušné nezávislým parametrlim zdstanou nulové.

Zvolme např. pole posuvd

(b)

jemuž přísluší pole přetvoření

(c)
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OBR .11

a aby '\)'1 -= 'V't -= V 3 :o Vii '=' .A....r -= ..\.0 ;; fL3 -=)J.G "" O.
Nemají-li se rovnoměrným rozta!ením prvku vyvolat tvarové funkoe

~r- , h b , musí v matici tuhosti odpadnout interakční prvky ~'1' , resp.
~i~ ,i = 1, 2, ••• , 4, i = 5, 6. V daném případě vychází -k-t:~ :o 'liti. O

a požadavek k~. • ~~i • O vede k podmínce

rr (iHv~ 'O ~,
Jj ~ ~ dx.d~ '= Q
JL

Integrací per partes dostaneme

(e)

(f)

První č len na pravé straně rovnice (f) je nulový, nebot f\,~ (x. ,. a,,) '" O ,
..ev S" ( X. =. -a)~O. Druhý člen je rovněž nulový, nebot ro'l.hi-nx. 2. -= O pro

{ = 1, 2, ••• , 4.

Analogicky bychom se mohli přesvědčit, zda daný prvek splňuje pod
mínky testu i pro homogenní pole E';f • konst, resp. ~){'t = konst.
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5. ROZMAZAN~ MNO~INY A ROZMAZ.AN~ KONEČ:N~ PRVKY

Pro potřeby kybernetiky a teorie informací byl zaveden pojem "roz
mazaná množina". O tom, zda některý prvek do dané množiny patří nebo ne,
je totiž někdy těžké rozhodnout. Chceme-li např. z určité skupiny lidí
vybrat množinu lidí zdravýoh, budeme v některém případě na rozpacích, zda
dotyčný je ještě zdravý nebo už nemooný. Tím obtížnější by bylo vybrat
např. množinu lidí veselých. Pro množiny tohoto typu se vžilo označeni

rozmazaná množina ,(angl. fuzzy set).x)

Obdobný název byl zaveden i pro jistou množinu "konečných" prvkd
jdoucích do nekonečna. V některých případech je výhodné nahradit těleso

konečných rozměrd, které má více nebo méně složitou hranici, tělesem ne
konečným. Využíváme při tom Saint-Venantova principu, podle kterého ne
mohou nezatížené. vzdálené části tělesa prakticky ovlivnit onu část těle

sa, která je zatížena rovnovážným systémem vnějších sil v. objemově ome
zeném rozsahu. Je-li např. čep zalisován do nějaké obdélníkové stěny, je
jíž rozměry jsou podstatně větší než pr~ěr čepu a čep je umístěn poblíž
středu stěny, mažeme předpokládat, že stěna je nekonečná. Pro napjatost
v blízkém okolí čepu, která bude nyní rotačně symetrická, dostaneme jedno
duchý vzorec a výsledky budou přitom prakticky stejné, jaké bychom dosta
li pracným výpočtem napjatosti ve skutečné obdélníkové stěně konečných

rozměra. Jiným příkladem muže být napjatost v okolí trhliny. Ta je určo

vána pruběhem napětí v blízkém okolí trhliny, at je těleso jakkoli vel
ké. Rovněž skořepinová napjatost na jednom konci dlouhé cylindrické tla
kové nádoby se často počítá za předpokladu, že druhý konec nádoby je ne
konečně vzdálený. K řešení pak potřebuj~me vyčíslit jen poloviční počet

integračních konstant a vyhneme se přitom i možné velké zaokrouhlovací
chyběa ta maže znehodnotit nebo i znemožni+- .3s,r:lé řešení uvažující zá
roveň oba konce tlakové nádoby.

Konečným počtem konečných prvkd ovšem nelze pokrýt nekonečnou oblast.
V takových případech je výhodné použít k modelování vzdálených "nezajíma
vých" částí tělesa konečných prvka velkých rozměrd, až konečně i takových,
jež vedou v limitě do nekonečna. Tvarové funkce musí pak ve s~slu Saínt
Venantova principu v nekonečnu vymizet. Jak rychle., v jaké vzdálenosti
mají vymizet, zustává otevřenou otázkou. Právě tato neurčitost nekoneč

nosti "konečných prvka" vytváří souvislost s rozmazanÝmi množinami. Od<~

tud pak název "rozmazané prvky" (angl. fuzzy elements).

Rozmazané prvky mdžeme vytvářet generováním tak, že konečný prv(k
v ( n-1 )-rozměrném prostoru rozšíříme podél tvořící křivky na oblouku

:2)
fuzzy a chomáčovitÝa fuzzy-wuzzy = súdánský bojovník.
Dnes se v odborných textech většinou nepřekládá, dříve se překládalo

jako "rozmazaný" nebo "neostrý".



(Cl t ťJ.) do ~ -rozměrného prostoru (obr. 12). Pro tvarové tunkce dosta

neme

Je-li tvoříoí oblouk křivky <a/OD> nebo (-co,G,), vznikne nekonečný prvek•

.
J

• 1

J

s
OBR.12

Topologie nějakého konečného prvku o objemu Sl~ je určena tvarem
hranice a uzlovými body. Mdžeme ji však_určit také "členskou funkcí"
fe (1)) takovou, že

{

1 pro 'P G. IIef e (P) = , I

O v ostatních případech

Užitím této funkce mdžeme rozhodnout, zda nějaký bod P patří do oblas
ti konečného prvku e nebo ne. Oblast SLe konečného prvku (elementu) e
pak souvisí s oblastí V • v níž hledáme řešení celé úlohy, jednoduchým
vztahem

(5.3)

Souvisí-li vektor poměrných deformaoi ~ s vektorem poeuvd v uzlo
vých bodech cr vztahem

a platí-li Hookedv zákon
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GCx) = Ce. ex)

je celková deformační energie v prvku dána vztahem [srov. B rovnicí
(1.22) 1

Tento vztah mdžeme napsat v kvadratické formě

~ A té.) cJ.S2. ~ t c{ ke. q,
..Qe

utvořené se souměrnou matioí tuhosti daného prvku

ke. : ) BTC B d .D.
..Q..e.

S použitím (5.J) mdžeme psát, že

(5.8)

ke. -; ~ fe. 'BT C B ct V (5• 9 )
'I

Členská funkce podle (5.2) nabývá pouze dvou diskrétních hodnot nula nebo
jedna. Pro rozmazané prvky však zavedeme členskou funkci, která bude v
určité oblasti spojitá v intervalu

(5.10)

a za nosič prvku budeme považovat oblast Se. , pro niž fe> O • Funkci fe
v nerovnosti (5.10) volíme tak, aby vyhovovala praktickým potřebám úlohy.

Například pro trojúhelníkový prvek v rovině X ,'t je nosič .se. to
tožný s oblastí prvku SLe. , nebot platí (5.2) {obr. lJ}. Pro nekonečný
prvek na obr. 14 je S~ C Sle. • Nekonečnost vyšetřované oblasti je tedy
modelována konečnými prvky, v nichž se tvarové funkce se vzdáleností od
exponované oblasti zmenšují absolutně k nule.

Příklad II

Tvarové funkce pro jednorozměrnou tyč j - k na obr. 14 jsou

(a)

Tvarové funkce dvourozměrného polonekonečného prvku generovaného přím
kou rovnoběžnou B osou X. jsou e nimi totožné, předpokládáme-li <f (x) =1.
Posuvy U , '1/ ve směrech os )(, ,~ jsou
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(b)

Poměrná přetvoření jsou

~
O ~ O 'b ~h,

O Ull
f'}

tU x. ~x. 'Íly.. I\Y,.

E~ - O
1) {ul 1~J rue..! J
roy - O O

1rJ ~~ tUlj -::.

3'i.~ o 'U 'j)~" '(J"'j 'U~(o. 'U ~" Ulj~ 'Ol<. ~ ~x. 'by ~x. 1Yt,

[-~
O O

~J
U·J

1 -1 O ",.
(e)== J

~t-~J O 1 <Lit
1Yk,

To je rovnice (5.4). Pro rovinnou napjatost vypočteme

o

o
-1

-lt:- O

O - i

~ O (d)

O 1

Protože je tato matice konstantní, bude podle (5.9) pro desku o tloušt
oe -t

k ::. H Ute t á)(.áy (e)

Se
Tato matice tuhosti je pouze čtvrtého řádu, nebot element na obr. 14
má pouze dva uzlové body a čtyři stupně volnosti (čtyři zobecněné po
suvy).

Příklad 12

Nekonečný element lze navrhnout i jiným zp~sobem. Na obr. 15 je
znázorněn lagrangeovský prvek se šesti uzly. Souřadnioe )( , 'If jsou lo
kální. Souřadnice ~ je bezrozměrová. vázaná se souřadnioí ." transfor-
mací

(a)
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y

o 2 5 8 x

o
1

a
b

OBR .15

Chceme aproximovat funkci lf • Hodnoty funkce ~ v uzlech jsou lf'.,; ,
-0 = 1, 2, ••• , 9. I-Ta přímce lt = O bude

kde

01 :: t (1Z1. - 'lL )

Na přímce "t"" -1 bude

" ( 'lf. -= -1) = l.f1 h.1 + tf lf h,l + Cf '1 hJ (c)

Zvolíme
a - x

Úl

- x./e
o (d)

X )(,-a.
.~ ""- e. ~'J.. a

.~ :: 1- ~1 - -h'l.2>

(e)

(f)

Vztah (f) musí platit, mají-li mít tvarové funkce schopnost modelovat
homogenní pole 'f =konat. Délka l je volena tak, aby pro fr rostoucí
bez omezení vystihovaly exponenciální funkce v rovnicích (d), (e) mono
tónní pokles tvarových funkcí k nule. Uspokojivé výsledky dootaneme,
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zvolíme-li a..( -e < 4a. .

Připomeňme, že ~1 ()(~O) -= 1 • -hi lx ::=a):::: O • ~1 (x. =(j:)) -= O • Podobně
~ 'l.. ( X~ O) ::: O ,.~'1- (~ =a.) = 1 , h'l ( >(::: 00 ) = O • Je-11 Cf (X -7 (0) ~ O ,

nepotřebujeme tvarovou funkoi ~3 znát. Zbývá proto jen šest stupňd vol
nosti. Aproximace v oblasti celého prvku je

(g)

kde

(h)

6. HYBRIDn KONEČNt PRVKY

V druhé kapitole jsme uvedli, proč se v praxi neujala silová vari
anta metody konečných prvkd odvozená z komplementárního variačního prin
cipu (1.16). Hlavním ddvodem je, že je velmi obtížné nalézt takovou apro
ximaci pole napětí, která by splňovala podmínky rovnováhy uvnitř řeěené
oblasti Sl a zároveň vyhovovala na části povrchu fG' předepsaným silovým
okraj ovým podmínkám.

Existuje však způsob, jak tuto nesnáz zmírnit. Stačí oddělit od se
be jednotlivé prvky tak, aby nebylo nutné splňovat podmínky rovnováhy na
jejich hranicích, ale jen uvnitř prvkd. Pak není nutné ani to, aby apro
ximaoe napětí zavedená uvnitř prvkd ait~ovanýoh na okraji oblasti splňo
vala silové okrajové podmínky. Tohoto oddělení pr~kd dosáhneme tak, že
pole napětí definujeme pouze uvnitř otevřené oblasti Sl prvku, kdežto na
jeho hranici r předepíšeme posuvy. Volíme je.tak, aby byly kompatibil
ní, tj. aby byly společné pro prvky, které na té či oné části hranice sou
sedí. ~rotože jde o předepsané posuvy na hranioi daného prvku, objeví se
v povrchovém integrálu obsaženém v komplementární potenciální energii
(1.17). Vezmeme tedy

Cí -: ~ ) G"T (-tG cUl - J.(lT tJ ot[
2. .n rte.

Napětí ~ uvnitř prvku budeme aproximovat tvarovýmd funkcemi sestavený~

mi do matice GCx) • Parametry této aproximace sestavíme do sloupcového
vektoru ~ • Rovnici (2.13) pak můžeme zapsat maticově ve tvaru

Pro aproximaci po"suvd na hranici prvku budeme mít obdobně k rovnici (2.10)
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Vztah (6.2) platí uvnitř jednoho prvku, vztah (6.3) platí jen pro body na
je~o hranioi. Rovnici (6.1) budeme nyní chápat tak. že se vztahuje právě

jen na tento prvek. Dosazením (6.2) a (6.3) do (6.1) dostaneme

u-= t;) (;TC1GQ{Sl r-> - ~T ~ Hlq dr. (3
· ~ r

Matice q. interpoluje na hranici r vektor napětí fl a je odvozena z mati
oe G • Označme zkráceně

(6.5)

Pak

,.,."

Na.pětové parametry musíme vybrat tak, aby U nabývalo stacionární hodnoty.
tedy z podmínky

Derivace (6.6) podle vektoru ~ musí být proto nulová, takže

(6.8)

Odtud

Když tento vektor dosadíme do vztahu (6.6), bUde po úpravě

IV ,,_T í"~ _
V e-iC} NS Nq.

Vyjdeme-li na druhé straně z Lagrangeova variačního principu (1.15),
bude potenciál U podle rovnice (2.1) po malé úprava

U:: I)tTCEdSl- f<ZXdn- Jt/pdr
~ ~ ~

Aproximaci podle posuvd mdžeme psát analogicky k rovnici (6.J)

Pak (6.11) dává

(6.13)

- 51 -



kde - shodně s rovnicemi (5.4) až (5.8) 

K I BT C. B d SL
Sl.

~ -= ~ de

f := ~ de X úl SL -i- Jde. ~ dr + fo
Sl. f6

Vektor f zahrnuje osamělé sily fo plisobioi v uzlových bodech a také ob
jemové a povrchové akční síly přepočtené do uzlových bodli. Princip (1.15)
aplikovaný na výraz (6.13) dává

a tedy - shodně s rovnioi (4.1) -

o (6.14)

N

Tohoto formalismu použijeme k vyčíslení komplementár.niho funkcionálu V •
Jsou-li předepsány posuvy uzlovýoh bodli ~ , vznikají zobeoněné síly

(6.16)

a komplementární potenciální energie vyjde

Rovnioe (6.13) se liší od rovnioe (6.17) jen tím, "že v rovnioi (6.13) jsou
předepsány síly a deformaoe ~ jsou proměnné. V rovnici (6.17) jsou přede

psány posuvy 4 a síly f podle(6.l6) jsou proměnné. Porovnáme-li (6.17)
a (6.10) vidíme, že matioový součin NT S-1 N má význam matioe tuhosti K •
Tedy

(6.18)

Od tohoto okamžiku počítáme s maticí tuhosti K podle (6.18) jako v de
formační variantě metody konečných prvkli. Příznačné pro hybridní konečné

prvky je právě to, že napětové parametry ~ jsou na úrovni prvku předem
eliminovány, takže algoritmus řešení celé úlohy je stejný jako u defor
mační varianty metody konečnýoh prvkli. Rozdíl je jen ve zplisobu odvození
matioe tuhosti. Tato matice vyjde poněkud rozdílně, nebot je odvozena
z komplementárního variačního principu. Nejde však ani o dlislednou silo
~ou variantu metody, nebot jsme na hranicích prvkli předepsali posuvy .na
zplisob deformační metody.
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Soustava hybr1dnía.h konečných prvkd se tedy skládá ze silových prv
kd vestavěných do. sítě, ,která se předepsaným 'zpdsobem deformuje. Po vy

šetření vnějších s11, které k takové deformaci potřebujeme. formulujeme
inverzní úlohu pro výpočet deformací, jež odpovídají daným akčním silám.
Tím se vracíme k formalismu deformační varianty metody konečnýoh prvkd,
takže mdžeme využít běžných výpočtových systému pro tuto metodu.

Odvozeni hybridních prvkd, tj. odvození jejich matice tuhosti, je
pracné. Řešení však bývá při stejné síti přesnější než při aplikaci de
formační varianty (obdobně jako řešení odvozené ze smíšených v~iačních

principd, srovnej příklady 4 a 5). Při stejném požadavku na přesnost vy

stačíme proto s menším počtem hybridních prvkd.

Příklad 13

Pro čtvercovou desku 2 x 2 znázorněnou na obr. 16 navrhněte v rovině

X ,"t ' aproximaoi pole napětí a okraj ových posuvd.

2
r

1

x

~"

3 4

OBR.16

Rovnice rovnováhy

'06'x. 'Trl:''á>' O
'UG"'1

+-
f()rxy O

Cbx.
T

1I\f I"()~ ~x.
(a)

splníme nejjednodušeji aproximací

~1l~x 1 O O "f- O Je, O [;'1

G~ = O 1 O O .)(,.. O "K (b)

TX1 O O 1 O O -'t -X ~J
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Každá složka napětí je v ploše prvku lineárně proměnná. Rovnice (b) před

stavuje vztah (6.2). Vektor posuvd v uzlových bodech zvolíme

[q, \ = [ 'U. 1 Ů.. U::. 'U, 4

Na hranici [' budou posuvy

a vektory napětí

(o)

(e)

Vztahy (d) a (e) rozepíšeme pro každou stranu čtverce na obr. 16 zvlášt'.
Bude

(1) na straně 1 - 2 K)

[H] , {[~ ~JI. 1 -)( O O O O O ~]O O O 1+ X 1- x O

191 • [~ O 1 O O -lf ;xJ
1 O O X O

(2) na straně 2-3

tHJ ~\[~ 1+} 1- "r O O O O ~]O O O O 1+~ 1-1ý

['}t) ~ [-~ O O -l O -x ~]O -1 O O ~

(J) na straně 3-4

l H] = ~~ O 1-X 1+ l( O O O l~X]O O O O O 1- )(.

[ct1= [~ -1 O O -X O -x~]
O -1 O O ~

x)
Na této straně je 11"':= 't'~~ , p~ =. G'y • Toho použijeme k sestavení ma-

tice tq].
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(7.1)

(4) na straně 4 - 1

[H] 4
[ 1 ~~ O O 1 -~ O O O

1 ~~ ]
-= T O O O 1 +"3' O O

[ql ":> [ ~ O O 1 O Y.., _Ox]
O 1 O O -~

Matice- N je typu 7 Je 8, matice S typu 7 Je 7. takže matice tuhosti K
vyjde 8 x 8, což odpovídá osmi atupňam volnosti pro hledané posuvy -tLi ,

«'2,. • ."•• , \1'4 •

7. ELA.STICÓ JÁDRO MATICE TUHOSTI

Každý konečný prvek musí bÝt navržen tak, aby umožňoval bezsilový
posuv prvku jakožto absolutně tuhého tělesa (setrvačné síly neuvažujeme).
t1plná elementární matice tuhosti prvku je proto singulární. Vnucuje se
myšlenka rozdělit posuvy na takové, které odpovídají přemístění prvku ja
ko tuhého celku, a na posuvy působící jeho přetvoření. Rovnici '<ev:: f
mdžeme vskutku rozepsat na submatice

--~~;i -~E~1{{;t ~ -{-t-} .
Index R odpovídá přemístění tuhého tělesa, index E elastickému přetvoře
ní. Matice K je singulární, ale submatice k:EE n:i.'kol1. protože nezahrnu
je posuvy příslušné pohybu prvku jako tuhého ~ělesa. Proto mdžeme z dru

hého řádku (7.1) vypočítat

a dosadit do prvního řádku. Bude

( kRR - KRl: I<Ě~ KER.) q.R. + k RE K;~ h '" fR

Nevzniká-li elastické přetvoření, je fE • O a rovnice (7.2) dá

(7.J)

(7.4)

Na druhé straně mdžeme posuvy separovat z čistě kinematickÝch úvah. Při

pohybu tělesa jako tuhého celku musí existovat nějaký transformační vztah
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(7.5)

kde T je obdélníková matice (obvykle má více řádkd než sloupcd). Porov
náme-li pravé strany rovnic (7.4) a (7.5) a připomeneme-li si, že ~Q vo
líme libovolně, dojdeme k závěru, že

(7.6)

Až dosud jsme předpokládali, že h Zl O. Nyní budeme předpokládat, že
h, t- O. Je zřejmé, že síly 1E nemohou záviset na stupmch volnosti q.R
příS1ušnýoh pohybu tuhého tělesa. Proto vztah (7.3) nemdže obsahovat prv
ní člen. Ten vymizí, jestliže

Protože matice tuhosti je souměrná, musí být kRl:. -: K~. S použitím (7.6)
dá rovnioe (7.7)

(7.8)

Když (7.6) a (7.8) dosadíme do matioe tuhosti K , oož je čtveroová mati
oe ve vztahu (7.1), dostaneme

[1< 1 =

Známe-li tedy elastické jádro k EE matioe tuhosti a kinematický vztah (7.5),
můžeme sestavit celou matici tuhosti podle (7.9). Počítáme-li matici tu
hosti numericky (např. Gaussovou numerickou integrací nebo vyčíslováním

vztahů citlivÝch na zaokrouh1ovaoí chyby), vede výpočet s použitím elas
tického jádra podle (7.9) k menším numerickým chybám.

Příklad 1:4.

Nosník se dvěma uzlovými body '/... ~ O , X::: t necht má zobecněné sou
řadnice podle obr. 17.

(a)

kde W1 , W'j.. jsou prdhyby uzlových bodd a tf1 , Lfz. otočení v nich. K po
hybu tuhého nosníku stačí předepsat pouze ~1 , ~1 ' takže mdžeme zvolit

(b)
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w,

OBR.17

Při pohybu tuhého nosníku zřejmě bude platit, že

(o)

To je vztah (7.5). S použitím hermiteovských polynomd a za předpokladu,

že "'1::: O , lfi :! O vypočteme křivost nosníku

f( (O 11)( )
dť..(x) = l t2 - tl

Tento vztah zapíšeme Krátce jako

(- ~ + ~~)1{~~1

Pro deformační energii v n9sníku pak vyjde vzore~

tq~ kEE.q.E : t EJ r[Jť.()() ]2 á.x = .

o t.

="- i ~ E] ) H~ (x) Kr: (x) dx . ~ E
o

Odtud

k ~ EJ [ 12 -6 l ]
EE tJ -6t 4 R,'L

Protože

T :- [ ~ ~1
vyjde podle (7.9)

12 6 e -12 6l

EJ 6t 4 t1. -6 t 2 tl.
k --:: 13 -12 -6t 12 -6l

6 t 2 Iv], -6ť 4 R"t
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(b)

Příklad 15

Elastické jádro odvodíme nejsnáze, když za zobecněné souřadnioe

vezmeme koeficienty interpolačního polynomu. U nosníku z příkladu 14
např. bude

W(l() "; (.(0 + a., x + tA. '1. X2. 4- a~ )( ~ (a)

Zřejmě aR,: [ao a.. JT
, Qg::: (a2 a,j]T. Pohyb tuhého nosníku je totiž po

psán výrazem wp.. = U.O+Of X ,takže wE=a2X1tQ21X3. Místo rovnice (d)
z příkladu 14 nyní máme

ac. Cx) = W~ ~ I? G)( 1{~'l.~~ ~ H~ Q.e.

(t T
a e1astioké jádro tJ J Ho. Ha.d.~ vyjde

o

(o)

Protože koeficientyQo, Q1 popisují pouze pohyb nosníku jako tuhého cel
ku, mdžeme je vynechat. Pak

Tuto rovnici zapíšeme symbolicky jako

(e)

Pak

(f)

Matice I<EE vyjde stejná jako v příkladu 14.

8. POKUTOVt FUNKCE

Lagrangedv potenciá1 mdžeme zapsat ve tvaru (6.1), totiž

Zde q. značí vektor zobecněných posuvtl a f vektor zobecněných sil. Před
pokládejme, že zobecněné posuvy nejsou všec~ nezávislé, že mezi nimi
plati vazba

- 58 -



(6.2)

kde N 3e obeoně obdélníková matioe a d.. daný vektor. Splnění vazebních
podmínek mažeme dosáhnout tak, že rovnici (8.2) skalárně znásobíme vek
torem )" sestave.o.ým z Lagrangeových součiniteld a tento součin připo3íme

k funkcionálu (8.1). Vyjde

u = t ti-TKq. - q,T~ + 1 (Nq, - ol) (8.J)

Variaci nyní podléhají vektor q. a vektor A, • Bude tedy

'OU ~U
-- : O -- ~ O (8.4)1Iq. 'bA.

Odtud vyplyne jedn~

krt - f + N"':,\ '" O (8.5)

jednak

NCf - c{ : O (8.6)

Vektor Lagrangeovýoh součin1teld ~ má význam zobeoněných s11 vynucujících
;azbu (8.2), nebot členy v rovnici (8.J) mají rozměr práoe. V matioovém
uspořádání lze rovnice (8.5) a (8.6) zapsat společně ve tvaru

[~~-~-~-J{_t_} = {_t_} (8.7)
N ,O ~ ,ci J

což je tvar zoela obdobný k rovnici (6.15). Lze namítat, že nulová subma
tioe znemožní řešení soustavy (8.7) Gaussovou el1Di1nační metodou. Ale ne
ní tomu tak. Je-li matice tuhosti K pozitivně definitivní, pak se nulová
submatice v prdběhu řešení zaplní a výpočet pr~běhne bez obtíži.

Lagrangeova metoda zahrnutí přidaných vazeb do výpočtu je výhodná,
je-li vazeb málo a týkají-li se velkého počtu stupĎd volnosti.

Vazební podmínku (8.2) nyní zmírníme. Napíšeme

NCf. - d ~ r (8.8)

kde t je nějaký obeoně nenulový vektor. Kdybychom dosadili t = O , dosta
li byoh9m úplnou vazbu (8.2). My však připustíme.3ejí nedokonalé splnění.

Tuto nedokonalost budeme řídit tzv. pokutovou funkcí

n ~ t tTc(.t (8.9)

Funkoe n je skalární; je to kvadratická forma vytvořená s diagonální ma
ticí o( • Prvky cXi;, této matice jsou pokutová čísla. Místo funkoionálu
~8.J) nyní napíšeme
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u ' t Cf' I< 'j. - q; f • n (B.10)

Je-U <X. nl.l1ová maiice, je fl • O a vazby se ignorují. Splněni vazeb se

bude vynuoovat tím přísněji, čím budou pokutová ěí8la větA!. Jsou-li vlak
přiliě velká, zaorl! 88 numerioká přesnost řeleni.

Pouiltí pokutových funkcí má proti Lagrangeovi metodě velkou výhodu
v tom, že S8 nezavádějí nové proměnn'. Implementaoe pokutovýoh tunkoi do
výpočtového programu je stejně snadná jako zaveden! rozdílného modulu

pruŽJ1osti. Nevýhodou je, h pokutová čísla mu.sí být volena rozv&ě. Jsou
11 přilil malá, l1e.r:1Í vazba dostatečně respektována. Jsou-li přilil velká,
vzrostou zaokrouhlovací chyby.

rtí.lad 16

Tyč na obr. 18 je rozdile.na na tři stejně dlouhd prvky, každý o tu

hosti v tlaku t . V uzlových bodech jsou předepeMy síly ti až ftr •
Pro nepodepřenou tyč platí rovnioe

-Iq
-r.,
O

O

-~
210..
-ll.
O

O
-l,

2 ll.
-fo

(a)

Má-ll mít tato rovnice řešení, musí síly f splňovat podmíJlku rovnováhy.
ltehní pak dosta.aeme až na aditivrl konstantu.

f, f2 f 3 f 't

I E I I ~~ ~

1 2 3 4

D8R18

Předepíi!íeme nyní okrajovou podmínku U'f • O (pravý koneo vetkneme).
Pak síly fl ai! fIi mohou být Ubovoln'. Stačí .,. 8oU8tav~ (a) vynechat ětvr

tý řádek a ~tvrtý sloupec. Ze zmeněen' soustavy

vypočteme

-1

2

-1

(b)
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~ -=- (~fl + ~ h t h ) I ~,

.ut -= (2. fi + i h t h) J~,
-u~ -: (fl + h + t'b) l.fu

Poslední řádek rovnioe (a) pak dává reakoi

,(o)

(g)

h ': - ~Us '= - (ft t ft + f 3 ) , (d)

Kisto toho mdžeme podmínku vazby zapsat ve tvaru

[O O O 11{~}-.= O (e)
{L4

To je rovnice (8.2), 1;akže N • to O O 1],a.-O.

Rovnice (8.7) má proto tvar

~ -~ O O O ,<..ti fl
-~ 2ks -~ O O .u~ f.z.

O -k, 2-l -~ O u,,3 - f:l
O O -k- fu 1 .utl !4 (f)

O O O 1 O A, Q

Její řešení je
~ = ( 3.t - 3l-4 - 2. h - h JI ~
-Ut = ('l. A - 2. r4 - h ) /~
-«:!> '" (Á. ~ tlt ) / Ju

A, = 11 + f1. + h + :f 4

Když za A.. dosadíme z posledni rovmce (g) do rovmo předchozích, dosta
neme (o). Parametr A.. má význam reakční síly ,zaohycující všeohny vnější

síly f, až fy •
Konečně mdžeme použít pokutové funkoe. Podle (8.8) je t =- Nq. a po

dle (8.9)

O

O

O

O

O

O

O

O

(h)

Tento, člen mdžeme sloučit s výrazem'b{Kq:, takže dostaneme novou ma
tioi tuhosti zvětšenou o pokutové číslo v pravém dolním rohu. Místo rov
nice (a) dostaneme



(a)

fu -k o o tt"
tl 1

-~ 2~ -k, O Ut +1- (1)=
O -~ 2 fu O M.;

~JO O -~ tJ.+ol ú4

Zvolíme-li ci... dostatečně velké, např. 108, vyjde u.., ~ o.

Příklad 17

Dva sousední prvky označené na obr. 19 písmeny A a B nejsou spoje
ny, ale mají společnou délku l jedné strany. Zahrňte do výpočtu podmďn
ku jejich spojen!

OB R.19

Po spojení budou mít prvky stejné posuvy ~ • 1Y ve směrech os X ,
~ , takže k Lagrangeovu potenciálu připojíme členy

ft e
Al 1 I UA ( .A) - .u l; (,~)1 d~ Á1. ~ [ "'A (A) - '\J'B (A) ] d6

o o

Počet stupňd volnosti spojené soustavy nebude dán pouhým součtem stupĎd
volnosti obou těles, ale bude rozší~en o parametry A1 • Á~ • Připojením

člend (a) vynutíme na společné hranioi kompatibilitu, avšak jen Y inte
grálním sm,slu (v pr~ěru).
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Příklad 18

Vypočteme matici tuhosti pro nosníkový prvek se čtyřmi stupni volnos
ti podle obr. 17, přičemž do výpočtu zahrneme i vliv s~kovÝch deformaoí.

dx
+

l

OBR.20

Průhyb nosníku vzniká jednak ohybem, jednak smykem (obr. 20). Za
kladný prlihyb vezmeme ten, kt erý směřuje vzhtiru (ve směru síly F ). Tak-
že

(a)

kde lf' je úhel otočení průřezu a r zkos. Přitom

dLD __M F
~ r = (b)
áX. - E:I GAs

As je redukovaná plocha průřezu. Protože dM/dx. =-F a dF/ctx =0 (dél
kové zatížení nepůsobí nebo je nahrazeno zobecněnými silami v uzlových
bodech), bude

(o)

Užitím rovnic (a) až (c) můžeme najít obě funkce ~LXJ , wCx) , jsou-li
dány geometrické okrajové podmínky. Předepíšeme-li např.

~(o) = O

w(o)"= 1

\.f (ť,) = O

w(t) ". O

dostaneme reakce v podporách, které mají význam prvk~ v matici tuhosti
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(e)

Pro zobecněné posuvy a síly

dostaneme popsaným způsobem matici tuhosti

f2,11 -f<,12 k. g ~14
k ~ ~1t h11 i!,'/.?J k2,'1

k 31 ~:l- 12,~3 .fz.~4

Ú41 ~'j').. -b, '1'3 n4'i

v niž

11
11
~ 1'l f] l 1 ~)

ť'!J -~

1t11 : Ú 21 ~ ~:: (1 - 1~~ )

w'1?J -= ~'!J1 '= - f~ 11

·~i4 := n41 -= k..1'L

kli = li EJ (1 - ~ ~ "
ť 4 H~ J

~2J ~3~ -= - t 19-

(1')

(g)

(h)

Matici tuhosti (h) mužeme zřejmě rozdělit na dvě části

- q4 -

(i)



(k)

P:rn1í matioe Ko přísluší ohybu podle teorie štíhlých nosn:!kd. Je to ma
1;1ce k • dosadíme-li ~ -= O • Je stejná ~ako matice (h) v příkladu 14.
Druhá matioe K, představuje korekoi na s~. Je-ll nosník štíhlf, ~e 14
malé a ~s 1.& zanedbat. To znamená, že převládají ohybové deformaoe nad
smykovým:!.. Je-I! ~ velk', ~e tomu naopak. ~1n1tel rl tedy mdžeme pova
žovat za jakési pokutové číslo, kterým omezůjeme podíl čistě ohybových
deformací v poměru k de~~~oím smykovým.

Je velmi pOUČD~ rozebrat tento příklad z hlediska Lagrangeova va
riačního principu. Celková potenciální energie V7jde s použitím (a) a
(b) takto

rt d rt dw
U -= i tJ JL~)lctx +t GAs J (dl<. -<.pY~ +- W (j)

o o

Zde VV představuje potenciální energii vnějších s1l. Protož. derivace
ve funkoionálu (j) jsou nejvýše prvního řádu, mdžeme poulit lineární,
po částeoh hladkou aproximaci dvou nezávislých funkcí t{L't) • wex) • Do

staneme ovšem jinou, "patrně méně přesnou, ale jt.ednodušší matici tuhosti
než podle (h). Vezmeme tedy

Lp ( l() '= lf 'I ~1 ()() + ~7. ~ 9. ()() }

W()()~ ~ W1~i lX) + W1. h1 (x)

kde
x .

~1 = 1- T
)(

t (1)

Když tyto výrazy dosadíme do funkcionálu (j) a napíšeme podmínky pro exi-
stene! jeho stacionární hodnoty?J,U/'Oc.p1~O atd.,' ~ž '"bU/'a"!t =0, dosta
neme matioovou rovnioi

v níž

q. -= [W1 lf1 W'l. \.f1. ] T

t -=- [F1 M1 FL Mt 1T .

(m)

(D)

(o)

EJ
1.,

o
O

O

O

o
1
O

-1

o
O

O

O

o
-1

O

1

(p)



A

, el1..

-1

tll
1

-.(./2

(q)

Ukáže se však, že výpočet nevede k uspokojivým výsledk~. Protože jsme
použili nezávislé aproximace dvou funkoí, které'jsou ve skutečnosti vá
zány rovnioí (a), nedá naše metoda žádné ohraničení pro přesný výsledek.
Lineární aproximaoe (k) je schopna modelovat jen po částech konstantní,
nespoj i tý prtlběh ohybového momentu. Poměr GAs el.l EJ má význam pokutového
čísla. Je-li toto číslo velké, vynucuje si ~uhý člen na pravé straně

rovnice (j) rovnost dw/dx = Lf ' přičemž však podle (k) je dw/c/..x • konst
a lf je spojité. To znamená, že nosník se jeví nadměrně tuhý, pokutové
číslo si tedy vynucuje nejen nulový zkos, ale vlivem přijaté aproximace
i nulový pr\lhyb. :lríkáme, že se konečný prvek "uzamkne".

Nadměrné tuhosti matematického modelu daného nosníku při velkém po
měru GAsť~/EJ lze odpomooi tak, že integrály v rovnici (j) vyčíslíme ni

koli analyticky, ale numericky užitím Gaussovy jednobodové numerické in
tegrace. ~) Použijeme tedy hodnotu tunkoe uprostřed intervalu a násobíme
ji délkou intervalu, není-li integrovaná funkce konstantní nebo line
ární, je taková integraoe zatížena numerickou chybou. Matice 'Xs pak vy
j de singulární, ,a to

1 ťl'L -1 Oz
tli ť.2/4 -ef1. l7./lt

J< ~
GAs

-(jl). - tl1. '-e.- -1 1· (r)S

112. lZ/4 -l.I'l. t'lltf

S maticí (r) dává rovnice (m) velmi dobré výs1~dky i pro velmi rozdílné
hodnoty pokutového čísla. Často lze takovýmto numerickým "zkažením" va
riační metody dospět při stejném dělení oblasti na konečné prvky k přes

nějším výsledk~.

Abychom to ukázali na konkrétním případě, vypočteme pr\lhyb krakor
ce na levém konci vetknutého a na pravém konci zatíženého letmou silou
F • Nosník rozdělíme na dva konečné prvky a předepíšeme okrajové pod

mínky W(O) -= O , ť.f (o) ~ O • Výsledky shrnuje tab. 1.

R) Kdybychom ke Gaussově integraci použili dva nebo více bodtl, dostali
bychom přesně nevyhovující matici (q).
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Tab.1. Srovnání vypočtených deformací nosníku III příkladu 18

Řešení s matioí (q) s matioí (r) přesně

GAs(.'-/EJ • 6

E'J W2. / F1.3 1,0000 0,9167 0,9)75

EJ lfd F.t~ 1,6667 1,5000 1,5000

EJw(? / F.e 3 ),)))) 2,8))) ),0000

E :J f3 J Fť. 2- 2,6667 2,0000 2,0000

GAsl?./EJ = 60

E.J W'J. / Ft? 0,1417 0,7667 0,858)

EJ lfd Ft?. 0,2500 1,5000 1,5000

EJ"'J~/Fť.~ 0,4500 2,5))) 2,7000

E1lf'!>/ Fe'l. O,)))) 2,0000 2,0000

Poznámka I t je délka prvku, 2. e je délka nosníku

9. INTERPRErACE NAPMovmo POLE

Platí-li vztah (5.4) a zobecněný Hookedv zákon ve tvaru

co - G"o ~ t ( e- Eo)

kde C;-O , resp. Eo je počáteční napětí, resp, počáteční přetvoření, do-
staneme pro napětí uvnitř nějakého konečného prvku vzorec

(; "'" <:>0 t C ( Bq. - to)

v něm q.. značí vektor zobecněných posuvd v uzlových bodech prvku. Ten zí
skáme předchozím řešením úlohy. Je-li řešení přibližné a zakládá-li se
na Lagrangeově variačním principu, nesplňuje napětí vypočtené podle (9.2)
obecně ani zákon akce a reakce mezi jednótlivým1 prvky (s výjimkou uzlo
vých bodd, kde se přenos sil soustředuje), ani okrajové podmínky na čás
ti r6" povrchu. Interakce mezi prvky vzájemně a mezi prvky a okolím se
odehrává jedině v uzlových bodech. Např. při řešení rovinné úlohy užitím
trojúhelníkových konečných prvkd s lineárními tvarovými funkcemi dosta-
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neme v každém prvku konstantní napětí, jež vykresluje skutečné .napěiové
pole mozaikovitě.

Aby se získal věrnější obraz napjatosti bez nadměrného zjemňování
sítě konečnýoh prvkd, přisuzuje se vypočtené ~apětí těžištím prvk~ a
takto získanými body se pak prokládá nějaká hladká plooha, která v zájmo
vé, nepříliš velké oblasti lépe apro~muje spojitý prdběh .napětí. To
však nemusí být nejvhodnější způsob. Vyžaduje dodatečnou manipulaoi s vy
počtenými hodnotami, která se neobejde bez subjektivníoh rozhodnutí řeši

tele. Ostatně k tomu, abychom vypočtená napětí přisuzovali právě těžiš

tím prvkd, nemáme žádný objektivní ddvod. Uvedeme vhodnější metody, kte
ré z vypočteného spojitého pole posuvů dají automatioky i spojité pole
napětí. Jde-li o prvek umístěný na okraji zájmové oblasti (obr. 21), md
žeme vypočítat poměrné obvodové prodloužení

OBR.21

Je-li známo .napětí Q)/,\ působíoí na hranioi r , vypočteme z Hookeova zá
kona obvodové .napětí, pro rovinnou .napjatost bude

Je-li é,Á a G'1Yv spojitou funkoí souřadnice,h , je spojité i vypočtené
obvodové napětí ~A • A právě obvodové .napětí na okraji definiční oblas
ti nás zpravidla nejvíce zajímá, "nebo{ tam bývá i maximální namáhání.
Ostatně k inioiaci trhliny dochází nejčastěji právě na povrohu částí.
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(9.7)

Bevýhodou tohoto postupu je, že prodloužení (9.3) a napětí (9.4) mu
sime počítat v lokálních souřadnioích J.., M, , a že se tato metoda tý
ká jen okraje definiční oblasti.

Spojité napě~ové pole lze však získat jednoduše i v celé vyšetřova
né oblasti. Nejprve vypočteme napětové vektory ~ podle rovnice (9.2).
Pak v každém uzlu vypočteme vážený prdměr napětí ~ z hodnot vektord ~
ze všech prvkd, které se v daném uzlu stýkají. Bude

Indexem e, rozlišujeme prvky, které se stýkají v i -tém uzlu, We. jsou vá
hové koeficienty. Takto vypočtené hodnoty napětí v uzlech interpolujeme
užitím stejných tvarových funkcí, jaké jsme použili k aproximaci posuvd.
V určitém konečném prvku (pro určité ll. ) bude

Vektor Se, se skládá se subvektord <a.,; příslušných uzlovým bodfun ll. -tého
prvku, jehož napjatost je popsána vektorem G'e (X), H (x) je IIBtice tvaro
vých funkcí. Pole napětí (9.6) je nyní spojité, ale nevyhovuje podmínkám
rovnováhy sil v uzlech. Odpovídají mu totiž vratné síly Te ,které vypoč

teme pomocí principu virtuálníoh prací z rovnioe

) 5E: G"e, d51 e '" &q~ 1"0
Jle..

Ze vztahu (5.4) vychází ÓL~ '" &q,~ BT
, takže

("e -=. ~ \3T((Jedn~ (9.8)
Sl.e.

Když tyto vektory načteme do výsledného ,vektorú sil ř , bude se obecně

lišit 'od daných vnějších sil f • Rozdíl -r-f představuje nevyvážené síly',
které musfme odečíst. To znamená, že přičteme síly f-r • Tím obnovíme
rovnováhu v uzlech, ale zpdsobíme dodatečné přetvoření provázené posuvy
uzld fj" Cf. Vypočteme je z rovnice

Nové posuvy jsou

q,. nové Zll q,. staré + A Ci- (9.10)

Odtud dosadíme do (5.4), (9.2), (9.5) a (9.6). Není-li Aq, zanedbatelné,
postup zopakujeme. Zpřesňují se tedy zároveň napětí i posuvy. Posuvy
jsou pak spíše přeceněny než nedoceněny.
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J1rJ.ý zpdsob zpřesJ1ěn:! okrajovýoh hodnot hledaDýoh tunkoí je užití
smíšenýoh iJ1terpolačmoh 1"w1ko:!, ktercS umožňuj:! splJ11t přesJ1ě podstatJ1cS
i přirozencS okrajovcS podmínky.-)

Př:!klad 19

Prizmatioké rameno rotuje úhlovou ryohlostíúJ kolem uzlového bodu
1 (obr. 22). Je rozděleno na dva konečncS prvky 8 l1J1eÚ'D.:ÚI1 tvarovými
funkoemi. Prdřez tyče je A , modul pružnosti v tahu E , hustota ~ •

1 2 3

~ (~~;;-=t~;;·t-
·OBR.22

Z teorie pružnosti víme, že v daném rotujícím ramenu vznikají po-
suvy

a napětí

X
L ( 1-~ ~: ) (a)

(b)

Hodnoty (a) a (b)použijeme k srovnání a přibližným řešením, které zí
skáme metodou konečnýoh pr;kd. Beoht prvek zabírá obeoJ1ě iJ1terval
Cl. ~ Y.. ~ ú- , kde ~ je vzdálenost od 'osy rotace (obr. 23). Jeho délku
označíme L:.\(~- Xi =b- a • Aproximace posuvd bude

[ &-x..
-u.. ex) =- L

a poměrné prodloužení

(o)

Je tedy podle (5.4)
~

I B] '<O L [ '-i 1 1 (e)

!!)
HALL, O.A. - HEINRIOH, J. I A fini te element that satisf'1es natural
boundary cond1t1ons exactly. - "Journal of the Institute of Mathe
matios and its Applloations" 1.1 (1978), 8. 237-250.
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dx ...
)----_. j -)--- k

~ 1- ---~>-

- Q

b
o

OBR.23

(g)

Tato matice zprostředkovává transformaci posuvd uzlových bodd na poměr

né prodloužení. Matice tuhosti vyjde podle (5.8)

{{, T EA { 11I k 1 -= Cl,J [ BJ [c. J[ B] A dx ,.. -l- -'1 J [ -1' 11

. ft [_: -:"] (fl

'I..
Obj emové odstředivé síly X ': W~)( plisobící v obj emu Ad-x přepoěteme na
síly v uzlovýoh bodeoh. Musí být

b
- ~ «ex) XAd..x :: - {J.i fi - -Ut ff..

(;t,

Výraz (g) představuje potenoiální ener~i1 odstř~d1výoh sil. Dosazením
z rovnioe (o) do (g) dostaneme

(. ; ú>'l-~ A ({,.3 _ 3 fr a? -+ 1d)
1J filL

ul A (h)fk. -= G<i?L (lťt'!l- 3a.~'L+a?)
Součet těchto sil dává celkovou odstředivou sílu, která má velikost

W'\.~AL (ťrta.)/2 :: w2~A ("'1._0,")12
Pro první konečný prvek (1 - 2) bude tedy platit, že

~ ~A [_: -:]{~~} _ w~~t' {~} (1)

a pro druhý prvek (2 - )

EA [1
'l..-t- -1
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Pro soustavu obou prvkd dostaneme na~tením do společnýoh matioovýoh po
lí soustavu rovnio ve tvaru

1~A H ~~ -! ]{~J = w~~t' {n (kl

Předepíšeme okrajovou podmínku .(,(1'= O , tj. vyneoháme první sloupeo i
řádek. Vyjde

11
~1'l. = -- W"'(\Jt'l.1l.4 ') (o)

Předepíšeme hodnoty napětí. v uzlu 1 a ?, nebot .ty mdžeme vypočítat přes
ně předem, aniž úlohu řešíme. Bude

\;1 '= t w'L<p t'/.

Podle (9.5) tedy bude

~1 -= t w'/,~ L 'L

- .~ ( 11 5" ) 'I- f.
G'2. -:: ii 1.lt + 'Lit w~.e -=

(p)

(q)

<03 -:: O

Interpolovaná napětí podle vztahu (9.6) a rovnice (c) jsou

G'1? LX) -=: l t - 1 ~) ul~ t1-

G'~ LX) = ; ( 1- ~ ) (.<lq (,2-

S použitím rovnioe (e) vypočteme ze vztahu (9.8) síly v uzlech

f;: } ~ ~ w'~ At' {-: }
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(s)

Načtením do společnáho vektoru dostaneme

{~:} LUl. ~ A ť,1[, {-~} (t)--
1~

Zbytkové nevyvážené síl:v jsou -l~-r) , kde

'~1 r1 t w~~ Ae
t

{

9 ~f-r f?.
~J

(u)-: .- 1..4- O
f3 1

První řádek nebudeme potřebovat, nebot posuvy počítáme ze zmenšené sou
stavy (1) a nikoli z rovnice (k). Opravy vypočteme z rovnice (9.9), to
tiž z rovnioe

2-EA [ 2
R, -1

Vyjde

(v)

(w)

Z opravených hodnot .{li +A.(Li , «11- A U'l.. vyj dou nové hodnoty napětí

~ 'J.. 0'1.
~1'L -= I W <? -<J

a prdměrné hodnoty v uzlech

ex)

(y)

Výsledky jsou porovnány v tab. 2 a na obr. 24. Přesné řešení je vytaže
no plně, přlb.ližné čárkovaně. Je zřejmé, že prliběh napětí je po opravě

přesnější, v uzlových bodech vyjdou dokonce přesné hodnoty. Deformace
jsou však nyní větší než přesné.

Tab. 2 Vypočtené hodnoty z příkladu 19

Hodnota přesná přibližná opravená

E«11 Wfl,~ t 3 0,2292 0,2292 0,2500

ELt2! w't,~ t'J O,J3J~ 0,3333 0,3750

ft').. I WL~ tIJ. 0,3750 0,333) 0,3750
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ŘEŠENí PŘIBLiŽNÉ-ŘEŠENí OPRAVENÉ

OBR .24

10. PARAZITNt SMYK U LINEíRNtCH PRVK8

Obdélníkový element se čtyř~ uzly ve vrcholech, znázorněný na
obr. 11, se zdá být velmi vhodný k modelování např. rovi.nného ohybu
nosníku obdélníkového prdřezu, u něhož lze přepokládat bu~ rovinnou na
pjatost, nebo rovinné přetvoření. S použ~tím transformace·

[~~ l=t-
dostaneme tuto bilineární aproximaci

(10.1)

(H(~I~)Jf~l

[H \ ~J'Yl)]L1r1
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Přitom {ti 1= [Ul {J.? U~ .(,(,'1 1t' , t11 1=['V'j 'V'l. '1T5 '\f".] T a řádková matioe
tH J má prvky

'h,1 =: 1+. l1 + ~ )( 1 t ~ )

11,1. ~ it l 1 - ~) ( 1+ 'L 1

~3 ~ 1+ (-1- ~)(1-11,)

fttj :. \ ( 1+ ~ )l1 - ~J

(10.3)

Při čistém ohybu souměrném k OS9 tvL bude «1" - -U , -Ul -: U ,{.(~ -:::.{,L ,

..ull- -:: a . Posuvy .'U1 =~ = V 3 =- ~y = o • Rovnice (10.2) pak dají

-tÁ( ~1'1.) = -u $ 'tL

V(~"YLl =-0

místo správný~h výrazd

(10.5)

které dostáváme z teorie pružnosti. Tak se stane, že m!sto deformace vy
značené na obr. 25 dostaneme deformaci podle obr. 26. Rovnice (10.5) dá
vá správně nulový zkos

'Ou. '() tr
';YlClj:;: ~~ t-~ =0

kdežto rovnioe (10.4) dá parazitní zkos

-tL a
1,,~ = - 7Y ~ = - oe;- x

a jemu odpovídajíoí ,parazitní smykové napětí 6'1~~, které ve skutečnosti
při čistém ohybu neexistuje. Je-li poměr d{& velký,znehodnotí tento pa
razitní smyk výpočet. Tomu lze čelit tím, že se k interpolačním funkcím
přibere další tvarová funkce .n,s- B parametrem ~1 t resp. ~'L • Bude

~ , - {i ~ 'YL -I- "\'1 hr (~i YL)

'\Y = ..l'L {vr l gI 1lJ

"Bublinové" tvarové funkoi

(10.8)

jsme nepřisoudili žádný uzlový bod. To znamená, že parametry!1 , A~
nemají význam posuvu nějakého uzlového bodu. To není nic neobvyklého,
e tím jsme se již setkali v příkladu 10. Parametry A'1 • ,l,2,. můžeme pře~

dem "statickou kondenzací" na úrov!li prvku vylouč1t, taltže počet stupňl1
volnosti prvku se nezmění.
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(10.10)

OBR.25

DBR.26

zdá se, že byohom pořídili nejlápe, kdybyohom vzali do výpočtu tva
rová funkoe (1- ~'1.) a (1-:-11'1) místo (10.9), takže by bylo

,u" == I H] {qd + J..., (1- ~9..) + ..Ld 1-?'t)

V -= [li) í'1d tP1(1~g2) + f,t-l1-1l.1.)

Tato aproximaoe by v sobě zahrnovala přesná řešení (10.5) pro čistý ohyb.
Má však jednu nevýhodu, nedává totiž kompatibilní prvek. J'unkoe (1- ~t) ,

, (1- 11,'/.) nevymizí všude na okraji a koef'eicienty .-Li až f<'J. jsou nezávis
lá parametry. Posuvy bodd na společná hranioi sousedních prvkd nemusí
proto vyjít stejná. '

Příklad 20

itešte úlohu čist'áho ohybu prvku zn~zorněnáho na obr. II s aproxima
oí poéuvd (10.8) a (10.9).

Uvedeme jen výsledek. Ohybový moment je ekvivalentní se silami
v uzleoh f1 -= h -: - f /4 , 11. ': fit ." í /li • C~lková práoe vykonaná těmi
to silami při ohybu je
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't
1... L fi-U.": -1 f-2- = I {k

(=1

Vyjde

k'11 O i1:!» .tA. f
O i 2.2 O Ai = O

-k 13 O ~~~ Á.,'J-. O

(a)

(b)

a odtud '..\.1 =O ,Al:: -( k~1/~~l,(L. Dosazením těchto výrBzd do prvního řád
ku soustavy (b) dostaneme tuhost

i _ J_ Út3 i M (c)
- - TJ.-11 1_
AJ, rr(.~~

Druhý člen na pravé straně rovnioe (o) představuje zlepšení, které při
neslo zahrnutí tvarové funkce (10.9) do výpočtu. Přitom vyšlo

E* '=

1t11 ~ ~ l E~ ~ t· G~ )

-h.13 :: -6.1>1 -= 1" (Ll E* + Glq {-- ,

t 2'L -= 1t~ (E*~ + G i)
4~ -== 1~~ (E it ~ t- G:)

E

1,- fl"

ll. NEPRAVÁ SINGULARITA MATICE TUHOSTI

(e)

Vrátíme se ještě k obdélníkovému prvku znázorněn'mu na o:tJr. II
a budeme předpokládat, že posuvY ~ , ~ jsou aproximovány bilineárními
tvarovými funkcemi podle vztahd (10.1) až (10.3). Vektor poměrných defor
mací E. dostaneme derivováním posuvd podle známých Cauohyho vztahd, tak
že bude

kde "B( gr 'Yf.) je obdélníková matice typu J :ll: 8 a Cf je vektor posuvd uz
lových bodd typu 8 x 1. S pomocí Hookeova zákona ~= C€ dostaneme de
formační energii nahromaděnou v prvku (elementu) o ploše J1e

\: ~ €oTE) dll '" t q.' }'BTc ~ aSl tl-
n~ .ne
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Je to kvadratická forma, vytvořená s matioí tuhosti prvku

kll = ~ 'BT
( Bdfi (11• .3)

Jlt,

Obdobné integrály dostáváme i při výpočtu matic tuhosti konečných prvkd
jiných ty,pl1. Není-li analytický výpočet integrálu (11• .3) snadný, ml1žeme
jej svěflt počítači. Jestliže předtím transformujeme prvek do roviny ~ ,

'1.. tak, abychom dostali čtverec -1 ~ (§l 'lL) ~ 1 nebo jiný jednoduchý ob
razec, jak je to běžné u izoparametrických prvkd, je nejvýhodnější Gausso
va numerická integrace. Vzniká otázka, kolik Gaussových integračních bodl1
máme volit. Chceme-li dostat přesnou hodnotu integrálu ("přesnou" s počí
tačovou přesností), musí být těchto bodl1 jistý minimální počet závislý na
stupni polynomd obsažených v integrandu. Zvětšování počtu integračních

bodl1 zdražuje výpočet a nic se tím nezíská. Snížíme-li počet integračních

bodd pod uvedenou minimální mez, dosáhneme často dvou příznivých efektl1
současně, totiž zlevnění a zpřesnění výpočtu. Zlevnění je samozřejmé.

Zpřesnění spočívá v tom, že nedokonalou'numerickou integrací prvek "změkne".

Odvodíme-li matici tuhosti rigorózně, vyjdou z Lagrangeova variačního
principu posuvy menší nebo nejvýš rovné přesným posuvdm. Při nedokona-
lé integraci (tj. při integraci s malým počtem integračních bodd) se stá
vá, že v integračních bodech má některá z tvarových funkcí malou nebo do
konce nulovou hodnotu, takže se v matici tuhosti prakticky neprojeví nebo
projeví málo. Prvek se pak jeví poddajnější, což mdže přispět k lepšímu
výsledku. Tímto numerickÝm "pokažením" matice tuhosti se však připravu

jeme o vlastnost ohraničení přesného výsledku, tj. nebudeme už vědět,

zda vypočtené hodnoty jsou stále ještě menší nebo už větší než přesné.

Přeženeme-li tuto redukci počtu GaussovÝch integr~čníoh bodd, mfižeme do
stat výsledky bu~ nesmyslné, nebo vdbec žádné. K žádným·výsledkům se ne
dopracujeme tehdy, etane-li se globální matice tuhosti singulární. Proto
že k tomu došlo numerickou cestou a ne z fyzi~álních příčin, označili

jsme tuto singularitu matice tuhosti jako "nepravou".

Prvek na obr. II s bilineárními tvarovými funkcemi vede na integrand
v rovnici (11.3), který obsahuje kvadratické funkceproměnnýoh § ,~ •
Proto k přesné integraci postačí 2x2 Gaussovy integrační body. Použijeme
li jen jednoho integračního bodu, dá integrál (11.'3) s maticí BC ~ 1'1)
hodnotu

Zde IJI je jakobián transformace (10.1), který vyjde v tomto případě
konstantní.~) Stane-li se, že z prvkd sestavíme strukturu znázorněnou

~) Připomeňme, že platí

~~ f[x\'ý]c{xc(y -:: Ht(l((~)l'lj(~)] IJlcf~al'
Plocha prvku na obr. ll. je S1~ -= J:rl J.I o( ~ d ~ 2 4IJ \ '" 4a6-.
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OBR.27

OBR .28

- .
na obr. 27 a použijeme matice (11.4), bude globální matice tuhosti 1 po
předepsání okrajových podmínek singulární, nebot ltchoběiníkovýmdefor
maoím uvedeným na obr. 28 nebude příslušet žádná deformační energie
(při výpočtu jednobodovou Gaussovou integrací). Abychom tomu zabránili,
musili bychom konstrukci uložit staticky neurčitě nebo alespoň v jednom
z prvkd použít čtyř (tj. 2x2) integračních bodd.

Příklad 21

Kolik Gaussových integračních bodd musíme použít, abychom'dostali
rigorózní matioi tuhosti u rovinného prvku B osmi uzlovýmd body, znázor
něného na obr. 291

K aproximaci mdžeme použít polynom nejvýše s osmi koeficienty, tedy

"P{XI"j) -::: Qo + (li x + a'/.'Ij + a:p('l.+ a.., x"! +

.\- ar"a-'1, + a6 'i,.'l."J + ~?- x.~'L
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OBR.29

Koeficienty Qo až ar určíme tak, aby pro tvarovou f'unkci -e,,~ (XI~) bylo

(b)

kde D-'1· je Kroneckerovo delta.!!) Poměrn6 deformace €.IC., E~ , ()'1l."t bu
dou pak obsahovat nejvýš kvadratické funkce, takže integrand v rovnioi
(11.3) bude polynom čtvrtého stupně. Protože s počtem ~ Gaussových inte
gračních bodd mužeme přesně integrovat polynom až do stupně ~/)1,-1 ,tj.
pro m. lIS 2 polynom až třetího stupně a pro lY\. • 3 polynom až pátého stup
ně, musíme použít devět integračníoh bodd (tj. 3x).

Takto exaktně vypočtené matice tuhosti použijeme k řešení úlohy o
rovnoměrně tažené desce zakreslené na obr. 30. Má rozměr 6m x 2m a na pra
vé straně je zatížena konstantním délkovým zatížením q... • 300 NIm. Proto
že prvek je kompatibilní, je posuv -<Llx-,: 3 I "1) ur~ován pouze posuvy uzld
-u'll M.~/.u~ • Mdže to být jen kvadratická parabola

.u, (3, ~) :: -U-1) ("3 -1 ) 17. + .u 2- ( 1- ~1.) + ,u3 ~ ,( "a -\- 1 ) I '1. (c )

Pro ekvivalentní síly v uzlech musí platit princip virtuálních prací, po
dle něhož

Přitom

-1JCf, 6-u. v<~ = fi SU1 1- ft SUl + f3 bU3 (d)

(e)

Protože variace je llbovolná, musí vztah Cd) platit identicky. Porovná
ním koef1c~entd vyjde

!!) Zvolíme tedy ~~ lx\.~) -= 'P (Xl "}) tak, aby platilo '?(Xt l '\ji) = O pro

~t-i' 'P(l(.~I~~)=1.
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y

x

1
6m

OBR.30

Velmi často se v takových pří~adech volí náhrada spojitého rovnoměrného

zatížení osamělými silami "od oka"

(g)

Chybu, která tím vzniká, mtižeme posoudit z tab. 3, v níl uvidíme hodno
ty napětí vypočtené v Gaussovýoh integračních bodech A (3 ~O,61 ~O,6).
B (3 ~O,6. O), C (3 VO,6, - tO,G).

Tab. .3 Napětí v Gaussových 1ntegra~ních bodeoh v desce na obr. 30

Bod Sí.ly podle (f) Síly podlE! (g)

Ci"1
.,

Gt.. cr)l~ <O)'. ~'t t")l.'t
.

A 300 O O 301,41 -7,85 24,72

B 300 O O 295,74 -9,55 O

C 300 O O 301,74 -7,85 -24,72

12. MOHROVY Vmy A GREENOVA FUNKCE

Pro ohyb štíhlého nosníku platí, jak známo, diferec1ální rovnioe

~ __ Mex) (12.1)
á't'J, - Ej l~)
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Kladný pr~b "tf směřuje dolil. osa X· sleva doprava. kladný o~bový moment
M zpdsobuj. tah ve apodním Tlálmu. OZD.a~me pravou struu ttSto nehomogen

l1í d1ferenciál..n:( rovnioe zkráceně - m (x) '= _.!1(l<.)f E J Cl') • Tuto veliěinu .na-
zveme redukova.ný o~bový moment. Pak bud. tl lx) + m (x.) .. O • Je-li to
pravda, mu.sí být

ť

~ W (x.) t~"(x.) t M ()()1 dx .. O
o

pro jakoukoli váhovou fUnkci W Lx) • která nenabývá na defi.n1ě.ním 1.nterva
lu < OI t)- .nikde nekoneěntS hodnoty. Rov.n1ce (12.2) bude spl..něna, bude-li
řešení "ct(x.) přeantS. Použijeme-li nějak' přibliž.ntS aproximaoe, nebude 1.n
tegrál v rov.nici (12.2) nulový. ale aproximace bude pravděpodobně tím lep
~í, čím bude absolutní hodnota tohoto integrálu menší. Kvalita výsledku
bude záležet nejen na zvole.ntS aprox:l.maa1. ale tak' .na zvole.ntS váhovtS funk
ci W~) • Na této ~šlenoe se zakládá metoda váže.ných :Nlliduí, kterou ae
však .,ní neohceme zabývat.

Budeme tedy předpokládat, že 4.J (x) . je přesné řešení a rov.nioe (12.2)
platí beze zbytku. První člen rov.n1ce (12.2) mdžeme integrovat per partes.
Dostaneme

Opakováním tohoto postupu vyjde

e t t fl
~ WI\l"V<x = I IN"!']o - [w'''á]1) + j W"~ tis. (12.4)

o 4 o

O váhové fUnkci W(x.) jsme dosud .nio nerolihodli. S přihlédnutím k rovnici
(12.4) a k tomu., že řešení ~(x) dosud neznáme, z~olíme váhovou funkci
tak, aby platilo w". O. To znamená, že bude

Poslední člen v rovnio1 (12.4)v ddsledku .naší volby odpadne. Zbývající
členy rozepíšeme a dosadíme do rovnice (12.2). Vyjde

( Co + (1 -t ) ~' Lt) - C.o~ (O) - Ci "'i (t) + Ci "J ,e O) t

e.
t ) (Co oj- Ci )( ) fW\, ()( ) (;( x: ,.. O

o

~ešení (12.6) obsahuje okrajové hodnoty hledané funkce a její derivace a
kromě toho dvě 1.ntegrační konstanty. Pro ně. musí vztah (12.6) platit iden-
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tiCJ:ey, IA.bol jediné omezení, kter' klademe l1a váhovou funkci Wťx.) , ;Je
požadavek l1near1ty'(12.5). Porovnáním koefic1entd u konstant Co , C1 do
staneme

"1 f (O) - "t'l-t) = o~trm ('1.) o<x (12.7)

ť
"á (t) - ~ (o) - {"I'( t) "'- ~ X I\'Y\ ll() c(.K (12.8)

o

To jsou však dobře známé Mohrovy věty o momentové ploše.-)

Jsou-ll známy podstatAé okrajové podmínky, dají tyto rovnice zbý-'

vajíoí (neznám') okrajové hodnoty funkcí ~(x) ,~'(~).

POJSoruhodn' na této spekulativní úvaze je to, i. okrajové hodnoty
hledaná funkce dost~em., aniž jsme řešili úlohu uvnitř det1Diční oblasti.
Kdyby se podařilo dosáhnout stejného efektu 1 u dvourozměrných a tříroz

měrných úloh, znamenalo by to např., že b1chom získali hodnoty hledaných
funkcí na povrchu tělesa, aniž jsme řei111 prostorovou úlohu. Tak by se
stalo, že třeba napjatost v povrohové vrstvě tělesa by bylo možné určit

řešením v dvourozměrné oblasti, a t!m obe~ít nesnáz s rozměrností prosto
rových úloh řešených metodou konečných prvkd. Tato jednoduchá m,šlenka
se stala základem metod okrajové integrace.

Zajímáme~11 se také o prdnyb nosníku uvnitř intervalu, stačí, zvolí
me-li váhovou funkci tak, aby platilo

o- (x.) : O pro

bLx.) ~ 00 pro
+t

~ oC}l) dx. =- 1
-tt.,

~ešení rovnice (12.9) nyní závisí na okrajových podmínkách. Bude-li např.
nosník na obou koncích kloubově podepřený, bude· "1 (o) • ~ (-tJ • OJ zvolí-
me také W(o) • w ({,) • O. Integraoí (12.9) vyjde p~o X) ~ €..( OI t >

_ 1 pro)( '> ~
t

a další integrací

1-1
t pro X <. ~

(12.10)

.) Najdeme je např. v knize TIMOŠENKO, Š., PrUžnost a pevnost, díl I.
TVV, Praha 1951, v ~l. 34, kde bYl1 odvoseA7 zcela jiným zpdsobem.
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pro

pro
=

{

X(1- l )
§(1-~)

Funkce W(x.) zřejmě závisí také na souřadnioi ~ bodu, v němž se D1raco
va funkce S (~-x.) stává singulární. Označili jsme ji proto G((,f) • Je
to Greenova funkce příslušná k diferenciálnímu výrazu -11- 11 a okrajovým
podmínkám "j-(O) = "á(ť,)::I O. Dosadíme-li tuto váhovou funkci do rovnice
(12.4), odpadnou členy s hranatými závorkami a zbude

o~tw~u().x = -J\C)() S( ~ - x) d.x -= - '3 ( g)

Dosadíme-li tuto hodnotu spolu s funkcí \Nex) =- G (l(\~) do (12.2), vyjde
prlihyb v libovolném místě X =- ~ nosníku

Q.

~ (g) =:. j G(X, ~) IW..(XJ ctx
o

Výhodou tohoto zp~sobu řešení je, že Greenova fUnkce (12.11) je stej
ná pro všechny kloubově podepře.né nosníky, takže ji m.J1žeme vyšetřit pře

dem. Pak místo řešení diferenciální rovnice (12.1) počítáme pouze inte
grál (12.13). Jistě nás nepřekvapí, že Greenova funkce hraje v metodách
okrajové integrace d~ležitou roli.

o momentové ploše vyjádřené rovnicemi (12.7) a (12.8).

, který svírá tečna k ohybové čáře '71(x) s osou X ma-
&& ~ • Za tohoto předpokladu zní věty (12.7), resp.

Příklad 22

Vyslovte věty

Je-li úhel ~

lý, je tqlf ::I ~)lx.)
(12.8) takto:

(12.7) dbel, který spolu svírají tečny ve dvou bodech ohybové čáry, se
rovná redukované momentové ploše mezi ordinálami (pořadnicemi) těchto

dů.

bo-

(12.8) Tečny ve dvou bodech ohybové čáry vytínají na ordinále jednoho
z nich úsek, který se rovná statickému momentu redukované momentové plo
chy k této ordinále, přičemž redukovaná momentová plocha je ohraničena

oběma ordinálami.

Redukovaná momentová plocha je plocha pod křivkou ~ Cx)"" M(x) JEJ (x).

~řiklad 2)

Odvodte Greenovu identitu pro funkce W(X1'j-) , <.p(l(\~) ,které jsou
v uzavřené oblasti .fL s hranici r spojité až do druhých derivací včetně.
Greenovu identitu píšeme ve tvaru

~~ W 9?Lf ctxdy - J~ (.,O\lw dxdtj 'O ~ W ~~ lM - ~ tf ~~ di
SL II [' r
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s použitím výsledkd z příkladu 1 dostaneme

HW \7\0 ctl< dlj : ~ dld 1;'tt~ wetl( + j dl( ~ ~~'L Way ::
n-

f.. ('?Jl{' ~) _ n ('Ol.( IQw +~ ť3w ) dxd
=- ~w 1l( DIy - 'bij d.x 1t \ '/lx 'llx. ~~ 7>~ Y

Z podobnosti trojáhelníkd na obr. 31 je

y

o

OBR.31

(a)

(b)

takže

Výraz (a) lze tedy upravit takto
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takže

(e)

oož jsme měli odvodit. Dosadíme-li do (e) 'W • 1, dostaneme. větu Gausso
vu-Ostrogradského (1.28) psanou pro gradient funkce ~

(t)

(a)

Příklad 24

Zobecněte D1racovu funkci pro dvě proměnn4.

Dlracovu fUnkoi pro jednu proměnnou jsme použili v rovnici (12.9).
Není to funkce v pravém smyslu slova, nebot její hodnota v bodě X • O
není ohraničená a je definována jen nepřímo integrálem

fr
~ &ex) d.x ... 1 I

-~

Rigorózní výklad spadá do teorie distribuoí (zobecněných fUnkoí) a ne-
budeme jej uvádět. w) Mdžeme si představit, že funkce SCxl vznikla 11
mdtnim přeohodem nějaké spojlt~ funkce ~(x) podle obr. 32 takové, že
při zužujícím se definičním intervalu <~ E I fo)- , 11m E, ~ O. se zachovává
jednotková plocha pod křivkou f(x) v souladu s požadavkem (a).

Dlracova funkoe pro dvě proměnntS X • "t bude mít tyto vlastnosti

ve všech bodeoh mimo počátek X. =O' , "t :. O a dále -

~) S (l(\;t) d't. d~ = 1 (c)
St.

pro jakoukoli oblast rL obsahující počátek jako vnitřní bod. Má-li (b)
platit, musí být

~) SCHWARTZ, L.I Matematické metoQy ve fyzioe ,(překlad z francouzského
originálu). SNTL, Praha 1972.
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f(x)

-E, O. €

Jf(x)dx

o
OBR.32

13. PŘtMl. FORMULACE OKRAJOV*tO IBTmR1w

x

x

Pokusíme se .nyní napodobit postup, který jsme použili ve 12, kapi
tole, při řešení dvourozměrné úlohy o krutu z přík~adu 8. Choeme tedy na
jít metodou okrajové integrace harmonickou funkci ~ takovou, aby splňo
vala rovnici

a okrajovou podmínku

V?Lf = O " oblasti n

na hranici r
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Použijeme metodu vážených reziduí, podle která

~ ~ W (x1'lj) rv1l.f l)(. "!) dl( d~ = O
st

kde W(x,"!) je váhová funkce. Z GreenoTy 1de.nt1ty, kterou jsme odvodili
v příkladu 23, pak dostaneme

rr 'L ~ 'Dtp r ~w .
- 1j Lp ev w d..xd.~ ::o ~ W 'Dll'\, d1 - IJ <f f"OltV dA
~ r r

kde.~ je oblouk měřený po hranioi r .
Nyní bychom měll za váhovou tunkci W (X',~) zvolit Greenovu funkoi

~ (XI "j j ~ I'~l) • Nalézt Greenovu funkci je však obtížná úloha. ,lG musí mít
v bodě 1> ( ~r 11,) s1ngularitu, a to takovou, aby platila rovnice (o) z pří

kladu 24. Mimoto musí splňovat okrajovou podmínku na hranici r . Tuto
nesnáz lze zmírnit tím, že oběma požadavkdm vyhov:j(J1e odděleně. Greenovu
funkci vyjádříme jako součet fundamentálního řešení 1 (x, "i ; ~,?l,.) , které
má potřebnou singularitu a 8p~~je nulovou okrajovou podmínku v nekoneč
nu, a harmonické funkce AJt(x,~} • která je v celé definiční oblasti spo
j i t á a jetak zvolena, aby součet "j +tL TyhovoT8J. okra~ ovým podmínkám na
hranici r . Tedy .

(13.5)

Ukáže se však, že vystačíme s fundamentá~í~ řešením

které snadno nalezneme a které nezávisí na tvaru def1n1oDÍ oblasti n .
Vyhovuje rovnioi

(13.8)

a nulové okrajové podmínce v nekonečnu. K~ž z rovnic (13.6) ·B (13.7) do
sadíme ro rovnice '(13.4), dostaneme na lev' straně -Lp(g,'ll1. Označme body
uvnitř oblasti ~(Sl'2) a Q(x\''f) • Přejde-li některý z těchto bodd na hra
nici [' , označíme jej pruhem. Z rovnice (13.4) pak dostaneme

l{' l P) :: ~ ~~ (Q I P) Cf (Q) db -

r J.... - ) 'blf -)
- 'f y (Q. I? 'i)'l'l; (Q. db

r

Snadno se přesvědčíme, že

(1.3.9~
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kde

1" ... ~ (x - ~)'l. + ("J _. "1.t

a To 38 libovolná retere!1~ní délka. Všude mimo bod l' (!ľ~) je totiž
\7'Lr -= O a v bodě 1> je 1=dJ • Abychom se přesvědčili, že singularita v bo
dě ~ má vlastnost (o) • příkladu 24. poul1~eme větu Gaus8ovu-Ostrograd
ského, podle které

~~ v'J.'! ds.d1f ~ ~ ~trlJ oU
n~ r~

Je to rovnice (f) z příkladu 2). Oblast n.~ obsahuje l'(~ll) jako vnitř
ní bod. Zvolíme ji ve tvaru kruhu o poloměru ~ se středem v bodě ~
(obr. ))). Integrand na pravé straně rovnice (1).11) 3e pak

(13.12)

a integrál dává

r~J[ 1

-=- J ·11t~ ~dLf = 1
o

y

..r

x

o

OBR .33

Protože platí. (1.3.7), dává levá strana rovnice (1).11) rovněž jedničku,'

takže fUnkce 1 (rpl Q.) vyhovuj's podmínce (o) 'z příkladu 24.

Rovnioe (13.8) umožňuje vypočítat tunkění hodn~tu tf (~11l) v kterém
~kol1 vnitřním bodě ob.laati n , zn.áme-l1 okraj ové hodnoty 4' a '()l.f 1~'Yl,. ~
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(13.14)

Protože Cf je v oblasti.sl harmo.nická' tu.nk:oe, stačí k ;jejímu. urče.ní znát
bu! okrajové hodnoty <p(nLriohleton. úloha), nebo 1:J<plfJ/YV (BeUDlBlll1ova úlo
ha). Okrajové hodnot" 'iJ"I'U'YI, ;jsou tedy úplně· určeq okrajovými hodnotami

<p a naopak, [pokud platí cW.e uyedent yzteh (13. 21)] •

A.b"chom získali in:tegrá1Jlí rovnci, která řeší vzt~ pouze mezi
okrajovými hodnotami, přesuneme bod 'P(~,'~ll Aa hraB1ci r do bodu P •
Místo vztahu 31) ,

~ tf (lX) v'!)' ( 'PI Q) oLG. ,.. lf CP)
-Cl.

dostaneme ny.ní, pokud 'P leží.l18 hladké části hranice r • vztah

~ lť(Q) V'L d1 (P,Q)dSl -:: !lf(;P) (13.15)
.sl

nebot integrace se nyní vztahuje jen .118 jednu polorovinu, jejíž okraj _tvo-
ří tečna v bodě 15 • Kdyb"chom bod II ztotož.nil1 s hrotem (vrcholem) 15
hraB1cer(obr. 34), b"lo by

~lf(Q)\72d' (p,G.)dn ~ ~Jr tf (13) (13.16)
.n

kde W značí úhel tečen zleva a zprava. na hladké části hraB1ce je W '= Jr.

Pro jednoduchost budeme nadále předpokládat,

S použitím (13.15) dá rov.nioe (13.4)

Lf('P) -=. 2.~~~(Q,P)Cf(Q.l~
- 2. ~1 (GIF) ~ (Q)cM

že hranioe je hladká.

Punkce '" ( QIP) je přitom dána rovnicí (13.9), kde í značí vzdálenost
bodů P , Q. •

Rovnice (13.17) je základem jedné verze metody okrajové integrace.
Protože QE r t je 4' (Q) ::df (.6) a podobně 1 další funkoe. Při numeriokém
řešení použijeme podobnou aproximaci jako v metodě konečnýoh prvkd. Bu

deme inte~~lovat mezi uzlovými body obě funkoe, tf i 'Olf /'Drrv t jako b"
šlo o nezávislé funkoe. Vezmeme

tf (~) ~ [l}~ (od) lft -:: tG] Lif}

7>lf (~) 5 "di!
'()'Y\, (,!l) -:: [ti.~ (.6) 'i)n ~ -::: I HJ l ~% ~

tL
31) Vztah (13.14) je přímým důsledkem toho, že V r
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y

x

OBR.34

kde q.". a ~~ jsou bázové fw?~~•• Výrazy (13.18) a (13.19) dosadíme do
(13.17) a budeme požadovat splnění této rovnice v dostatečném počtu ko
lokačních bodd. Dostaneme tak soustavu algebraických rovnic ve tvaru

(1.3.20)

odkud mdžeme vypočítat vektor {7>JZ1 /1)m,} • je-li [(2f} dáno, nebo naopak.
~

Protože 'V Cf -: O ,musí' být podle rovnice (t) li příkladu 23

*' '()~'j' 1)% (A) cU .....0
t:'

Tuto rovnici splňuje přesné řešení beze zbytku. Přib11žn~ řešení (13.19)
nemusí rovnici (13.21) přesně splňovat.

. Když jsme z rovnice (1.3.20) nalezli vektor f'í>j2J/ 'c>fr\ 1 pomooí daného
vektoru [fl} ~ • který obsahuje okrajové hodnoty lf~ , mdžeme z rovnice
(1J.8) určit funkční hodnotu ~ kdekoli uvnitř oblasti. Pokud nás zajímá
jen s~kové napětí na okraji oblasti Sl , pak k jeho výpočtu stačí znát
jen okrajové hodnoty LP a 7Je.pI"O~ , takže rovnici (.1.3.8) ani nepotřebu
jeme.

Příklad 25

Přesvědčte se o správnosti rovnice (13.8) pro případ, že h~onioká

funkoe Cf III X :.I rCOJ ex, (v polárních souřadnioíoh) a že definiční ob-
last tvoří jednotkový kruh. Souřac1llice bodu 'll zvolte r • 0,5, ex • o.

Podle obr• .35 je na hraniCi r
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OB.R.35

(a)

Pro vzdálenost ~ bodu Q. 'od bodu_i 1> dostaneme pomocí kosinové věty

nebot OP D 0,5. Pro '"'o • 1 dostaneme uvnit.ř oblasti SL.

a na hranioi r

Pak také

(e)

(e)

kam za ~ dosadíme z rovnice (b). Avšak

Jl

I:iNv f-; "'" !l..~ MMJot

Kdy'ž (b) a (f) dosadíme do (e). ·dostaneme po úpravě

(t)

'01 I -) 1
;r- \.Q P -= -
-V/YV 1 ~1i

1-0fS~

1, tJ.5 - eťXl ot
(g)
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Rovnioe (13.8) dává
lt

ID(1))"= iJt f[ 1-0,SeD3QL -.t-n. V1,15'-:- UJ/,lr:J. ] cm<xo(()(. (h)
I j 1,115" - ~ot

o
Analytioký výpočet integrálu v rovnioi (h) je pracný. Avšak numerickým
výpočtem se snadno přesvid~íme, že vyjde správná hodnota

t.p ll» = Q5 (i)

Příklad 26

Zvolte nyní bod P na hranici r podle obr. 36 a přesvědčte se o
platnosti rovnice (13.17).

-p

OBR.36

Tentokrát vyjde

,.", (15 "Q) ... -~ J.m. (9.M1vv~)o I 2.1L ~

'br (- -) ~- Q,P =
'il/ttl 4Jt:

a rovnice (13.17) dá

(a)

(b)

(e)

Protože druhý z integráld v rovnici (13.17) ob~ahuje singulární bod, po
čítáme jeho hlavní hodnotu. První integrál na· pravé straně (13.17) vyjde
nulový.
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14. oPl!Jd FORMULACE OKRAJOVSHO IlfTmR1Lu

Je-li nekonečně dlouhý rovný drát D&b1~ pozitivním elektrickým nábo
jem, pdsobí na bodový pozitivní náboj ve vzdálenosti r od drátu odpudivá
elektrostat·1cká síla, která 3e podle Coulombova zákona úměrná integrálu
(obr. 37)

x

r

p

OBR. 37

- ~(D~"dX. :_(~,Jp dy; =- ~ ~ (14.1)
-00 \D -1/'2.

Choeme-li tuto sílu dostat derivací nějakého potenciálu ve směru r • mu
sí být tento poteno1ál úměrný ~ li jf).

Představme si nyní rovinnou oblast rL ohraničenou křivkou r jako
prdmět nekonečného válce kolmého k nákresně. Na jeho povrohu necht jsou
právě takové "dráty" široké d& • z nichž každý "nese náboj úmiJrný hodno
tě f(~){Ú • Výsledný potenciál ve vnitřním bodě oblasti .bude úměrný hod
notě]!)

kde r je vzdálenost bodu 'P od bodu Q(.6) €:r a íCá) je hustota elektric
kého náboje. Výraz (14.2) je v matematioe, resp. v teoretické fyzice znám
jako rovinný potenciál jednoduché vrs-tvy.

dlohu mdžeme zkomplikovat tím, !e budeme na povrchu válce předpoklá
dat dva izolované polepy ve vzdálenosti c , v nichž bude opačně polarizo
vaný náboj t(l,)) cU • resp. - fC.A) a.& • Součin f:.f(.&) nazveme hustota momen
tu dvojvrstvy a oznaěíme f (~) ·

~) Konstamta úměrnosti obsahuje permdt1v1tuI do výpočtu j1 nezahrnujeme.
nebot se z~jímáme jen o mBtema~lckou stránku věci. Násobek harmonické
funkó8 '\r (1)) je rovněž harmonická funkce.
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+f(i)ds

OBR.38

Potenciá1 dvojvrstvy vypočteme s přihlédnutím k obr. J8 a rovnici (14.2)

Je totiž

(14.3)

(14.5)

(14.6)

~ -~ ~ -=--&vlYt e~~}+.ťtvvY' ..;..- EC<XI~~(~r ~
r *f, ClYJ~

_ €Cm~- ---=r-
-+ ~ -;:::!t

Označili jsme (!J -= 4. ( ?'Q.I n ) ,r"::. l?Q 1.
Funkce 'V" ( ~) podle (14.2) je harmonická z obou stran hranioe r a přes

ni spojitá. Funkce W CP) podle (14.3) je vně i uvnitř hranice rovněž har
monická, avšak na hranici r nespojitá. Prodloužíme-li funkoi' Wep} do
bodu? na hranici [' zevnitř, dostaneme hodnotu lAIiJ( P) • ProdloUŽením
zvenku vyjde WeLP) • Hodnota potenciálu Wo(P) přímo na hranici souvi
sí s dřívějšími ho~otam1 takto

'W~ -; ""o - ILf Lp)
We = lNo t lL f (p)

Dokážeme první z těchto vztahd..,.R2l!ocí obr. 39. Pro bod 15 na hranici r
bude podle (14.3) platit 'f ~ l1 Q l I bude

Wo = W l p) -= - ~ UCh)~ cUr I ~ r
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OBR.39

Integrand obsahuje slabou singularitu, takže počítáme hlavní hodnotu in
tegrálu. Prodloužení zevnitř dostaneme,.k4yž S8 při integrování vyhneme
singulárnímu bodu ? tak, aby tento bod zdstal uvnitř oblasti. Opíšeme
tedy kolem tohoto bodu malou pdlaužn!c1 C o poloměru ~ a přejdeme k
lim!t ě ~ 7 O. Bude

. Jt

W~C?) ~ - ~ft(6) Cm! cM -~(P)~ o~~~ctlf ~ (14.7)
f-G ~

~ Wo (?) - lL fL (P)
K4yby bod ~ nebyl na hladké křivce, ale někde v hrotu, tedy kdyby to byl

~

např. bod 1J na obr. 34, musili byohom činitel Je v rovnici (14.7) nahra-
dit činitelem (~~- w)·

iIešení Dirichletovy úlohy. tj. vyhledání tunkoe tf y.yhovující rovni
ci (13.1) a okrajové podmínce (13.2), je možné získat ve tvaru (14.3),
kde hustota ;t(A) bude nyní neznámá funkce. Předepsané okrajové hodnoty
1 ztotožníme s vnitřním prodloužením funkce' Wť(p) ,nebot mezi hodno

tami lf -= Lf (p) na okraji r a LP (P) uvnitř oblasti n není žádná nespoji
tost. Do rovnice (14.7) tedy dosadíme WiJ Cp) =: lf (1)) a dostaneme

tf (?) ~ - ~ fi{t.) ~ oU - "JG~ ( p) (14.8)
l'

Za výraz CÁJ:,CJ>'::J~/Y mdžeme do integrálu rovnioe (14.8) dosadit cJ.~ (obr.40).
Bud~ pak

lfCl5) ~ - ~)L(~)dJ- ITfC.W) (14.9)
fl

Neznámou funkci f(l:.) v rovnici (14.8), resp. fl~) v rovnici (14.9), md-
žeme interpolovat užitím bázovýoh funkcí ~~(A) • takže

f(~) "= 'L:ft"~(~)f';' ". tK 1{tm.l
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OBR.40

Zde [HJ je řádko"á DU:ltioe bázových funkoí a ímd vektor obsahující uzlové
hodnoty fN~ • Dosazením (14.l0) do (14.9) dostaneme soustavu algebraiokých
rovnio

kde t~1 obsahuje okrajové hodnoty lpi, • !lešemm rovnice .(14.ll) dostaneme
vektor tm1a z rovnice (14.l0) aproximaci funkce f<:(~) • Funkční hodnoty tf
mdžeme pak vypočítat kdekoli uvnitř oblasti u~itím rovnioe (14.3), kte
rou přepíšeme do tvaru

1Jt

Lf'l1» :::-- ~~(~) ~ cM '" -1 f(~)d..J (14.l2)
r o

Poznámka
~ -+)V literatuře bývá místo úhlu ~ zaveden úhel 1: (Q. 'PI fh, ... 1f,-p , takže

křivkové integrály obsahující c.oor mají pak opačné znaméJ1ko rCo:J{3:: -CQ<l (Jt-f-i)].
Mimoto bývá někdy zavedena dvojvrstva s opačnou polaritou, tůže funkoe
)JAl:» změní znaménko. Při přejímání vzorod z literatury musíme těmto okol

nostem věnovat zvýšenou pozornost.

Příklad 27

ftešte problém krutu tyče čtveroového prdřezu 2x2 metodou povrchové
:f:ntegraoe podle rovnic (14.9) a (14.12).
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1

OBR.41

Pro srovnání s příkladem 8 použijeme na obvodě prdřezu stejné uzlo
vé body jako na obr. 7, avšak očíslujeme je odlišně od obr. 10 (viz obr.
41). Předepsané okrajové hodnoty budou stejné jako v příkladu 8, dosa-
díme-li Cl-. 2. Bude 411 .• -0,5, lft.. ~,6251 CfJ • -1. K řešení využi-
jeme souměrnosti, což bychom ovšem při rut1Dním řešení na přiměřeně velkém
počítači nedělali; sestavili bychom výpočetní program tak, aby jej bylo
možno použít pro obeoný tvar prdřezu.

Nejprve nalezneme hustotu .ft(!J} z ~ntegráJ.n:! rovnioe (14.9), kterou
upravíme takto

(a)

kde lů -= Jr pro body 1,2 a lAJ = 1tf2. pro bod J.' Protože jde pouze o demon
straci metody a ni~oli o ~ískán~ velmi přesných výaledkd, použijeme k in
tegraci I'obdélníkového pravidla". Obvod rozdělíme na stejné č~stl tak, aby

uzlový bod byl vždy uprostřed. Při integrao1 budeme předpokládat. že funk
oe }L(h) je ůvnittkaždé části konstantní a rovna uzlové hodnotě fl, • Rovnioe
(a) tak přejde v soustavu algebraických rovnic

(2,n;- w)f~ + r:- fl (h~)ij ~ - ~~ (b)
J

Význam veličiny (~~) ~ je zřejmi II obr. 42. Pro bod 1 např. dostaneme

1t"fA" + 2.rf~ (1rc~ ~ +f~ (arct-q ~ - úro {;ťf'\) -r

.\- /1'" [arc~ ~ - o.Y"C~ ~ ) ~ ft'/. (axctta ~ - ().t'Ct~ ~) -\I"
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+ ~(lArG~ ~ - QYet~ t) +fl(ard~ S-a.ye~ ~)+
~ (o)

-+ }k1 are t~ B1 "= - Cf1

OBR.42 ·

Můžeme ještě použít součtové věty

Tímto zptisobem dostaneme soustavu rovnic' (14.11) ve tvaru

[

3,8954
0,6730
0,3997

1,5771
4,6774
0,7893

0,8107
0,9716
5,0942

0,5
0,625
1

(e)

(t)

První řádek (e) odpovídá rovnici (e). Druhý, resp.o'třetí řádek platí pro
bod 2, resp. 3. Uvádíme zaokrouhlené hodnoty., Ze soustavy (e) vypočteme

f1 • 0,055 )83
'fl. • 0,088 6)0

)J-~ • 0,178 223

Když jsme získali tuto okrajovou funkci, vypočítáme hodnoty ~~ • ~~
z rovnice (14.12). Použijeme stejn4 integrační metody. Vyjde

lf«r • -0,58786
lťr • -0,59342

(g)

:Pw1kci lf (x I ~) nahradime na úsečoe 1 - 4 - 5 - 4 - 1 parabolou čtvrt'ho
stupně obdobně jako v příklad~ 8 a vypočteme derivaci v bodě 1, dostane
me největší s~kové napětí v prdř8ZU
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<tmalC. '" G-\),(~~ 1'\ + 1) -1.37661 Gi)' (h)

místo přesné hodnoty 1,35062 G~ • Chyba tohoto řešení 3e jen 1,9 ~ (na
vzdo~ poměrnl hrubé numer1ck' integraci). Je tedy asi dvaapdlkrát menší
než v příkladu 8.

Příklad 28

Ukážeme řešení úlohy o elast1ck' rov1nn' napjatosti s použitím prin
cipu superpozice. Základem je řešení napjatosti v polorovině zatížené na
okraji osamělou silou F (obr. 43). Napětí jsou

(a)

OBR.·43-
To znamená, že vektor napětí f v řezu vyznačeném·.na obr-. 44 ~e

.-. ~ 1P coa lf Cť>.3oL 7-'tJ ~ ~r CIYJ~ <Zr :a - Jr r · (br

~

Zde (br jejednotkový vekt or ve směru poloměru r •S!)

Budeme hledat napětí v oblasti Q s hranicí [' zatížené' na obvodě
známým způsobem (obr. 45). Tileso si budeme ~slit. složené z polorovin,
jejichž okraje vytvářejí hranioi r jako obálku. Jedna z těchto fiktiv
níoh polorovin je na obr. 45 zakreslena, dotýká se tělesa v bodě ~ •
V dotykovém bodě připojíme fiktivní zatížení

(o)

'e

.)
Je totiž .~cJ..A ~ lOr d.! C()jc:l , kde lib je délka řezu vyznačená .118 obr. 44

šrafováním.
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DBR.44

dF = f(Q)ds

DBR.45

které vyvolá v bodě <P Gn. v naznačeném řezu vektor napětí

_,~ ~f (Q) COJlf COjo( -+ ".1,
~n -=- - -- - <Zr (.A/.)r jf. r

s využitím zákona superpozice dostaneme celkem

(e)

Rovnice (e) platí pro vnitřní bod oblasti. Budeme-li te~ znát okrajové
(povrchové) zatížení f(Q.) -:> fu.) • budeme umět vypočítat napětí v kterém
koll vnitřním bodě tělesa z rovnice~(eJ. Mýlili bychom se však, kdybychom
soudili, že toto okrajové zatížení 1(Q) je totožné se skutečným zatíže
ním p(Q.) na povrchu tělesa. Když totiž přejdeme s bodem 1> do bodu pf. r
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bude integrál v rovnici (.) obsahovat slabou singularitu (kQyž se bod Q
ztotožní s bodem 15' • ~e r • O). Pu.nkci pl?) lze sice prodlouž1t ze-
vnitř na hranici [\ • ale tato hodllota se bude lišit od hodnoty r v tém
že bod~, nebot funkoe (e) se na hranici r nespojiti mění. Vnitřní přiblí..
žení bodu ? do bodu P dostaneme, když obdobně deko na obr. 39 ~bejdeme
singulární bod. Nejprve z integračního oboru vyjmeme nejbližší okolí sin..
gulárního bodu a vypočteme v limitě hlavní hodnotu integrálu. Co jsme
přitom v singUlárním bodě P vynechali. je právě hodnota r ('op) • Musíme ji
tedy přidat (odpovídá integraci po křivce C na obr. 39). Dostaneme hodno
tu ~(p). která odpovídá skutečnému zatížení okraje. nebot spo~itě nsva
zuje na ~ole napětí uvnitř definiční oblasti. Bude te~

t!(P)=llP)-j~HQ.) cmlf~o( e"dA (1')

Levá strana v rovnici (1') je dána. Neznámé f1ktivní zatížení rC,6) nahra
díme soustavou d1skretních hodnot ~ (i. 1. 2•••••~) v uzlovÝch bodech
a příslušnými interpolačními funkcemi. Z rovnice Cf) pak dostaneme sou
stavu algebraickÝch rovnic obdóbně jako tomu bylo v příkladu 27.

15. MPlrODA OmAJOvtCH ELEMENTe

Podstatou metody okrajové integrace je řešení integrální rovnice,
kterou získáme bud přímo pomocí fundamentálního řešení diferenciální rovni
oe nebo nepřímo superpozioí účinkd osamělých "eil" působících na povrchu
(okraji) řešeného tělesa (definiční oblasti). Pokaždé jd~ o řešení účin-
kd bodového zatížení prostoru nebo poloprostoru, popř. rpviny nebo polo
roviny. To jsme podrobně ukázali na příkladu řešení Diriohletovy úlohy
v kapitole 13 a 14. Integrální rovnici řešíme"numericky. V přikladu 27
jsme použili nejjednodušší integrační metody a přesto jsme dosáhli vyni
kající přesnosti i při hrubém dělení obvodu vyšetřované obla~t1. Výpočet

bychom mohli dále zpřesnit, kdybychom použili jemnějšího dělení nebo
přesnější integrační metody. Jednou z možností, o které jsme se již zmí
nili, je aplikace metody konečnýoh prvkd. Mluvíme pak o metodě okrajových
elementtl (prvků).

Porovnáme-li příklady 8 a 27, nezdá se být v praonosti řešení velký
rozdíl. To je tím, že jsme řešili úlohu malého rozsahu. V praxi se však
projeví velký rozdíl v tom, že úlohu o ~-rozměrném tělese řešíme meto
dou okrajových elementu v ( m-~ )-rozměrném prostoru; metoda'konečných

prvkd tuto výhodu nemá. Užití metody okraj'ovÝoh prvkd mliže tedy znamen.at
podstatnou úsporu paměti, což mdže často rozhodnout o pra~ické řešitel

~osti úlohy. Viděli jsme také, že při stejné síti uzlových bodd jsme do- .
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sáhli metodou okrajová integraoe větší přesnosti než metodou konečných

prvkd. Rozdíl by byl ještě větší, kdJ'by šlo o definiční oblast zasahujíoí
do nekonečna nebo o oblast, která by obsahovala singularity (těleso s
trhlinami). Velmi výhodná je aplikaoe metody okrajových elementd v kon
taktníoh úlohách, neboi podmínky dotyku povrohd těles se da~í jednoduše
formulovat a řešení, která vyžaduje it~:-ační postup, se týká právě jen
povrohovýoh elementů. Za uvedené výhody však muaíme nečím zaplatit., Je
to větší matematická náročnost a potřeba znát analytioké řešení účinkd

bodového pdsobení, které tvoří základ metody. I'alézt toto řešení je snad
ná u lineárJÚoh izotropJÚoh materiálo., ale v jinýoh případeoh mdže bit
obtížné. Jinou nevýhodou je, že matio. tA) ,lB} v rovnioi (1.3.20), resp.
matice [MJ v rovnioi (14.11), vyjdou plné a nesouměrné, kdežto metoda
konečných prvkd dává matici pásovou a souměrnou.

Omezený rozsah této publikaoe'nedovoluje probírat metodu okrajovýoh
elementd podrobněji. Její efektivnost mdže být ještl zvýšena tím, že ji
lze snadno spojit s metodou konečnýoh p~kd. část úlohy mdže být řešena
jednou metodou, jiná část úlohy. druhou metodoú. Když o těohto možnosteoh
referovali Zienk1.enoz, KeIly a Bettes, dali svámu příspěvku název:
"Svatba podle módy. Nejlepší z obou světil (konečných elementd a okrajo
vých integráld)n. B)

Ačkoli se zdá být metoda okrajové integraoe zcela moderní, jsou je
jí podstatné ~šlenky tak staré jako sama teorie integrálJÚoh rovnic.
Ve 12. kapitole jsme ukázali její souvislost dokonoe s Mobrovou teorií
z roku 1868. Il1tegráln:í metoda řešení rovinné napjatosti, kterou ~sme

použili v příkladu 28, pochází z roku 1924. Dříve však byly integrální
metody považovány za těžkopádné a za nevhodné proprax1. Používaly se
jen v mechanice tekutin a v úloháoh o potenciálním poli,-kde patřily

k tzv. nepřímým metodám. Pokroky v počítačové technice však vedly k to
mu, že se od sedmdesátých let metoda okra~ový~h elementd intenzívně roz
víjí a používá se i k řešení úloh z teorie pružnosti. Dnes se tato me
toda uplatňuje také v geomeohanioe a dokonoe v elastoplastioitě.

16. NEWTONOVA-RAPHSONOVA MErODA m:šENt NELINEÁRNtCH dLOH

Užití metody konečných prvkd vyžaduje, abychom nejprve vybrali re
prezentativní strukturu konečných prvkd popisujících danou konstrukci,
a tím vytvořili její matematický model. Pak následuje výpočet neznámýoh

!!) Energy methods in finite analysis (red. R. Glow1llski aj.). John Wiley,
Chiohester 1979.
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polí a konečně 1ntepretaoe výsledkd. Z hlediska praktického využití vý-,
sledkd je 4ejddlež1tě~ší formulaoe matematického modelu a lntepretaoe
výsledkd. U lineárních úloh to platí téměř bez výhrad. Avšak u nelineár
ních úloh záleží přesnost a spolehlivost výsledkd 1 na výpočtové strate
gii. Ta vyžaduje zkušenost. Beahceme totiž dostat ~akékol1 řešení, ale
jen takové, které je stabilní, dostatečně přesné a má fYzikální smysl.
Kromě toho je ve hře časová náročnost, a tedy 1 cena řešení.

Podle dosavadních zkušeností se zdá, že nejefektlvně~ší je rozděle

ní nelineární úlohy na posloupnost linearizovanýoh úloh řešených krok
za krokem, tedy inkrementální přístup. Je ddlež1té, aby fyzikální rovni
ce byly eplně.ny na každém kroku. nebol jinak S8 mohou chyby akumulovat
a mohou vést ke zcela falešným výsledkdm nebo ke ztrátě numerické stabi
lity. Zvolíme-li příliš malý krok, vzrostou nároky na výpočetní čas.

Zvolíme-li příliš velký krok, vzroste nutný počet itera~í a tím zno
vu vzrostou nároky .na výpočetní ěas, což znamená i vzrdst C8.ay za výpo
čet. Mimoto hrozí ztráta konvergenoe. Existuje tedy nejvýhodnější veli
kost kroku. kterou však předem.Aeznáme.'Krokht přitom nemusí být v ce
lém rozsahu řešení konstantní. Naopak, např. v úlohách o creepu by to by
lo velmi nevýhodné.

Základem inkrementálního řešení nelineární statické úlohy ~e rov-
nioe

kde k(t) je tečná matice tuhosti, odvozená z konfiguraoe v čase t I
F (t + Ai;-) je vektor zobec~ěnýoh v.nějŠí!3h sil, ~teré působí v uzlovýoh

bodech v okamžiku t-\- At f Rlt) je vektor vratných·. sil v uzlových'bodech,
vyvolaných napětím uvnitř prvkd v okamžiku t , q.. je rozdíl zobecněných
posuvd lL .na konci a .na začátku kroku, tedy

Rovnice (16.1)-byla odvozena linearizaoí úlohy pro čas t , předpokládá
me, že tečná mat"ice tuhosti k (t) se v intervalu (tl t +A b-) nezmění. Kdyby

lim /lf:: ~ 0, přešel by přírdstek q. v diferenciál posuvd au a rovnice
(16.1) by platila přesně. Při koneěném kroku ~ t j,de jen o první přiblí

žení, které musíme ještě korigovat.

V Qynam1ce přibudou v rovnici (16.1) ještě setrvačné síly, takže
bude'

Nahradíme-li zrychlení v 1ntervalu ( t , t- + A t) konstanta! střední hodno
tou, dostaneme pro rychlosti přibližný vztah, který odpovídá "l1choběž-
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.lÚkovému.'prav1dlu" integraoe v ~a••, totiž v.tah

Obdobni dostaneme

Z rovnioe (16.4) vypočteme Ji. (t+ A-t.) a dosadíme do rovnice (16.3). Pak
ješti Al(t+ A~) nahradíme hodnotou vypočtenou z rovnioe (16.5) a dosta-
neme

4
I K(t) + (.M)'l MJ Cf, ~

~ F(t+ilt)-P.(t)+M t ~t-Ů(t-) +-U(t)}
"

Rovnioe (16.1), resp. (16.6) slouží k výpočtu přírdstku l} vektoru zobeo-
niných posuň, který musíme ,itU'aoem1 !lále zpřesňovat. Je-li ve statioe
třeba na každém kroku iterovat· :tak dlouho, až jsoú v okamžiku t + fl t
s potřebnou přesností splněny podmínky rovnováhy, platí to tím spíše o
dynamioe, kde ovšem podmínky rovnováhy nahrazují poh3rbové rovnice. Avšak
an1 to, že je splJúme na každém kroku, ješti nezaručuje stabilitu řešení.

Označme přesné řešení hvizdičkou. Pro ně musí být na konci integrač

ního kroku splněna podmínka rovnováhy

Fl.u*lt-tAt))- ~(u,*lt+t.t-)j ":,0

resp. pohybová rovn1oe

(16.8)

Obě tyto rovnice mžeme zapsat jednotně jako nelineární vektorovou rov
nici pro posuvy

(16.10)

Zde Á.hl -V-1)

Levá strana
ně je podle

Zde f l-u.·) znamená levou stranu rovnice (16.7), re.ep. (16.8). Když z Taylo
rovy řady pro tuto :funkci ponecháme první dva členy, dostaneme

C(u.:*) ~ C(u((-1))-t-~ . . (ú.*- U(ť-1))
'! J f'D.uT (~-~)u.

je (i-1) ní aproximaoe k přesnému řešení .U..,'! v čase t + At .
(16.10) je podle (16.9) rovna nule. První ~len na pravé etra
(16.7) a (16.9)

f (U(~-1)) '= F (U ('l'-1))_ R (U li -1))
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., a.se t+At , takže rov-ma. (16.10) dá

- Rb;-f) + Fl~-1) -\- t ~p -~ 1(i-'1) ('U/··-4(';-i)) "::L O
1uf 'l1LT

V úloháoh z dynamiky bude na lev' straně rovnioe (16.12) ~eitě člen -MiL{t--f)

podle (16.8).

Avšak podle definic. tečné matioe tuhosti ~e -)

(16.1)

Protože setrvačné sí1Y řadíme podle d'Alembertova principu k vnějším si
lám, je s přihlédnutím k (16.6) a (16.)

I~1ri-1)= - L M (16.14)
'1)UT (Ai-\"J.

Přírdstek vektoru posuvd během iteraoe 9značíme

LH..l (oG) = [-tL 'I(- ~ :u (-i-i) J
itAe

Rovnice (].6.12) pak dává

t k((,-1\t+At)+ (~t-)'LMJl\a(i):=. Flt+lit)-R((-1)lt+ A-/;)-

. 4 . )
- M t (llf:;)2.(t(Y'-"lt+llt-)-U(t))-

'+ •• ) }- TI -Ů Ltr) - -U (t

(16.15)

(16.16>

Protože rovnice (16.12) představuje podle Taylorova roz~oje pouze první
aproximaci k přesnému řešení ~*, použijeme ji k yýpočtu další aproxima
oe, takže iterační smwěka bud~

.ul~) l t-+ A:h-) = -úJt"-1) Lt- + At) + II -u..(-f)

Rovnice (16.16) a (16.17) popisují Newtonovu-Raphsonovu metodu řešení ne
lineárních rovnio (16,7), popř. (16.8) s počátečními podmínkami

kO (t + II t ) ~ Jo( ( t )
RO(t+Ab) ~ R(t-)

)J•.? (t + Ll t--) -= U ( t ) (16.18)

-) Je-ll např.~ k,~' ..{,(,i -== I"~ • je k.ci =~r.,; /,1JU-, • V maticovém zápisu
[K1 "'<ll tR1/?> (tl }í nebo stručněji k =.1) RI'i>-uT • Horní i.ac1ex r znamená
transpozici.
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I'tence pokračují až do splnění vhodného kritéria (kap. 19).

Příklad 29

(a)

Ba obr. 46 naznačujeme prdběh iteraoí podle Bewtonovy-Raphsonovy me
tody pro nelineární rovmoi 1(.(A) • O o 3edné proměnntS. Představme si.
že jde o nelineární prui1nu. kterou monotónně zatěžujeme pomalu rostoucí
silou Fl t) • Ba počátku integračního kroku (v case t ) bude

R(t-) -= F(t) ,.. R(O} ( t + At)
\( (t) ~ k (O) (b;- II b-)

.tl (H -= -U la) l t + II ~ )

.U

I
I
I, ....., -,e
I~
'O::,

(4-1) (4.)
U 6u

F

R( t )

F(t +6t)-+--+-~

u(t) '*'u(t+6t)

OBR.46
Pak podle (16.16), kam dosadíme M• O (statický případ). vyjde

k l~-1) ~,t1Y;):: F (t+ Ai) - Ret-i) (t + Al;-)-
(b)

(c)

Tento vztah je zakreslen pro (, • 1, 2, kótovantS hodnoty se vztahují k
iteraci 1J • 2. Iterace skončí. jakmile se bude ~Ul~) blížit nule. Pak také

R(~) (ti + ll. t) ~ F (t; + ~ t)

-tl. (~) l tJ +Ll f,) ~.u *" l t + A ~ )
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11. MODIPIKACB UmYTo_on mODY

"phá lIerionov~ iteraoe vyžadu3e, abyohom v každám kroku a při kaž
dé iteraci počítali a faktor1zoval1 matici tuhosti, což prodlužuje (a tím
1 prodraž~.) výpočet. Je-li úloha pouze geometrioky nel1Aeární, 38 mož
Aé tomu částečně čelit zvětšením 1ntervald At • Avšak v úlohách materiá
lově nel1Aedrních a v 1Í1ohlloh z dynamiky musí být krok ht- Dalý, neboi
;Jinak mdžeme dostat málo př.sn' a dokonce nestabilní řešem. Např. v
elastoplast1citě se předpokládá b~hem každého kroku proporoionální zatě

žování, oož samo o sobě ~e ddvodem k volbě malého kroku.3I
) Také nepřesný

'výpočet aproximaoí během iteračního cyklu v jednom kroku mže vést k vel
kým chybám, závisí-li materiálov' vlastnosti na historii.

Značné úspory lze dosáhnout, užívá-li se v každém kroku stále stej
né (počáteční) hodnoty matice tuhosti, takže v rovnici (16.16) se objeví
\<0 • \(CO) la) místo K((,-,,) ( t+ ll-b) • Dostaneme tak metodu počátečních napě-
tí, která odpovídá linearizaoi soustavy pouze na počátku řešení. Je-li
nelinear1ta silná a zvláště do~~ází-l1 k změkčení soustavy v prdběhu da
ného kroku, mo'že být konvergence velmi pomalá a ptivodní výhoda modifiko
vané Newtonovy metody se ztrácí. Kdže nastat dokonce divergence, takže
se výpočet shroutí. Tomu lze někdy předejít tak, že se zvolí matice tu
hosti \(() • k (tf;) , kde tf odpovídá některému z okamžikd O, At , !LAtI

••• , t •

lIIat1ci ko = k: ('e) mdžeme zpřesňovat nejen v okamžiku 't ,ale v několi-
ka vybraných okamžicíoh [;1 , '[;'1- , •••• Kdybychom ji zpřesňovali v kaž-
dém kroku, dostali bychom ovšem pt1vodní llewto.novu-Raphsonovu metodu. Vhod
ný počet hodnot ~~ t v nichž počítáme matici tuhosti z okamžité konfigu
race soustavy, závisí na vlastnostech soustavy. Nemáme-~ o nich předem

žádnou představu, učiníme l4pe, zvolíme-li puvodni Bewtonovu-Raphsonovu
metodu.

Modifikovaná Newtonova metoda konverguje obzvlášt pomalu, naetává
li během integračního kroku bt náhlý pokles tuhosti. Počet nutných itera
cí pak rychle roste. Proto!e do programu je vhodn' zařad1t omezení poč

tu iterací v oyklu, je možné, že se výpočet zastaví před dosáhnutím kon
vergence. Konvergenoi mdžeme urychlit pomocí lltkenova akoelerátoru. mís
to rovnioe (16.17) použijeme předpisu

(17.1)

.) O aplikaoi metodY konečných prvkd v plasticitě pojednal autor#podrob
ně v publikaci "Mezní plastické· stavy", publ. č. 60-644-83 (2561),
DT ČSVTS Praha, 1983.

- 108 -



Elt·-~) {-b4 A-b)

G" l t -~) ( -li t fl. t) -=- G' (t) + 1c. (e ) o{ E

E(~

kde o<. l"--1) 3e d1agon'J.D:( matioe koeticientd

1\ ~~tť-~) (17.2),,/ (~-1) _ u TL

Ul.l" - A .ui'-1)- D. J.l~l

Nesnáze vzniknou, když se jmenovatel ve zlomku na pravá straně (17.2)
blíží 6tebo rovná) pro .něk1ier4 ~ nule. Kromě toho je třeba pamatovat,
i. koefioienty [j..iá počítáme z diferencí hodnot dosud neustálených, tedy
zatížených většími c~bam1. Nemá-li těmito nepřesnostmi výpočet "vykole
jit", mdžeme A1tkenovu rovnici (17.1) užít nejvýš pro každou druhou 1te~

raci.

Při výpočtu napětí musíme uvážit. že matice C • která váže tenzor
přetvořeDÍ s tenzorem napjatosti, nebývá běhe. tntegračního kroku kon
stantní. Pak

Integruje se vždy od poslední p~ijaté hodnoty vektoru €(~ t která se bě
hem iterací neměJ.1Í. k aktuálním hodnotám. Tak se dosáhne toho, že konver
gované výsledky ~~závisí na prdběžnýoh iterovaných hodnotách. které jsou
zatíženy chybami.

Z3ist:ím.e-11. že se nevyvážená sílaP(f;+ Aé-) -Q (~) Lt + At.) během
iterací zvětšuje, znamená to zpravidla divergenéi. Ta se mdže objevit
vž~, doohází-li k vzrdstu tuhosti soustavy. Je-li tento vzrdst mírný
(jde-li např. o geometrickou nel1near1iu B charakteristikou podle obr.47)~

stačí zvolit menší integrační krok fl t ·a konvergence se' obnov!.

F

u

OBR.47
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Jde-li o Dáhlj vsrdst (např. o návrat do elastického stavu při plaatlet'_
tvliření, obr. 48),,.je sltuaoe obtíŽJ1ě~i:!J Y úlohách .. qnam1lq atd:! 1
zde 3eA zmenšit lntegraaní krok, ale ve statloe to zpravidla nestačí,
je nutn' vytvořit BOTOU (elastiokoa) matici tuhosti odvozenou pro oka
IIlŽlk t •

- F

u

OBR .48

F

R(t)

F

u

OBR .49

- 11.0-

(1) Cl)
/K(t)(f1u -~U J

u
I 6 u(2)



lříklad 30

PrQ jednorosměrnt případ lze sledovat význam lltk&nova akcelerá'to
ru na obr. 49. lia levé polov1J1i obrázku je rtdit postup při nezryohlené
i teraoi. lia pravé polov1J1i 3e zryohlení dáno seěnou, její! smirnioe je
oznaěena K) • Pla'tí, i.

K(t) A'U)~) .. F(t+lli)-R.(t) -:::. F(t-l-td:)-Feb)

k(-\;) ~(,t('!.) ; F (t+ ll&) -RYl) (t + tl t)

z druhé straD1'

(a)

(b)

llU(1)

(o)

18. KVAZI-liJMTOliOVY J4lS'lODY

Zopakujeme nejprve, v čem spočívá liewtonova (popř. liewtonova-Raph
sonova) metoda řešení soustavy nelineárníoh rovp.io

~(x) =- O

kde r je vektorová :funkoe, X. je vektor neznámých veličin. Rozvineme-li
tuto fUnkci kolem. správného řešení x~ '" TayloroyU řadu a ponecháme z .ní
jen první dva členy, dostaneme přibližný vztah

První člen na pravé straně (18.2) je nulový, proto!e )(*" je přesné řeše
ní rovnice (18.1). V druhém členu vystupuje čtveroová matioe

1)[
J (l() = - (18.3)

'1 x.T

což je Jaoobiho matice k fUnkoi fCx) • obsahuje první parciální derivace
1fc /~Xi • Z rovnice (18,2) vypočteme přibližnou hodnotu přesného řešení

* -iX ~ y.. - J (xH ex)

Tu m~žeme dále stejným zp~sob.m zpřesňovat. Předpis pro iteraci tedy je

(18.5)
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l!a8'to 3- "třeba najít m1D1mwa nějaké skalúaí :tw1koe yektoru. X

p()() • mn ·

Kutnou podmínkou je vyDdzení všeoh parciálních derivací

(18.7)

Jacoblho matioe vektorové tunkoe f()() je zřejmě Hessova matice skalár
ní funkoe .p lx) • Hessova matice ob8~uje druh' parciální derivace
~~~ /?JXt: 7Jxi • Je-li tuDkce peX) konvexní, pak je~í staoionární hod.r1ota
je mnimem a Hessova matioe je pozitivně I definitní· nebo 8emdet1.nit,
ní. Jsou-li tunkce ~(x.) a její prvllÍ derivace 'TJ ~I fJX spojité, je Hesso
va matioe souměrná•.

Je-li Jacobiho matioe J(x) pozitivně definitní, pak její inverze
vždy existuje a iterační proces (l8~5) ~ohle konverguje, pokud ovšem vu
beo k04verguje. Bewtonova metoda má tři J1eV~ho~. Za prv' její použitel
nost závisí .na počátečním odhadu řešení ~ (o • Při nevhodn4Sm odhadu 8e

proces zhroutí. Tomu lze něk~ přede~ít tím, že se poslední člen v rovnici
(18.5) násobí nějakým vhodnim parametrem tak zvoleným, aby aproximace

lX. (~+'1) byla v jistém smyslu lepší než .X (() ,.např. aby poskytovala
menší hodnotu funkce ~(x). Druhá nesnáz je v tom, že při každé iteraci
;je třeba řešit soustavu rovnic vždy znovu. Tuto nevýhodu nemají modifi
kované metody, o .nichž jsme pojednali v předchomí kapitole, ale ty mají
zase jiné nedostatkY. Konečně třetí nevýhoda spočívá v tom, že analytické
odvození Jacobiho matice bývá často pracná. Matici by bylo možné počítat

také numericky pomocí konečnýoh diferencí, kterými bych~m .nahradili par
ciální derivace. Ale takový výpočet Dení hospodárat.

Soustředíme se nyní na odstranění třetí pevýho~. Nabízí se možnost
nahradit Jacobiho matici J(x) nějakou jinou, přibližnou maticí BC x)
kterou by bylo možné SDadno sestavit z výsledkd předchozích iterací.
Místo abychom tuto matici v každám iteračním kroku znovu počítali, bude
me ji pouze korigovat. Naší snahou bude najít takové korekce, které ne
budou vyžadovat příliš mnoho operací.

Budeme--ll považovat v rovnici (18.2) hodnotu X za (, -tou iteraoi
a hodnotu x* za (iti) -ní iteraoi, bude

(18.8)

Když Jacobiho .matioi J nahradíme její přibližnou náhradou B , bude pro
ni platit rovnice (18.8) v této úpravě

~ (t) = B {.(H) 1> (.t)
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kde
~ l~) = f (~H)_ f (t)

.A (i) ~ x(tH) _ X (~)

Vztah (18.9) se nazývá kvazi-Hewtonova rovnice. Známe-li vektory ..oU;) t

~l{')t Bení tím matice 'B(Ú1) je.ště určena, úloha je mnohoznačná. Exis
tuje mnoho metod, jak matioi 1) (t+1) nebo přímo její inverzi účelně se
stavit. Bebudeme je však probírat a zájemce odkazujeme na speciální lite
raturu. !II)

Příklad 31

Ukážeme aplikaci kvazi-HewtoBovy metody na příkladu řešení nelineár
ní soustavy rovnic pro dvě neznámé. Rovnice (18.1) bude mít tvar

~1 (X1 I X2.) '" O

ft ( )(1 rl('/,) = O

Konkrétně bude dáno

l.t Xr + rL ~ 1 )(:: - O. q Olt :: O

2..X}Xz. +- Bx.ť - ~111. O

Význam symbo1d v rovnioi (18.1) je

(a)

(b)

x = [ )(, l'
~2 5.

(o)

Vypočteme Jaoobiho matioi

(d)

Je pozitivně semidefinitní, nebo! determinant ani subdeterminant ma
tioe (d) nemdže být záporný. Mdžeme tedy použít dále popsané metody.

!II) BRODLIE, K. - GOURLA.Y, A. - GREENSTADT, J. & Rank-one and ra,nk-two
oorrectiolls to positive definite matrioes expressed in product form.
-"J. lnst. Math. App1." 11 (1973), s. 73-82.
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4:1

Odhadneme řešeDÍ, t3. zvolíme nultou aprox1Jlao1. liapř. zvo1Ú18

(e)

Dosadíme-ll Ce> do (b»)vyjde zbytkový vektor

UO) = J-o.90~ 1 (f)
I l 1,880 J

Z rovnice (181'5) vypočteme první apronmaoi. Ku1tá aprox1mace Jaoobiho
matioe a její iAverse ~80U

(g)

Přírdstek vektord p08uvd vyjde

6.. X ~ Xl~) _ x: to) • _ . t O

O d
takže

-0.904 ={ 0.45200

1,880 -0,07833

{
0,45200 1
0,92167 J

Protože nultá aproximace nemusí být vhodně volena, doporučuje se ne~

použít celého přírtistku A~ • ale jen j~ho ěásti. 6x(t) C~A)( • Koeficient (j
se ur~í zkusmo tak, aby práoe "nevyvážených 811" ·.t(i) 118 posuvech 6X.
byla co ne~blíž8 k Aule, ab~ tedy platilo

(j)

kde E je nějaká zvolená tolerance \např. E. • 0.5). T:ún se často před'e

jde možné divergenci a zkrátí výpočet. Hodnota (1) požadavku ,(j) vyhoví,
takže výběr vhodné velikosti (2l mdžeme ignorovat a brát lb • 1. Apronma·
ci (i) odpovídají hodnoty

í (~) ~ {O,23330 l
1 0,52002 J

(k)

vypočtené z rovnic (b) a (1).

V dalším výpočtu bu.deme vyěíslovat při každ4 iteraci už jenom Jao'o'"
blho matici, ale nikoli její inverzi, tu budeme sískávat korekcemi podle
algoritmu, který uvedeme. Invertování Jacob1ho matice tedy odpadne. Pro
~ =- O vypočteme z rovnice (18.9)

- ~14 -



~ (o) ~ l B(1) r 1 ~ (o)

f.> tO) : :x l-1) _ X(O) :z:! 0,45200l
l-0,07833 S

I4{O) = ~(1) _ 5IO):=> { 1,13730\
(J -1,35998 J

Dále vezmeme

(m)

(n)

(o)

t 'tl (ilJ-1 . , áKorekoe matioe o prob1h takto:

kde

(p)

I • jednotková Dlli'tice

'\r(~) a ti.(i)B(i)j.)(i)-"tI-i-)

1.{1'(1.) • ,bll)
j,(ilT I\j(t,)

<X,(i) .r~·jtU)·
::ll 1 ,šQTrl') 1.:.(')

Korekci (p) lze použít, pokud ol(~< 105• Jinak mohou být výsledky nume
rioky znehodnoceny špatnou podmíněností matice A({,~. Zpře"sněná matice (p)
splňuje kvazi-Newtonovu rovlůoi

V našem případě vyjde

(q)

;..\ (o)T 'lJ (o)

w(o) ::=.

::ll 0,62059

{
0,72834 1

-0,12622 J

;}O)T 'BCo) ;..(0) l!:.

d.. (o) ::.

{}' (o) ::. {

0,55587

1,05661

-0,18213 l
-0,62645 J
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[
0,867.35

-0,45627
0.02299J
1,07907

lB(1)T-i_ r0,.38482 -0,01054]
- -0,01054 0,04878

Když tuto matici dosadíme ~a [J(1)J-~ do rovnice (18.5), vy3de druhá

aproximace

Dostaneme

(9.) { 0,3677 1
Y.. =:. 0,8988 J

V 1teracich bychom mohli pokračovat. Přesné řešení je

Cr)

(s)

(t)

Př~.kalad 32

Nelineární rovnice· z příkladu Jl mužeme interpretovat jako úlohu
o rovnováze nelineární mechanické sousta~ o dvou stupníoh volnosti.
Vrátíme-li se k označení z kapitol 16. a 17., dostaneme pro vratné síly
vzorec

(a)

Zatěžující síly jsou

ll) J 0,904 )
F ~ ~ ~ 6, 12 J.l( (t)

kde <f (tl je monotónně rostoucí fun.kce času, O G. tf Ci) 6

ce tuhosti je totožná s Jacobiho maticí z příkladu Jl

(b)

1. '!&.eč.ná mati-

(o)

kde X, : K~ (-~) , )('l.::: )(~(f;). Za rovnováhy je, jak víme z řešení příkladu

31,~. 0,4; ~?.= 0,9.

KQybyohom měli jen jeden stupeň volnosti, dostali bychom rovnici



a iterace. kterou jsme popsali v příkladu 31. by probíhala tak. ~ak 3e
nazna~eno na obr. 50. Je lIře3m4. že mati.e B v kvazi-Hewtcmově rovnici
má význam směrnice .e~u U17chlujío:kh konvergenoi.

F

--->-

R( ť )4--I~-(2-1+---
S

u

o
OBR.SO

KVBzi-Newtonovy metody (někdy ozn.ačovan' jako algoritJQ' s variabil
ní metrikou) bývají součástí moderních programovýqh S7stemd pro řešení

úloh z nelineární mechaniky, nebo~ jsou relativně nejefektivnější.

19. KRITmíA KOIVERGENOE

Volba kritéria, podle kterého rozhodujeme, zda iterační proces
skončil, má u nelineárních úloh velký význam. Jsou-li tolerance příliš

volné, vznikají nepřípustné chyby, které se kumulují. Jsou-li naopak
příliš těsn', počítá se zbytečně dlouho, požadujeme-li přesnost. které
nelze na daném počítači dosáhnout, nedopočítáme se vdbeo.

Kritérium pro ukončení ite.račJ1Ího procesu mdžeme volit rdzně. Na
bízí se porovnávání posuvd, porovnávání nev,yvážených sil a porovnávání
deformační energie. Protože prvotní neznámou jsou zpravidla posuvy, je
nejpřirozenější deformační (posuvové) kritérium
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" AUL.() \\

Ilu(t+A~)1\ ~ €ol) (19.1)

DYojitým1 čarami vyznačujeme euklidovskou normu. Hodnota určuje 't;oleraa.
ci. Vektor ti( tt- Ai;) bohužel předem J18ZA_. oož činí volbu E-,D proble
matickou. Proto je výhodně~ší vyoházet z kvooientu

\\ A~ (.c) II
cr = II A-tL ((-1)1\ (19.2)

Kritérium konvergence 3- q, "1 • Jestliže se tento kvocient v prdběhu

iteraoí nezvětšuje, platí nerovnost
00

\\ ,(,t"* l t+ at) - .(NLť) tt tA t ) \1 ~ L qv.. II A ULť) 1\
~:=.1

(19.3)

(19.6)

Geometriokou řadu na pravé stran.ě (19.3) mdžeme sečíst. takže dostaneme

\\ .oUJ* (t +At.-) - .u-Lt) l t + A t) \\ 1!E .;:. tt II tdL (.c) \\ (19.4)

Pravá strana rovnice (19.4) je ·odhadem toho, co ještě ~bývá "doiterovat".
Za kritár1um tedy mdžeme zvolit nerovnost

q, l\a-u(ť)ll~~ 11,(,(,(1:")\\ (19.5)
1- q, D

kde rr je nějaký reprezentativní okamžik. např. ~"::I t • Zkušenost však
ukazuje, že toto kritérium není spolehlivé, nebó~ předpoklad nerostouoí
ho kvocientu nebývá u nelineárních úloh VŽ~ sp1něn a levá strana v ne
rovnosti (19.5) pozbivá puvo~Ího s~slu.

NevYvážené síly poskytují kritérium

\I F ( t t b.. t) - R l.() ( i + l\. -t) ~ Mii,Lť) ( t -t A t )..\\ ~

~ ~F \\ F ( t + ~ t) - Rlt) - M~ (t) H

Na levé straně (19.6) je norma nevYvážené síly, na pravá straně norma
přírdstku síly za integrační krok. Je-li tento přírdstek v některém kroku
malý, je pravá strana zbytečně malá, proto je radno ponechat na pravé
straně vždy tu normu, která je větší, 1 když spadá do jiného integrační

ho kroku.

Nevýhodou kritéria (19.6) je, že v úlohách z plasticity s malým
zpevněním mohou být nevyvážen~ síly malé, ale přírdstky posuvd velké.
Společným nedostatkem dosud prob~anýoh kritérií je, že vektor zobeoně

nÝch posuvd, popř. vektor zobecněných s11, nemusí být rozměrově homo
genní (např. vektor zobeoněných s11 mdže obsahovat osamělé sí1Y i silo
vé dvojioe, vektor zobecněných posuvd se mdže skládat ze skutečných po
suvd a z úhld otočení). Některá prvky vektoru mohou .být z tohoto ddvo..
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du v norml nepř1měřeal z8_toupeD7. Tuto 4evýhodu nemá energetiok' krité
rium

b. {,tl()T ( F - Rtť-d_ M4(~-"»)t~ At ~

~ EE AUl") T ( F (~i+ At) - R( -Ii) - M,ú, (t ))

Dosadíme~li sem EE=~ , mdže nerovnost (19.7) sloužit také jako kr1tá
r1um divergence. Ne3lépe se osvědčuje kombinace kr1tár1! (19.6) 8 (19.7).

JIá-ll konstrukce -měknouoí" charakteristiku, mu.sí bft; é) • resp. EE

malá. Při "tuhnouoí- oharakteristioe musí být naopak ma14 t~. Běžně se
doporučují toleranoe

(19.8)

Tyto hodnoty uvádíme pouze pro představu, nikoli jako předpis. V praxi
je třeba se př1spdsob1t oharakteru řešených úloh.
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