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Na jednoduchych prikladech se vysvdtluji nejdileZit&js{ pojmy, pred-
stavy, pFfedpoklady a vypodetni obraty, na nichZ se zakldd4 metoda kone&-
nych prvkd a metoda okrajové integrace., Vyklad je zamé¥en na pot¥eby kon-
struktérl, tedy zadavatell loh, kteFi také vysledky FeSeni interpretuji.
Problémy programovéni a implementace metody na poéitadi se ponechdvaji
stranou.

V aplikacich se omezujeme na mechaniku pruZnych a poddajnych téles,
Na rozdil od d¥ivéjsich semind¥l probiréme zdklady metody konednjych prv-
k& jen strudnd., Zato mnohem vice pozornosti vénujeme rdzanym privodnim je-
vim, obméndm plivodni metody (hybridnim prvkim a smiSenym variadnim meto-
dém), metoddm ¥eSeni nelinedrnich dloh a zdkladim metody okrajovych prv-
ki3, Tato metoda pFfedstavuje novy smér numerického FeSeni Uloh z mechaniky
kontinua, Vybér témat je omezen rozsahem publikace, Témata byla vybird-
na tak, aby dtend? ziskal urlity ndzor na aplikaéni moZnosti a sndze se
orientoval v odborné literatuie., Vyklad doplouji a rozsifuji Setné pii-
klady. Jsou podrobnd FeSeny a voleny tak, aby k vypodtim nebylo nutné
pouzivat poditad.

Predpokléddaji se znalosti z matematiky, mechaniky a teorie pruZnos-
ti, které odpovidaji vysokoskolskému vzd&ldni, Studium usnadni zv145ts
znalost zdkladi maticové algebry a variadnich metod.
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“"Je t¥eba se zabyvati jenom takovymi vEcmi, na jejichZ jJisté a ne-
pochybné poznéni se zdaji{ naSe vlohy staditi,

K hleddni pravdy o vécech je nutnd metoda,

JestliZe dokonale pochopime otdzku, musime z ni odstraniti viechen
zbytedny pojem, co nejvice ji zjednoduliti a pomoci vydtu Jji rozddliti
v nejmensi &dsti,

TouZ otdzku musime uvésti ve vztah ke skutedné rozprostrandnosti vé-
ci a musime ji predloZiti obraznosti v holych tvarechs tak totiZ je mno-
hem z¥etelndji uvédomena rozumem,

Také vétSinou poméhd, jestliZe tyto tvary nakreslime a ukdZeme vndj—
8im emyslim, aby tak naSe mySleni bylo snadndji udrZovéno pozornym.

Ty véci, které nevyzaduJi pFitomné pozornosti ducha, tiebas jsou nut=-
né k zévéru, jest lépe oznaliti nejkratdimi znalkemi spife neZ Uplnymi
obrazel: tak toti? pam3t se nemfiZe zmfliti a my3len{ neni rozptylovéno
tim, aby je podrZovalo, zatim co se zabyvd vyvozovdni{m jinych."

René Descartes, Regulae ad directionem ingenii
(vyddno latinsky roku 1628)



Predmluve

Metoda konednyech prvkl je jednou z mnoha metod pFibliZného PeSeni
dloh vedoucich na obyZejné nebo parcidlni diferencidlni rovnice a jejich
soustavy, Pivod metody se klade obvykle do poddtku druhé poloviny tohoto
stoleti, ale ve skutednosti Je zdkladni mySlenka obsafena uZ ve zndmé
Courantové-Hilbertovd ulebnici metod matematické fyziky, JjeZ vysla popre
vé ve t¥icdtych letech., 0d metody Ritzovy a Galerkinovy se ostatnd 1i3{
jen zplsobem, jakym se vybiraji bdzové funkce, v jejichZ prostoru hledd-
me YeSenf{, Nebylo by vdak spravedlivé tvrdit, Ze metoda konedinych prvki
neznamend vlastné nic nového., Pf¥inesla totiZ neoby&ejny impuls pro apli-~
kaci poditadl na problémy d¥ive prakticky nefesitelné, Vyvolala mnoho
problémd novych, souvisejicich s otdzkami existence, konvergence, sta=
bility, dosaZitelné pPesnosti a efektivnosti Fedeni, Jeji obecnost, znald-
né volnost ve formulaci matematického modelu, relativné snadnd algoritmi-
zace a programovatelnost z ni uédinily na dlouhy &as bezkonkurendni metodu
numerického Fedeni nejrizndjdich dloh technické praxe, Riznost metodic-
kych p¥istupl a nové metody ¥eSeni i nelinedrnich dloh p#ildékaly ke spo-
luprdcl matematiky a techniky i tam, kde d¥ive jen obtiZné nachdzeli spo-
ledny jazyk. Prdvem miZeme hovorit o éxplozi poznatkl, kterd vedla k za=-
kl14déni novych a novych Casopisl a k vyddni mnoha monografii ve v3ech &&-
stech svéta, Nékolikaletym Usilim desitek odbornikd byla vytvoiena Fada
programovych systémi, kterymi lze Fedit Ulohy nejriznéjsiho druhu. Vyu-
Zitelnost téchto systémi md v3ak své meze, Jednak jejich aplikace na ulo-
hy malého rozsahu neni vZdy ekonomickd, jednak ani nejdimyslnéjs{ systé-
my nejsou zcela univerzdlni, zvlddté pokud Jde o Fedeni nelinedrnich dloh,
Zde se potvrzuje stard zkulSenost, Ze numerickd matematikas je zddsti vié=-
dou, z&dsti uménim, )

V nafem vykladu ukdZeme a na jednoduchych pPikladech vysvétlime zé-
kladni myS3lenky, na nichZ spodivd metoda koneénjch prvki. Osvivlime nd-
kterd Uskali v jeji aplikovatelnosti a zejména n&které obraty, jimiZ lze
Jeji pouZiti rozd{¥it nebo zlepsit, Vysvétlime také, v &em tkvi proble-
matika nelinedrnich dloh a na jakyoh mySlenkdch spoliv4 metoda okrajo-
vé integrace. Bude nde zajimat podstata metodickych postuplh. Otdzky spo-
jené s jejich praktickou realizaci na podita&i ponechéme stranou, nebof
jsou p¥#{1i% specidlni a mohou zajimat jen maly okruh odborniki.

Budeme predpoklddat, Ze &tendf méd predbéiné znalosti zdkond mechani-
ky pruZnych a poddajnych t&les a Ze z matematiky znd zdklady teorie oby-
gejnych a parcidlnich diferencidlnich rovnic., Pokusime se zjednodusit vy-
klad tak, aby jej mohli & porozumdnim sledovat i ti, kteri nemaji speci=
dlni mastematickou pripravu. Budeme se opirat spiSe o ndzor a intuicl neZ
0 dedukce, Omlouvidme se proto, jestliZe nds text neuspokoji ndrolné &te-
.néfres nebyl uréen jim.,

n7-



Pokud Jjde o formu zdpisu, volime ji co nejjednodussi, V&tZinou po-
ufijeme maticové algebry. Bude-li ze souvislost{ ziejmé, Ze jde o mati-
ce, pop¥. o vektory, nebudeme piisludné symboly zvl&st rozliSovat a ozna-
&{me Je ste)nd jako skaléry, Zvykneme~li si na to, shleddme, Ze Jje to
dost pFirozenéd, Jeden fyzikdln{ pojem, nap¥., napjatost v daném bod&, ozna=
8ime jedinym symbolem, O tom, Ze jde o tenzor druhého ¥ddu se Zesti ska=
14rn{mi sloZkami, nepotFebujeme zatim v&ddt nic, Teprve pii realizaci
naznadenych operac{ musime t&chto Sest &isel podle viech pravidel mati-
cové algebry skutedn¥ dossdit. Tak se stane, e bdhem vykladu "pamst se
nemiZe zmflit a mySleni neni rozptylovéno."

Cyril Hoschl



1., KINEMATICKE, KONSTITUTIVN] A SILOVE VZTAHY

Je=-11 néjakéd rovnd a hladkd ty& zatéZovédna tahem, plati pro ni tyto
t#1i zdkladni rovnice:

(a) vztah mezi pomdrnym prodlouZenim a posuvem
E = Zu (101)

v n¥m¥ J pFedstavuje linedrni operdtor transformace & * & , V daném pPie
padd je 2 = 9/7x , Tato rovnice plati, pokud nejsou posuvy p¥ilis velké,

Je to &ist& geometricky vztah popisujici pohyb ty&e za jejiho prodluZo-

vén{ v daném mist¥ x€ (0, ¢),

(b) vztah mezi napétim a pomérnym prodlouzenim
G = G (&) (1.2)

Je to rovnice popisujici fyzikdlni vlastnosti télesa. KdyZ plati Hookelv
zékon, zméni se vztah (1.2) na p¥imou Umérnost

G = C(c.'. (1.3)

(¢) vztah vyjad¥ujici rovnovéhu v daném misté

9Q*G = X (1.4)

kde X je objemovd sile a 2% je operdtor adjungovany k operétoru‘g ;

v daném pripadé je 2* = =2/ , ®) Rovnice rovnovéhy (1.4) plati jen za
pFfedpokladu, Ze se téleso nepohybuje nebo Ze pohyb télesa je témé¥ rov-
nomdrny, takZe zrychleni miZeme zanedbat. Neni-li tomu tak, obnovime
platnost rovnic rovnovéhy pi¥idénim objemovych setrva&nych sil podle d’Alem:-
bertova principu.

Obdobné rovnice plati i pro prostorovd télese a jejich soustavy,
Najdeme~1li FeSeni, které vyhovuje uvedenym tiem rovnicim, popi. tiem
soustavédm rovnic, i okrajovym podminkdm Ulohy, pak toto FeSeni je v dané
oblasti piesnym FeSenim, Za urditych pfedpokladl, o nichZ se pojedndvd
v mechanice kontinua, je toto reSeni jediné. Najit piresné Fesdeni nebyvd
vidy snadné a ¢asto ani moZné, takie jsme nuceni spokojit se s pribliZ—
nym refenim, SnaZime se, aby se k presnému co nejvice pFfibliZilo, Pro tu=
to "vzddlenost" pFesného a pribliZného Fesfeni potiebujeme néjaké krité-
rium, Rizné metody pribliZného FeSeni se mohou ve vybéru tohoto kritéris
1lisit,

¥) Souvislost operdtord v rovnicich (1.1) a (1.4) objasnime v prikladu 2,

- g =



Problém rovnovéhy t8lesa lze prevést na bilanci energii., To pocho-~
pime, uvédomime-1li si, Ze p¥i kaZdé zménd rovnovdZného stavu t&lesa se
néjakd energie bud uvolnuje, nebo spotFebovdvd, Objemovd hustota deformad-
ni energie v taZené tydi se vypolte ze vztahu

A - (Geyde = Ale) (1.5)

T8leso = tyd = nechf md objem {1 a povrch [' . Pak celkovd deformadni ener=
gie je SAdQ " Princip virtudlnich praci ¥iké4, ¥e price vykona=
né vndjsdimi i vnit¥nimi silami v daném okamZiku (p#i zastaveném Zase) na
libovolnych, kinematicky moZnych, nekonedné malych deformacich télesa je
za rovaovdhy nulovd; tedy

-5 {Adn+ [xsudn + [pSuar -0 (1.6)
o Q L
Symbol 0 znemené variaci (nepatrnou libovolnou zmdnu) dané funkce, Napi,
81 miZeme predstavit, Ze 5{0‘) = Eg/(x) ’ kde 3()() Jje néjakd "ro-

zumnd” funkce a lim © > 0O, =)

Prvni &len v rovnici (1.6) predetavuje virtudlni préci vnit¥nich sil;
z4porné znaménko vyjadfuje, Ze se tato préce spot¥ebovdvd (mni se ve vnitr-
ni nebo i v jinou energii). Druhy &len predstavuje virtudlni prdci objemo-
vych sil a tteti &len virtudlni prédci povrchovych sil,

V daném p¥ipadd (natahovand ty¥) je element objemudfl = Sdx, je-1i
$ pri¥ez tySe, "Povroh" [’ je pFedstavovdn pouze koncovymi prifezy
S(x=0) resp. S(x=4L) . Jde toti% o jednorozmérny dtvar, jeho¥ vnit¥ek
obsahuje body vyhovujici nerovnostem 0<x<% , kde¥to povrch obsehuje pou=
ze body X =0 xesp. x=£ , Rovnice (1.6) viak bude platit stejné i pro
plodné nebo prostorové t&leso, ddme-li symbolim pot¥ebny vyznem, To jes=-
t& na nékterych pFikladech objasnime pozdéji. ‘

Necht jsou na &&sti povrchu [L‘ télesa pfédepsény posuvy U = & ¥
kdeZto na zbyvajici &dsti povrchu [’G_ jsou predepsédny povrchové sily, tj.
vektory napéti p-p . Pfitom plati, Ze GUL=T,GNL, =0 . Nezatife-
ny¥ povrch povaZujeme za povrch s pfedepsanym nulovym vektorem napdti,
Nepohyblivé podpory povaZujeme za &4st povrchu télesa s predepsanym nulo=-
vym posuvem, ‘

Je jasné, %Ze variace du musi{ na ¢dsti povrchu L vymizet, protoZe
tam je hodnota posuvu pfedepsdna a nelze ji ménit. Proto by stadilo v po=-
glednim &lenu rovnice (1.6) naznadit integraci jen pFes oblast [ o Na
to budeme v daldim textu pamatovat. Vyjimkou by mohlo byt, kdybychom t&-

%) Zdklady variadniho poétu jsme podrobné vysvétlili v publikaci "UZiti
malych poditedt v dynamice soustav", DT CSVTS Praha (1983), publikace
&, 60-643-83 (DT 2420),

w 10 =



leso na plode Lae uvolnili, coZ zatim nep¥edpoklédédme.

Jde-1li o pruZné téleso, lze rovnici (1.6) obvykle integrovat, MiZe-
me ji pak zapsat Jjako variaci celkové potencidlni energie

U={Adn+W (1.7)
S
kde
W=—SXudSl-jﬁu.cL£‘ (1.8)
n Ts

predstavuje potencidlni energii vndjSich sil (objemovych a povrchovych),
Jako nezévisle promdnnéd vstupuje do rovanic (1.6) aZ (1.8) pouze posuv
(pop¥. vektor posuvd) W , Pomérnéd deformace & zdvisi na posuvech podle
vztehu (1.1).

Soudin S dt v integrandu rovnice (1.5) lze znézornit v pracovnim di-
agramu na obr, 1 vys3rafovanou ploskou, Symetricky vyraz dostaneme, piri=-
pojime-1i k tomuto vyrazu jedtd €d6, Protofe d(C€)= €dG+Gde , vyjde

£@ = ga(G)a(ﬂ JG(ﬁ)dﬁ (1.9)

6} ede

>1

ode

A £

OBR.1

Posledni &len v rovnici (1.9) se shoduje s hustotou deformadni energie
(1.5). Pfedposledni &len nazveme hustota doplnkové $ili komplementdrni
energie napjatosti a oznadime M\ , Ndzev naznaduje, ¥e tato hustota ener=
gle je vyjéd¥ena jako funkce napéti

K@) = [e(e)as (1.10)

Hustota komplementérni energie napjatosti md pouze matematicky, nikoli
fyzikdlni smysl. Mezi ob&ma hustotami energie vyplyvd z rovnice (1.9)



vztah zndmy jako Legendreova transformace

Al = £6-A©G) (1.11)

K potencidlni energii w pi-edepaanjgvh sil miZeme obdobn& definovat teké
komplementdrn{ potencidlni energii W predepsanjch posuvi

W --{apal (1.12)
L
Rozd{l mezi rovnicemi (1.8) a (1.12) je v tom, Ze p¥i variacli potencidln{
energie (1.8) pova’ujeme silové velidiny X , P za neménné, takie

SW = - \Xbuan - [Foual (1.13)
kdeZto u rovnice (1.12) je naopak nemdnnéd velidina U * @ , Proto
SW =- [aspal (1.14)
T

Objemové sily do komplementdrni energie (1.14) nevstupujf, nebot posuvy
uvnit¥ t&lesa nemiZeme predepisovat, Neobjevi se tedy ani ve variaci (1.14).

Podle Lagrangeova varia¢niho principu je ve shodé s rovnici (1.6)

U =0 | (1.15)
kdeZto podle komplementarniho Castiglianova principu je
§U -0 (1.16)
kde .
U »éT\d.ﬂJ«W (1.17)

P¥i aplikaci Lagrangeova principu (1.15) pF¥edpoklddédme, ¥e posuvy a pomdr-
né prodloufeni, na nich¥ energie U zdvisi, Splx;uji predem kinematické
rovnice (1.1) a geometrické okrajové podminky na [, . P¥i aplikaci kom-
plementdrnfho principu (1.16) po¥adujeme, aby napéti splnovalo rovnici
rovnovéhy (1.4) & silové okrajové podminky na [g@ .® Hodrota potencidlni
energie U tedy zdvis{ na posuvech W(X) , kdeZto hodnota komplement&rni
energie U zévisf na napétich G (x) , Kdy¥ se tyto funkce proménné X zmé=
ni, zméni{ se obecnd i hodnota energie; je to tedy funkciondl, Rovnice
(1.15), resp. (1.16) pek predstavuji podminku pro existenci staciondrni

®) Je-11 pole pomérnych deformaci odvozeno z pole posuvd, které jsou spo~
jité 1 v prvni derivaci, ¥ikéme, Ze je kompatibilni,



hodnoty funkeciondlu U resp. U . Za stabilni rovnovéhy t3lesa Je tato
hodnota minimdlni,

Vztahy, které jesme aZ dosud napsali, miZeme intuitivn& zobecnit i
na pPipady dvojosé a t¥iosé napjatosti, Stadi, abychom si pod prislus-
vnjmi symboly myslili vZdy souhrn pFislusnych sloZfek a pak respektovali
pravidla pro vypofet skaldrniho souinu. Nepf. pro dvojosou rovinnou
napjatost zavedeme v maticovém zdpisu vektory

: 6 G‘x
Uy K
u= {uy} = {iv } © = {Gy % (1.18)
Fxy Ty
a operdtory
D l ? ?
—— O _ v LA
% DX 0 7y
:Z) = O -Fo—y— Q*=. 0 —_@-— :D_
% 2 oo (1.19)
3 4

Pro linedrnd pru¥né t&leso bude v rovanici (1.3)

E A ).L 0
C = — |x 0 (1.20)
Mol 0w

kde E Je Younglv modul pruZnosti, u Poissonovo &fslo. Hustota deformaé-
nf energie I\ vyjde podle (1.5) Jako integrdl ze skaldrnfho soudinu =)

dey
A - SGTOLE = [1646y Ty {dau}‘
A iy

= S (Grdey + Gy dEy + Txy dPxy)
(1.21)

Dosad{me~1i nejprve z rovaice (1.3) do (1.5), bude

A - SzTcTa(e = SETCds -5e7Cg =

L

®) Symbolem T vyznadujeme transpozici.

-13 =



4

E

= Q_(T’T)[f.\( Ey Pxyl M
# -0

QO ~ T

0
0
4_
e

Ex
eﬂ =
Py

E F o1 A~
2(1_‘1-) (-8)(*' Q-/U. Ex by +ay’L+ ._7_&-7)(’;)

(1.22)

Stejny vysledek bychom dostali, kdybychom Hookelv zdkon (1l.3) rozepsa=-
1i, dosedili za napéti do rovnice (1l.21) a integrovali, Z¥ejmd plati =
ve shodd s definici (1.5) - Ze

AN _‘{ PN 2N A
2¢ Dex T¢ey Vyxy

Obdobn& dostaneme pro hustotu komplementdrni energie napjatosti

~

T‘ =[G Gy Ty 17 - ¢ (1.23)

A= [e¢Tge - (GTCl'ae - £67C'6 =
g 1T -u 0 Ox
T [ Gx Gy Txy] -~ 4 0 @y =

0 0 204+p) ]| Twy

]

1 v
78 L6 - 2uGby + 65 + L U1tu) Ty (1.24)

a odtud - ve shodé s rovniei (1.10) =

AN (1.25)
76 <

Oba variadni principy, totiZ (1.15) a (1.16), lze odvodit z vty
Gaussovy = Ostrogradského, podle které
[fTual+ fa'pal - §uipdr-
& Cu v
- [eean - fuXda (1.26)
Q a

P¥i odvozovédni vztshu (1.26) jeme vyuZili souvislost mezi vektorem napé-
ti P » tenzorem napjatosti G a vektorem jednotkové vndjsSi normdly N

k hranici [' (viz p¥iklad 3). Mimoto jeme pouZili vztahd (1.1) a (1.4).
V rovniei (1.26) povafujeme pole posuvi U a pole napéti © za nezdvisl4
pole., Variaci posuvi & dostaneme (1,15), variaci napdti © vyjde (1.16),
Piitom pematujeme, %e pomérnd deformace &€ zdvisi na W a vektor napéti
p zéviei na G . Variace bW vymizf na [, a variace Sp vymizi na [g.

Vétu Gaussovu = Ostrogradského miZ%eme zapsat ve tvaru
T D
xndl' = 377 X = ;
§ {"nar erft)aa Jm&an -
- 14 =



nebo v tenzorové symbolice s pouZitim Einsteinova souStového pravidla

R
;&’Sﬁnid[‘ = 3 ’0):1, an (1.28)
n

Véta $ikd jen to, Ze pritok vektoru povrchem télesa se rovand divergenci
vektorového pole v celém objemu t&lesa, Predstavuje-li vektor f rychlost
prouddni tekutiny, pak rovnice (1.27), resp. (1.28) ¥ikaji jen to, Ze

2 objemu (L uzavieného povrehem [ vyvérd prévé tolik tekutiny, kolik ji
proteée povrchem,

Odvozenim obou principl z rovnice (1.26), kterd je &ist& formélni,
jsme prokédzall jejich vzdjemnou souvislost, Lagrangelv princip (1.15)
1lze vyloZit Jjako princip virtudlnich praci. Komplementdrni princip (1.16)
jsme ziskali matematickou spekulaci, Gaussova=Ostrogradského véta objas-
nila podstatu duality obou t&chto principi,

Pr{klad 1

Odvodte Greenovu vétu pro funkce dvou promdnnych {Cx\y), 9 (xy),
podle které

) [
O A ]
§f

2

2
G ,Df\j dxdy = ~<§>q§ax - g&%dxag.

Funkce jsou definovény v uzaviené oblasti {1l s hranici C e jsou spojité
a%Z do prvanich derivaci,

S pouZitim obr, 2 dokdZeme druhy vztah., Dikaz prvaiho vztahu je ana-
logicky. Bude

0§ 0§
}go}—@‘dxotg = Ic}dxgwdq =

- mfxqf]i‘ax - j&é& %?‘y—axd.y

Xrmain
(a)
Avsek
¥ max yz Xmax Amax
S [q”f] dx = [Cj(x ¥2) I Ly, ) de - jq(x,w)}(xly,) dx =
Xmin Xmin X'min
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Xmn X max

= -g q.\()h\h)i'(.xlyz)dx = S Q(x|y1)§(xly1)dx =

Xmax Xmin

- - @J g (aY) £ xy) ax (b)
v

>(min X max

X

1

X dx
PRI

OBR.2

Dosazenim (b) do (a) je diikaz dokonéen. V&tu budeme potiebovat v ndsle-
dujicim pFikladu.

Priklad 2

DokaZte, %e operdtory podle (1.19) jsou navzdjem adjungovane, takZe
plati (1.1) a (1.4).

Zvolime takovou variaci posuvi, p¥i ni%¥ povrchové sily nevykonaji
%ddnou préci. Posledni{ &len v rovnici (1.6) pak odpadne. Zbyvajici dva
&leny s pouzitim (1.5) daji

(xT6uan - (675ean
n i)

(a)
Pravou stranu rozepiSeme s pouZitim (1.1l). Vyjde
U
SS[G%B(%'X +G'38(M wé(@“ ) dxay =
- (116 7% Bun + Gy o7 . )ldxa
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Tuto rovnici budeme integrovat per partes s pouZitim Greenovy véty (pri-
klad 1), Dostaneme

éq*&a an =P<§> G Sy —P& Gy Suyadx +
+(§>’ny Sugdy - ci)’t‘yx DUy AX =
r r

6x  DTyn 6y 2
U (S ay
o

Zvolill jsme takovou variaci posuvi du » kterd na povrchu r vymizi,
Proto se kiivkové integrdly v rovaici (¢) rovaaj{ nule. Zbyvajici &len
na pravé strand se musi podle (a) rovnat vyrazu

SXTSudSl = H (X, Oyt X,Suy) dxdy (a)
Porovnénimtztahﬁ (e) aﬂ'(d) dostaneme
7) ? |%
G Rt I W e
Xy 0 *707 -a;;' Ty (e)

~

To je v3ak rovnice (1l.4), coZ jsme cht&li dokdzat,

K danému redlnému linedrnimu diferencidlnimu operdtoru ® najdeme
tedy adjungovany operétor o tak, Ze jej transponujeme a u naznadenych
derivaci lichych #4444 zmdnime znaménko,

2, ZAKLADNY A SMESENE VARIACNL METODY

Celkovou potencidlni energii (1.7) zapiSeme v maticové symbolice.
Za predpokladu platnosti Hookeova zdkona bude

g =t SGTE,dD. - X'ETudT- SXTu.dS). (2.1)
io} & Q
Pro komplementdrni potencidlni energii budeme mit
U=3% g £'Gda - jan arl (2.2)
Q Tw

Hustote komplementdrni energie napjatosti je u linedrnd pruzného t&lesa
stejnd velkd jako hodnota deforma¥ni energie, nebot



~

A-16"e ~4e%e = (2.3)

Chceme=-11i aplikovat Lagrangelv variadni princip (1.15), musi pole
p¥etvoreni E€(X) odpovidat poli posuvd w(X) podle vztahu (1.1), tj. mus{i
byt kompatibiln{, Mimoto musi pole posuvd splnovat geometrické okrajové
podminky, Je-1li tomu tak, je podle (2,1)

V=3 SGT.‘audQ = SﬁrudT—SXTudﬂ
aQ

0 TG' (2.4)
Variaci posuvi dostaneme
5U = ((&™-x7) budQ- [3T6ual (2.5)
n i

Variaci bu miZeme vZdy volit tak, aby na povrchui? vymizela, Pak vymizi
i posledni &len v rovanici (2.5). Zbyvéd tedy podminka

[ (6:9-x™) Sudsn -0 (2.6)
Q

Prvni &len v integrandu (2.6) musime integrovat per partes stejné jako

v p¥ikladu 2, nebof 2 je diferencidlni operdtor. Dostaneme (za predpokladu,
e Owu=0 na [')

SGT.EJ buas = SS@TZ*G‘ an
S

a (2.7)
Rovnici (2,6) pak miZeme upravit do tvaru
. ) ]
) But(2%6-x)da - 0 (2.8)

S

Je totiz X Ow =ouw X » nebot jde o skaldrni soudin dvou vektori., ProtoZe
uvniti? oblasti (1 je funkce 56w 1libovolnd, musi byt

D¥*c-X =0 (2.9)

To znamend, %e Lagrangedv princip (1.15) dévé rovnice rovnovshy (1.4), oviem
jen tehdy, je~1i pole pretvo¥eni kompatibilni s polem posuvl, které splou-
Je geometrické okrajové podminky,.

Podobné lze ukédzat, e komplementdrni princip (1.16) dévd kinematic-
kou rovaici (1.1), splauje-1i pole napdti rovnice rovnovéhy a silové okra=—
jové podminky (viz p¥iklad 3).

Za uvedenych p¥edpokladi je tedy rovnice (1.15) rovnocennd s rovnici
(1.4) a rovnice (1,16) s rovanici (1.1). Presné YeSeni musi splnovat viech-
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ny tyto rovnice (a ovSem i okrajové podminky)., Situace se smén{, pijde-
11 o p¥ibliZné YeSeni, Nezndmé piesné FeSeni L (¥) s kde X Jje polohovy
vektor, nahradime p#ibliZnym YeSenim W(X) takovym, aby v jistém smyslu
bylo k presnému YeSeni co nejbliZe. Kritériem pro to midZe byt prévé La-
grangetv princip. Neochf p#ibliZné Feden{ W () splnuje geometrické okra-
jové podminky a nechf linedrn& zévisi na parametrech %1y Gu s eee, Gn»
takZe

wix) = G v, (x) + qlﬁ'L(X) + - F CLn han (X) (2.10)

Ve vztahu (2.10) Jsou Ny, i, 4 eeey &, zndmé (zvolené) bézové funkoe, kte-
ré vyhovuji okrajovym podminkém na [j,. Pak funkciondl (2.4) p¥ejde po dosa-
zeni z rovanice (2,10) ve funkeci

U = U(4s, 44, -+, gn) (2.11)

a bude zdviset uZ jen na parametrech %41 af 9n . Nejsprdvnjsi vektor
{9Y= 149,90 17 Je takovy, ktery minimalizuje tuto funkei, Z riz-
nyeh néhrad typu (2.10), pokud bychom cht8li vyzkou¥et risznd ¥eseni, je
nejvhodngjsi ta, kterd vede k nejmendimu minimu funkoe (2.11). Nutné pod-
minky pro existenci tohoto minimg jsou

w oy DU
26, !

2. =0, -y o
Dostali jsme tak soustavu rovnic, ze které miieme neznémé parametyy vy-
poditat. To je podstata Ritzovy metody. Z pole posuvl (2.10) miZeme uZi-
tim (1.1) vypoditat pole pretvo¥eni a uZitim (1.2), resp. (1.3) i pole
napét{, Toto pole napdti vSak nebude obecnd splnovat ani podminky rovno=-
véhy, ani silové okrajové podminky ne L , nebof kdyby e splhovalo, 3lo
by o p¥esné FesSeni, '

0 (2.12)

Kdybychom misto toho aproximovali pole napdt{ a obdobn¥ k rovaieci
(2,10) psali .

GLO = yge () +(rga (X) + -+ + PmGm (x) (2.13)
tak, aby byl& splnény diferencidlni rovnice rovnovéhy (1.4) & také okra-
jové podminky na [e s VySlo by podle (1,17)

U= U(p foy - o fBm) {2.14)
Z komplementdrniho variadniho principu (1.16) bychom dostali soustavu rov-=
nic pro neznémé parametry [, aZ [Im
20 . »0
AV !

U )
e S0 e T (2.15)



coZ jsou nutné podminky pro minimum komplementdrni potencidlni energie.
KdyZ k poli nap&ti podle (2.,13) vypodteme pole pomdrnych deformaci u¥itim
vztahu inverzniho k rovaici (1.2), resp. (1.3), nebude toto pole obecnd
kompatibilni, takZe nebude moZné priXadit k ndmu pole posuvi., I kdyby tomu
tak ndhodou bylo, nebyly by obecné splnény geometrické okrajové podminky
(leda by 8lo o pPesné Fedeni Ulohy), Také nalezeni vhodnych funkodi gc 00
spliujicich zéroven podminky rovnovéhy a silové okrajové podminky neni
snadné, To jsou divody, pro& se variaéni princip (1,16) v metod& koned=
nych prvkid neuplatiuje.

Vratme se nyni k lagrangeovu principu (1.15). Co se stane, upustime-
11 od poZadavku kompatibility 1 od poZadavku splndnf geometrickych okra=
jovych podminek na [\ 2 Pax méme volnost v aproximaxi nejen funkce L(x)
ale také ve funkei ©(x) , pfidem¥ W(x) nemus{ splnovat geometrické okra-
Jjové po%minky Zvolime nap¥, aproximaci U(x) podle (2,10) a E(x) podle
vztahu™

E00 = ol i (x) + oo fo () + o0 % Ol fie (%) (2.16)

OvSemZe si budeme prdt, aby kinematické vztahy (1.1), zarudujici kompati=-
bilitu deformaci, jako? 1 okrajové podminky na L'w byly splnény co nej-
lépe, Kritériem tohoto "co nejlépe" bude opét Lagrangedv variadni prinecip,
k ndmuZ pFipojime poZadavky na eplndni rovaice (l.1l) a na splnéni okrajo=-
vyech podminek prostfednictvim Lagrangeovych soudinitell A /& (budou to
obecng& vektory). Takze

U = SZ\(&)dﬂ - SpTud[‘ - &XTudSl +
. Q

e St
. &mgw &)dﬂ+£#T(a~u)dP (2.16)
o M

Posledni dva &leny v rovnici (2,16) predstavuji dislokadni potencidl, Kdy-
by 8lo o piresné YeSeni, byly by tyto &leny nulové a rovanice (2.16) by se
shodovala 8 rovaici (2.,1), P¥ri p¥ibliZném FeSeni se vZak budou ob¥d rovni-
ce 1lisit, Variaci nyni podléhaji nezdvislé funkce WL , & , L /L o Varia-
ci posuvl L dostaneme z podminky (1l.15) po snadné Gpravd

SU»TQS XT) budn- S*pTgu,o(f‘ g/uTgudi =0 (2.17)
&
Zvolime-li variaci 8u tak, aby na povrchu r vymizela, zUstane v rovnici
(2,17) jen objemovy integrdl, Prvni &len v ném zintegrujeme per partes
tak, jak jsme to objasnill v souvislostl s rovnici (2.7). Dostaneme

[ T98uan = (sura*ian (2.18)

= - *
Funkce ¢ (X) ve vztahu (2.10) nyni nemusi spliovat okrajové podminky.
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Rovnice (2.17) pak d4

{3ur(2* - x)dn =0 (2.19)

a
Je totiZ X'O0us=0uT™® , nebot jde o skaldrni sou¥in vektori. Vzhledem k 1i-
bovolnosti OW musi byt 9*A- X =0 , KdyZ to porovndme s rovanicf (1.4), vi-
dime, ¥¢ A =G . Lagrangelv parametr A mé tedy vyznam napdti C v t&lese
(resp. vektor A mé vyznam vektoru G ),

ProtoZe povrchové sily (vektor nap&tf) p plsobi jen na &dsti G po~
yrchu ' , bude mit Lagrangeiv parametr M v rovnici (2,17) vyznam povrcho-
vé reakce na 3dsti [}y, Posledni dva &leny v rovnici (2,17) pak pFedstavu-
ji virtudlni prdci vSech povrchovych sil (ak&nich sil i reakei).

KdyZ v rovnici (2,16) podrobime variaci funkei € , dostaneme z pod-
minky (1.15)

AN

S SeT( 5= - dfi =0
P (7e L.) (2.20)
ProtoZe podle (1l.5) je VA€ =G » Vyplyvé z rovnice (2,20), Ze L=G ,
Tedy nic nového, Variace parametrd A resp. [0 dé rovnici (1.1), resp.
okrajovou podminku U= na [ .

Vime-11i, e L=G@ g Ze L= p na I, , miZeme tyto hodnoty do rovni-
ce (2,16) rovnou dosadit., PouzZijeme-li pritom jest& Legendreovu transfor-
maci (1.11) a rovaiei (1.1), dostaneme

Ur = [To™20-R@)1an - [pTuar -
S P

~XXTudS) * K‘pT(a-u)d[‘ (2.21)
£ "
Variaeci podléhaji nyni napéti G a posuvy W . PoZadavek, aby funkciondl
(2.21) nabyval stacionérni hodnoty

je Reissneriv variadni princip.

Zékladem variadnich metod je Lagrangeiv variaéni prineip (1.15),
resp. jeho doplndk (1.16). VSechny variadni metody, které Jsou od zdklad-
niho variadniho principu odvozeny uZitim Lagrangeovych soudiniteld, nap¥.
Reissneriv princip, se nazyvaj{ smiSené.

Pozndmka

Podminky (1.15), resp. (1.16), se vztahovaly k minimu funkciondlul,
resp, U za piedpokladu, %e rovnovdha télesa je stabilni, 0 funkciondlu
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Ua podle (2.21) viek pFedem nevime, zde za stabiln{ rovnovéhy nabyvé
minima, maxima &1 zde jde o sedlovy bod. MiZeme hovorit uz jen o jeho
stacionérni hodnotd, '

P#{klad 3,

UkaZte, Ze komplementdrni veriedni princip (1.16) dévd pro rovnovdi-
nou napjatost sploujici silové okrajové podminky ne [¢ kinematické vzta-
hy mezi pomérnymi deformacemi a posuvy.

~

Variaci funkce U podle (1.17), (1.10) a (1.14) dostaneme

50 = [¢ms6an - [amSpal (a)
aQ .

ProtoZe ‘6p=i3 na lg , miZeme za posledni len v rovnici (a) dosadit™)

(arepar - 35uT5paF (b)
Tw r .
‘a8 po transpoziol prvnfho &lenu psé&t rovnici (a) ve tvaru

) s67e dn - ﬁitﬁpdf > ()
L r

V tenzorové symbolice plati pro vektor nap&ti rovnice, kterou snad-
no odvodime pomoci obr. 33 z podminek rovnovdhy vyjde p; = G@:h; (plati
Einsteinovo soudtové pravidlo, podle kterého se sé¢itd podle indexu, kte-
ry se-v daném &lenu vyskytne dvakrét), Pro rovinné Ulohy Jsou indexy ¢,

j = 1, 2 a pro prostorovét, ) = 1, 2, 3. Pfitom h; jsou smérové kosiny
vndjsi normdly N k hranici [’ . Podle v&ty Gaussovy-=Ostrogradského (1,28)
Je pak

§ uTfp al - $ u; 564 ne AL -
P r

= &LU-J',{ 5%‘3’ t u,-SG.;a-I;_-)d& (a)
Q
Index za &édrkou znamend derivaci, Protoie napjatost spliuje rovnici rov-
novéhy, Jje SG£$¢ = -5X§ = 0 . Nula je tu proto, Ze variaci piedepsa-
nych vnéjsich objemovych sil Xj nepripoustime. ijvé tedy

@)u"ﬁpdf‘ = Kuj,,; 66'1;5'0(& = !SGTSbu o SL ()
oo o Q
Dqéazenimk(e) do (¢) vyjde

SggT(e-Su) A9 =0 (£)
5

%) Symbolem @ zdlrazonjeme, %e se integrace vztahuje na celou hranici ['.

- 22 =



ProtoZe variaci 56 mi¥eme volit rizn¥, msef bft € =Ju, cof jsme m31i
dokézat.

>-x1
P, = 6,Nn,+ 621 n, n,=Cos«
pz = 612 n, + ()”22 n, nz=sm X
OBR.3
Priklad 4

UZitim Reissnerova variadniho principu Feste pFfibliZn& dlohu o pri-
hybu prost& podep¥eného, rovanomérné zati{Zeného prizmatického nosniku,

Pro nosnik délky { , na koncich kloubové podepieny, plat{ kinematic-
kéd rovnice

% (X) =—\4,” (x) (a)

kde & Je kiivost nosniku a 1y Jeho prihyb v misté X €<0¢>, Déle plati
konstitudni (fyzik&lni) rovnice

M(x) = EJ ) (b)

kde EJ je ohybovd tuhost a M ohybovy moment, a konednd rovnice rovnovihy
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MU (x) = - g () (o)

kde 4 je délkové zatifenf, v naSem p¥ipad® ¢ = konst. Sérkou oznaduje-
me derivaci podle X , coZ je vzddlenost od levého konce nosniku., M4 te-
dy % v¥znam posuvu U , k¥ivost % vyznem pom&rného pfetvo¥eni £ , ohybo~
vy moment M odpovid4 napdt{ @ a délkové zatiZeni 9 objemové sile X .
Operdtor Q= D*= - 0*/0x* , Pak rovnice (a) odpovidéd rovnieci (1.1),
vztah (b) rovnici (1.3) a vztah (¢) rovnici (1.4).

Reissneriv princip poZaduje, aby vymizela variace funkciondlu (2.21),
Ten nabyvd tvaru

U&==Sﬂ‘M-”"1—'M1)dX‘ Vé ax -
. Y " 1ET o

- Roy (0)- Ryy (£) (Q)

Zde Ro, Ry jsou reakce v podpordoh, Variaci podléhajf nyni funkce M (x) ’
v (x) o MiZeme je proto nezédvisle aproximovat. Aproximaci prihybu volime
tak, aby Y4(0)= 4({)=0 . Pak posledni dva &leny v rovnici (d) odpadnou.
Zvolime nap¥. kvadratickou parabolu

y =4ha 4 (1~ %) (e)

kde A je maximdln{ pridhyb; ten nastdvd v bodd X- ¢, Vime, Ze prihy-
bovd &4ra je ve skutednosti parabolou &tvrtého stupnd., Vyraz (e) je pro-
to jen p¥ibli¥ny¥. Pro ohybové momenty zvolime po &dstech linedrni apro-
ximaci

{ O x pro 05*"(1:
M) = & (L-x) pro _Ci = y<s L (£)

Ve skutednosti je tato funkce predstavovdna kvadratickou parabolou. Rov-~
nice rovnovédhy (¢) neni z¥ejm¥ splnéna, To viSak ani nepoZadujeme, Dosadi=
me-1i (e) a (£) do rovnice (d), doetaneme

U 7 ¢
o255 (e B [y g [ 02 -

T ET
- - 103 L
= Lab - g7 0 - 5 gal
(g)
Z podminek
Y Un, PUn
2 -0 76 =0 (b)

vyjde a={C3 4 ET , § = g.Ll3s Nejvétdi prihyb tedy vyjde



- .9zt
Ymax= AT ToET 1)

nisto pFesné hodnoty 4£?/ 768 EI a maximdlni ohybovy moment vyjde

Mma1= _6%=qgﬁ (.‘l)

misto pFesné hodnoty 7¢%/8 , Porovnéni p¥esného a p#ibliiného ¥esSeni umoi-
nuje obr, 4 (pFibliZné FeSeni je vytaZeno Sdrkovan¥, presné pln¥).

q

OBR.4

ProtoZe se ve funkciondlu (d) vyskytuje druhd derivace prihybu, mu-
si byt prvni derivace aproximace ' (x) spojitd. Funkciondl viak miZeme
upravit integraci prvniho élenu per partes, Bude

¢ i1¢ ¢ o1
~OS My'ax =~ [My o 4 of My dx (1)

Okrajovy &len se rovnéd nule, protoZe ohybovy moment v podporédch nepisobi,
Novy funkciondl tedy je

1 [/

¢
Uy = J Uty = g ) e oj' Kk W
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Nyn{ bychom jiZ mohli volit po &éstech linedrni aproximaci prihybu Y(x)
tJ. pFfedpoklddat prihyb ve tvaru lomené &é4ry. Takovd volba by s pouZitim

funkciondlu (d) vedla k nezdaru.

Je ziejmé, Ze uvedend formdlni dprava rovaice (d) do tvaru (&) mé
zdsadn{ vyznam, pokud Jjde o moZnosti vybéru vhodnych aproximaci., Vybere-
me-1i vSak aproximace tek, aby byly p¥{pustné nejen pro funkciondl (¢),
ale také pro funkciondl (d), dostaneme z variadniho principu v obou p¥{-
padech stejny vysledek.

P¥{klad 5

Re3te prihyb nosnfku z pFedchozfho p¥ikladu ufit{m Legrangeova vari=-
a&niho principu,

V tomto p¥ipadd vyjde funkciondl U podle (1.7)

U= e e [y ax (@)
P¥1jmeme-1i op&t pFedpokled, Ze
“4=Ha,)7(a(1‘f) (b)
vyjde
U- 38 E - Fgac )

a z podminky?U/Da=0 dostaneme

PR o
Jmax = & 46EJT (a)

Chyba tohoto Fedeni je 20 %, kdeZto FreSeni v piikladu 4 bylo zatiZeno chy-
bou jen asi =6,7 % (8 opadnym znaménkem),.

3. METODA KONEGNYCH PRVKS, JEJf KONVERGENCE A PXESNOST

Ritzova metoda pribliZného YeSeni spolivd v aproximaci FeSen{ vhod-
nymi funkcemi = viz rovnici (2.,10) - a v minimalizaci p¥islusSného funk-
clondlu, O¥ekédvdme, %o pFi vEtiim podtu konkurendnich funkef T (x)
zahrnutfch do zvolené aproximace dosdhneme vétSi pFesnosti, Rikdme, Ze
pPibliZné FeSeni U(X) k:onvergu;]e k presnému Pedeni (I (x) , plati-li

-

Lo, ) = m;%{" () =4 () (3.1)
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Mé~1i metoda konvergovat, musi byt prostor funkei ha(x) dplny v tom smys=-
lu, Ze funkce (L (%) a jeji derivace, které se objevujf ve funkciondlu U ,
mohou byt aproximovény s libovolnou pFesnosti, To znamend, Ze vztah

= (&) _ : (%)
| 4 (x) ;qfﬁc (x) 1< ¢€ (3.2)

pro k =t§ derivace musi bjt pro libovolné € >0 splndn pro viechna
n>N , kde N je n8jaké prirozené &islo. Vzteh (3.2) mus{i byt splnén
pro vSechny derivace vstupujici do funkciondlu. Vy35{ derivace konver-
govat nemusi,

Variadni poSet Fedfi dlohu minimalizace funkciondlu U tim, ¥e od-
vozuje Eulerovu diferencidlni rovnici, kterd je nutnou podminkou pro exi-
stenci minima, PPitom ziskéme z tzv. okrajovych &leni, které musi vymi-
zet, 1 vydet moZnosti, Jak pFedepsat okrajové podminky. Nap¥. pro nosnik
z pPikladu 5 méme variaci funkciondlu

¢ ¢
5U = E]J\é“ 5\4"0& - jq&#dx =0

(3.3)
Integraci per partes postupné dostaneme
¢ ¢ I ! ¢
EILy'oy 1y - F—JOS Yoy ax—ofq&jd.x -
= E:l [,\4" 6%']:- E:] [’\éma'\j—']: N (304)

+ OSL(ETJ \4‘—”—@) dydx=0

Mé~1i vyraz(3.4) vymizet, musi byt obld zdvorka rovna nule, tj. musi pla-
tit Eulerova diferencidlni rovnice, v niZ pozndvdme diferencidlni rovni~
¢i pro prihyb nosniku

EJy"-g =0 (3.5)
Krom& toho se musi anulovat "okrajové &leny"

I LIPS 1100__". tn8 ]15’:0
0 L\é K (3.6)

Méme nyni tyto moZnosti vyb&ru okrajovych podminek
(1) Oba konce vetknuté; podstatné okrajové podminky jsou &tyri
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(2)

(3)

(4)

4l0) = 0 Yy L) =0
4\3’0[0) = O %l (C) =0 (307)

Pak mus{ variace 5\4 i 5}' na obou koncich vymizet a rovnice (3.6) je
splnéna,

Oba konce prosté podepfené; podstatné okrajové podminky jsou nyni jen
dvé, a to

$l0) = 0 Y =0 (3.8)

Variace 51;' mi%e byt tedy libovolnd, takZe (3.6) ddvd daldi dvé pi¥iro-
zené okrajové podminky

Y"lo) =0 Y'(e) =0 (3.9)

Jsou to silové okrajové podminky, nebot 4" Je im3rné ohybovém mo-
mentu.

Jeden konec vetknuty, druh¥ volnfy. Nechf je vetknuty konesc X =0
Pak médme tyto dvd podstatné okrajové podminky

y (o) = 0 Y (0) =0 (3.10)

Na volném konci X ={ nemifeme predepsat ani 81} , ani 8‘;" o Z rovnice
(3.6) pak dostaneme tyto dvd prirozené okrajové podminky
w'(e) =0 Y"(e) =0 (3.11)

" je dmérné posouvajici sile,

P¥ipomenme, e Y

Oba konce volné; nyni nemiZeme predepsat Zddnou podstatnou okrajovou
podminku, takZe musi byt

_\éu (0)
:\3)“ (0)

1}

0 y'(g) = 0
0 ) =0 (3.12)

To jsou &tyFi pFirozené okrajové podminky, Citime v3ak, Ze zde neni
vSechno v porddku, nebof nepodepieny nosnik nemiZe byt obecnd v rovno
véze, pokud vndjdi sily netvoF{i rovnovdiny systém, Zati¥eni ¢ (x)

v rovaici (3.5) nemi¥e byt vekutku predepsdno libovolnd, pokud okra=
jové podminky nevedou k trividlnimu, identicky nulovému YeSeni zkrd-
cené homogenni diferencidlni rovnice ’%'_V‘= 0 ., V daném p¥ipadd existu-
Ji dvé netrividlni Yeden{ homogenni rovnice, a to 4 =Co a =Cix ,
V takovém pripadd nelze okrajovou tUlohu Fe3it, neni-1i 4(x) ortogo=
ndlni k uvedenym reSenim, tj. neplati-1i

¥4 ¢ -0
Lgt0ax -0, Jaaxax - (3,9%)
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To jsou vSak podminky rovnovidhy, které musi vnéjsi sily pisobic{ na
nepodep¥eny nosnik spliovat.

U Ritzovy metody stadi, vyhovuje-li aproximace posuvi Jen podstatnym,
tj. geometrickym okrajovym podminkém, Silovym podminkém vyhovovat nemusi,
Je~11i nap¥. 4 () prihyb nosnfku, pak u kloubové podepieného konce musi byt
#=0 , ale druhé derivace ®'(0) , kterd je Umdrnd ohybovému momentu, se
v tomto mist¥ nemus{ rovnat nule,®) Hedfme-1i dlohy jiného typu, byvd né-
kdy obtiZné rozpoznat, které z okrajovych podminek jsou podstatné, Plati
jednoduché pravidlo., Je-1li hledand funkce obsaZena v diferencidlni rovni-
¢l 8 nejvyssim Fddem derivace lm, tykaji se podstatné okrajové podminky
derivaci ¥4d% 0 aZ m-1,

UZitim Ritzovy metody dostaneme posuvy v elastické konstrukci mend{i
neZ presné (nebo p¥esné, shoduje-~li se aproximace s pFesnym FeSenim), Pi-
sobi=1i totiZ na pruZné t¥leso zobecndné sily O sdruZené se zobecndnymi
posuvy ¢ , pek se vykond préce Q"4 /12 , kterd je vidy men3i nebo nejvys
stejné jako piFesnd hodnota (Q.TOT /L o AvSak z podminky, Ze

Qg < 87g (3.14)

jes8t& nevyplyvd, Ze <41<-q3 pro viechna } . Jinymi slovy, p#i pFibliZném
teSeni deformaci pruZnych t&les jsou posuvy ¢; vcellu nedocenény, ale
to neznamend, Ze jsou nedocendny skutecnd vSechny stupnd volnosti,

Nevychdzime-1li z Lagrangeova variadniho prineipu, ale z néjaké smi=-
Sené variadni metody, pak Z4dné ohraniSeni p¥esného vysledku nedostaneme,
Divod je z¥ejmy z poznémky na konci 2, kapitoly.

Napéti se poditaji z pole posuvl uZitim vztahd (1l.1l) a (1.2), resp.
(1.3), Mohlo by se tedy zdédt, Ze také napdti vyjdou menSi neZ jejich
p¥esné hodnoty, jsou-1li posuvy nedocendny. Ale to je ukvapeny, nesprévny
isudek, Nap&ti vychdzeji ve skutednostl ndkde p¥{1i3 vysokd, jinde p¥{ilis
mald, To pochopime, porovnéme=-li nap¥, tyto funkce

(L) =1~x

o () - Cmglx_} ¥ € (-1, 1)

(3.15)
Uvait# celého intervalu je fr(x)<f; (x) , ale pro druhé derivace
2
£ == L) =T g (3.16)

]
vyide fo< ' prolxi< g o "> " prolxl>g , kdeg & 0,3983. MiZeme si
predstavit, Ze funkce fo(x) predstavuje pfibliZné Feseni prihybu nosni-

®) Presné PeSeni mus{ oviem sploovat 1 tuto druhou, silovou podminku,
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ku ohnutého do paraboly f1(x) ,
Pak druhé derivace jsou Umdrné ohybovym napétim,.

Funkciondl U nabjvd minima, je-1i jeho prvai variace nulové 5U=0
a druhd variace pozitivaf 0'U >0 . P¥esné Fedeni d4vd U= , piiblij-
né ¥eseni Umin > Uo « ProtoZe posuvy vychdzeji z p¥ibliZného FeSeni zalo-
Zeného na Lagrangeové varia&nim principu vcelku menSi neZ p¥esné, dalo by
se predpoklddat, Ze také deformadni energie bude vidy mensi neZ piesnd,
tje. Ze

éf\d& ﬁéﬁ‘m (3.17)

Ale ani tento zdvdr neni sprdvny. Nerovnost (3.17) skutednd plati{, jsou-
11 piedepsdny sily. Jsou~li predepsdny posuvy, bude

{Ad > [Adn (3.18)
L a2
nebof k piekondni zvySené tuhosti je t¥eba vynalo¥it k vyvozeni piedepsa-

nych posuvd vét3i silu,

Je velmi vyhodné, kdy* funkce N (X) v rovaniei (2.10), resp. (3.1)
splnuji podminku ortogonality s vahou W (x) (x€&f)

[ WO k() fuf () AR = By (3.19)

QS
kde

5 1 pro (=3

g { 0 pro t#j] (3.20)
znadi Kroneckerovo delta, Je=1i funkce 4 (X) zndma, lze v takovém pii=
padé velmi snadno uréit koeficienty Gt o Ndsobenim rovnice (3.1) funkef
w () {vt (x) & integraci vyjde

Gh‘ = jig_ W(,X) kk LX) %(,)() d& (3‘21)

Neni-1i funkce “(X) znéma e hleddme-1i jJi minimalizaci funkciondlu U ,
pak za uréitych pfedpokladi dostaneme pro neznémy vektor 9. soustavu
rovinic s diagondlni matic{, tJ. se separovanymi neznémymi.

Vib&r takovych ortogondlnich funke{, které by splnovaly podstatné
okrajové podminky na hranici nepravidelného tvaru, neni snadny a nejlas-
t&Jji neni ani moZny, Vybereme proto funkce, které se ortogondlnimu systé-

mu co nejvice bliZi, ale které lze presto definovat s velkou volnosti,
To prdvé &ini metoda konednych prvki.

Za zobecndnou soufadnici ¢ (R= 1, 2, ¢esym) vybereme prévé funks-
ni hodnotu “(x) v bodd X= X¢ , kterou oznalime 4, , TakZe bude

W) = Ua fvn )+ Uy () + -0+ W Frm () (3.22)



Pak ovdem musi platit, Ze

Podmince (3.19) se nejvice p¥ibliZfme, budeme-1i poZadovat, aby bdzovd
funkce . (x) byla nenulovd prévd jen v blizkém okolf bodu X, ., Nejsndze
toho dosdhneme tak, Ze body X, (k=1, 2 seeym) spojime sitf, kterd ob=
1ast {1 rozd¥li na suboblasti f,(e=1, 2, e0eym), takie

QUQU . UQm=0 }
Q;nQ; -9 Pro 4§

Bodim ¥¢ budeme ¥{kat uzlové body nebo krdtce uzly. Suboblast Qa pred-
stavuje prvek (element), ProtoZe mé konedné rozméry, mluvime o kone&-
ném prvku, Na hranici kaZdého prvku bude n&kolik uzlovych bodl, N&které
body mohou zlstat nespojené uvnit¥ prvkid, Bdzovou funkci -ﬁlk (x) uréime
tak, aby byla nenulovd jen v té&ch prveich, které se v uzlu X, stykaji.
Definujeme ji po &édstech, tj. v kaZdém z t&chto prvkl samostatnd, a to
tak, aby byla splndna podminka (3.23). S vyhodou lze k tomu pouZit poly-
nomi, Funkciondl, ktery je integrdlem nad oblasti () , pak vypoSteme ja-
ko soudet integrdli nad jednotlivymi prvky l,. (To je oviem mo¥né jen
za urditych piedpokladl o spojitosti integrandu na hranicich prvkl,) Pak
lze také postupovat tak, Ze studujeme vlastnosti jednotlivych prvki od-
d8lend, VyuZivéme jich k sestaveni rovnic pro danou dlohu tak, abychom
co nejlépe vyuzili paméti poditade.

N&kdy Je vyhodné zavést v kaZdém uzlu Jako zobecndnou souradnici ne-
jen funk&ni hodnotu, ale také jeji derivace. Zavedeme=-1i nap¥. u nosniku
aproximaci prihybu W(x) taek, %Ze bude v kaZdém uzlovém bodu dén prihyb
Ay =i (xy) & jeho prvai derivace = W (Xy) , bude

(3.24)

W) = WP () + ' n () & oo+ U Tugy g (X) + 480 gy, (0) (3.25)
Bézové funkce musi v tomto pHipadd splhovat podminky

Py, () = By by (x7) = 0

Wy, (xf) =0 fy, () = by (3.26)

T&mto podminkdm nejsnéze vyhovime, zvolime=-1li za bdzové funkce po &dstech
Hermiteovy interpoladni polynomy.

Jak jsme Ji%¥ uvedli, bdzovd funkce je definovédna nad oblastmi vsech
konedny¥ch prvkl, které se v daném uzlu stykaji. Cdsti bdzovyich funkei
p¥ipadajici na jeden konedny prvek nazyvédme tvarové funkce, Stejnym pré=-
vem bychom je mohli nazvat interpoladni funkce,
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Priklad 6

Redte prihyb struny napjaté mezi body X =0 a X={¢ metodou kone¥nych
prvkl,

Je-1li struna rovinomérné zatiZena, je funkciondl

0 =4 F (Tyo (y¢
Tt Yool dx - g )40 dx (a)

zde F je predpéti struny, o ndmZ predpoklddéme, Ze se prihybem struny
nezméni, ProtoZe funkciondl obsashuje nejvysSe prvni derivaci hledané funk=-
ce, musi byt aproximace v nulté derivaci spojité, v prvai uZ nikoliv, Mi~
%e byt proto hladkd jen po &dstech, Oblast 0 <X 2 { 1rozdélime nap#, na
8tyPi konedné prvky, kaZdy o délce L= ¢/4 . V kaZdém z nich pouZijeme
linedrni aproximace. Pro % -ty prvek tedy bude (obr. 5)

Y(§ ) yk+1

OBR.5

L8 = - g) ¢ e § ()

kde §C<O; 1> je bezrozmdrovd lokdlni soufadnice, Derivaci (b) podle
X dostaneme (pro Xy <X < Xy4 )

) e ’\j« 2
4 = ' (c)

Souvislost mezi lokdlni soufadnicf § a globdlni soufadnicf Xe <o, ¢ >
dévd

takie ¥4st funkciondlu pripedejici nak -t§ prvek je
F 1 1
U, =% — (e)1%de -q L a
e 1L OS Ly'(g)l'de -4 oj«g,(g) €
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F L
T M - “3‘4)2 B %__ (Y, + yuf) (e)
Pritom

b
U - Z;X Uy (£)

Okrajové podminky poZaduji, aby Y1=0 ’g; = (0 o Pro zbjvajici nezndmé
plati rovnice

wo_, W U
(R T T (e)
O0dtud dostaneme
F 2 -1 0 137' 4
T -1 2 =1 My b= QJ— A (h)
L O "'1 2 '911 ,\

Snadno vypodteme, Ze
Yo =Yy = B9 LY1F = 3qLt 3F

Tyto hodnoty se shoduji{ s presnym FeSenim, Prihyb struny mimo uzlové bo-
dy je vBak men3i ne? presné YeSeni, coZ zndzornouje obr. 6.

1 2 3
: 7
L
‘ |
' |

|
|

Pr{klad T
Redte stejnou dlohu uZitim jednoho hermiteovského prvku.

Hermiteovy interpoladni polynomy napiSeme pro lokdlni bezrozméro-
vou souradnici é na intervalu 0% € 21 , Polynomy musi vyhovovat pod-
minkdm (3.26) pro promdnnou § @ pro ,y =1, 2, Tedy



y(g) =1~ 3+ 2¢l
’hz(%):%_2%2+§3 :
vy (§) = 3gh- 0 ¢? (a)

hu (§) =-¢g%+ g2

Z okrajovych podminek je zitejmé, Ze Yy, =0 , Y2=0 o Bude proto

Yl = u hy(€) + 4o hy () (b)
a funkciondl (a) z p¥ikladu 6 44
F ) 1 i [ e ] !
= 7 L () + 20 % g - ()] (o)
Z podminky pro minimum této fuﬁkce plyne soustava rovaic
- ]
4 e =§%f 1 ()
-1 allw] 2T |-

Redenim dostaneme sklon v podpoFe

T S
W TE TR (e)
& nejvétsdi prihyb uprostied struny ( £= 0,5)
X
Ymax = TgE (£)

Hodnoty (e) a (£) jsou presné. ReZeni (b) je rovndf pFesné, nebot &le-
ny t¥etfho stupnd se rusi, takZe dostdvéme prihyb struny ve tvaru kvad-
ratické paraboly, coZ odpovidd p¥esnému FesSend,

Pr{iklad 8
Problém krouceni prizmatické tyée lze FesSit v pravoihlych souiad-
nicich X »Y » 2 tak, Ze posuvy vyJjdou
w =2y w o= Vix w =Ty qy) (a)

Osa Z spojuje stifedy krutu viech prifezd e je tedy totoZnd nebo rov-
nobéZné s osou, popi. se st¥ednici tyCe; V' gnamené zkrut a ¥ harmo-
nickou funkci popisujici deplanaci prifezld., Nap8ti jsou pek déna vyrazy
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?
Te = 63 ( 5 ") Tay = 6975 + %) (0)

Okrajové podminky vyjadiuji skutednost, Ze smykové nap&t{ md na okraji
prifezu smér teény k obrysu. Tyto podminky se zjednodusi, pFejdeme=1i
ke sdruZené harmonické funkci ¢ (x,%y) takové, Ze

o Oy o
Ix Vny 7Y 2
Vztahy pro napéti uvniti# oblasti {) pak budou
a0y 2
Tax "bﬁ(’,@‘“ﬂ) T’W=G17(7J%+x) (a)
a okrajové podminky na hrenici [ (4) vyjdou
@Lp d ¢ dax
(g )T v (+x) g = 0 (o)

Tuto rovaici vSak miZeme prepsat do tvaru
dq’deAj txdx =0 (£)

Odtud dostaneme integraci okrajové hodnoty.

¢ <-4ty p e mal) (&)

Na integradni konstant® v tomto pripadé nezdleii, protoZe p¥i derivovd-
ni odpadne. MiZeme proto zvolit C =0 . ProtoZe ( Je harmonické funkce,
musi byt

LEANNE
e T (D%z =0 (n)

Tuto funkci budeme nyni hledat metodou konednych prvki, Budeme konkrét-
né predpokléddat, Ze prifez tyfe je &tverec o rozmdrech A x 4 (obr. 7).
Rozdé&lime jej na 16 stejnych &tvercovych prvkl, kaZdy se Etyfmi uzlovy=-
mi body. Jeden takovy prvek je zakreslen na obr, 8, Transformujeme jej
na &tverec 2 x 2 (obr, 9) uZitim vztahd

Y= Qo v hig t AT * dagy (1)
Y= o thig t by ¢ gy

Osm konstant Qo ai &3 vypodteme z podminky, Ze uzlové body (tj. vrcho-
ly) si musi odpovidat. Tedy



OBR.7

OBR.8

o

OBR.S
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X4 1 -1 -1 1 Qo

Xy 1 1 -1 -1 ay

X (|1 1 1 Q, (3
L Xy 1 =1 1 -1 Qs

Obdobné rovnice plati pro ypsilonové soutadnice a konstanty % az ¥ ,

Transformadni vztahy (i) by platily 1 pro prvek ve tvaru obecného Etyi-
dhelniku, V nafem p¥fpadé je vBak Xq=1Xy , Xy =Xz 4 Y=Y, , Ya= Yy

a vztahy (1) se zjednodud{i na tvar

% = 4—2‘)(1+X‘L) + i’i_()(q_"‘)ﬁ)%

(k)
% = j’i('ljﬁ"‘js) + ji ("js" 147_)7[
Rovaici (h) s okrajovymi podminkami (g) odpovidd funkcionél
2 W
= 5 (L« G aay w

Integrujeme p¥es plochu prvku na obr, 8, Uvnit¥ prvku v rovind § o 1L
zvolime aproximaci ("nédsadu") ve tvaru bilinedrniho polynomu

$(€) = CotUg + 0 + Y (m)

Tento polynom mé &ty#i konstanty Co aZ C; , coZ odpovidd &tyFem stup-
nim volnosti konedného prvku (funkdni hodnoty lze predepsat ve StyFech
uzlovych bodech). Bude

Dy 29 ¢ ¢ Dy L
T« T Bg o W T % (Co+cary) ()
Y _Dgoe 0O _ 1
v Togoy gy T g ateY
ProtoZe Y= Yg = X~ Xg s vyjde z rovnice (L) po udpravé
4 1
U = _§ (cq +C.3ﬂ{’)7'd1{ +_4S (cg + 535)10('5 =
= def+ Let+ 3ot (o)

Konstanty Co a% C, v rovnici (m) vypodteme z podminky, %e funkce( na-
byvd v uzlovém bodu £y , Y, hodnoty {, . Vyjde soustava rovnic obdobnd
k rovnici (j) s Yedenim ¥)

G 1 1 1 1] [
¢4 I 1 1 -1 Y2 (p)
Ce | -1 -1 1 1| |Ys

— Gy 1 -1 1 -1 | [ Yu

®) Stvercové matice v rovnicich (j) a (p) jsou navzdjem inverzni,
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2 podminek 7H)/@q¢=0 pro U= 15 2, eooy 4 dostaneme soustavu rovnic

[ 4 -1 =2 =17 [y L 0

._1_ =1 4 =1 =2 LP'L — 0 (q)
6 -2 -1 4 =1 | s 0
-1 -2 -1 4 Yu 0

Plati pro jeden prvek zakresleny na obr. 8, Mohli jsme ji dostat
kratieji i bez pouZiti transformace (i), PouZili jsme ji jen proto,
abychom naznadili postup YeSeni pro obecny &tyiihelnik, Jak¥koli tako=-
vy StyFdhelnfk lze uZitim rovaic (i) transformovat na ¥tverec -1 < (g, %)<1
a integraci podle (L) uskutednovat vidy jen v tomto &tverci, af mé
Styithelnik jakjkoli tvar., To je zvld3t vfhodné, pourivéme-1i numerické
integrace, ProtoZe soutadnice X , resp., 4 transformujeme se stejnym
podtem parametrd Qo a% G, , resp. {r, e% &, jako funkdni hodnoty ¢
podle (m) (parametry Co a% C3 ), Je prvek na obr., 8 s maticovou rovni-
ci (q) ze t#idy izoparametrickych prvkﬁ,

8{slovéni vrchold na obr, 8 se vztahuje na jeden vybrany prvek. Jde
tedy o lokdlni &islovdni. V soustavé konednych prvki na obr., 7 budeme mit
gisla uzlld 1, 2, eeey 25, Pak se stane, Ze urdity prvek bude mit &isla
uzlovych bodd (vrchold) t,4 .,k , £ (v globdlni soustavé) misto 1, 2, 3, 4
r lokdln{ soustavd)., V paméti poditale vynulujeme pole pro matici typu
25 x 25 a pridteme do ni hodnoty z urditého rddku a sloupce &tvercové
matice ze vztahu (q) na ta mista, kam skutedn& pat¥i, tj. hodnotu (1, 1)
na misto (¥,v ), (1, 2) na misto (t , } ) atd., a% kone¥n¥ (3, 4) na
misto (R ,¢) a (4, 4) na misto (£, % ). KdyZ takto nadteme (postupnjm
priditdnim k hodnotém ji%Z do maticového pole d¥ive pfidtenym) vSechny
elementédrni matice = tj. matice vZech Sestndcti konednych prvki -, do-
staneme vyslednou matici [ ¥ typu 25 x 25 a rovnici

LR 1{y} - {o} (x)

zde {9} =(¢, ¢, .-+ .17 o V tomto vektoru je Sestndct okrajovych
hodnot pFedepséno, Necht je nap¥. predepséna hodnota Y; . Pak sedmy slou-
pec matice [yilvynésobime touto hodnotou,pfevedeme_na pravou stranu rovani-
ce a zéroven vynechdme sedmy ¥ddek, Nakonec zbude soustavae s matici [ K]
typu 9 x 9 & 8 nenulovou pravcu stranou. KeSenim dostaneme hodnoty

ve vnit¥nich uzlovych bodech, )

Chceme~1i popsanému postupu lépe porozumét, odislujeme uzlové body
na obr, 7 tak, aby 8isla 1, 2, cses 9 pripadala na vnit¥ni uzly, d&isla
10, 11, eesy 25 na okrajové uzly. Rovnici (r) pak miZeme napsat uZitim
submatic ve tvaru

araltel -



Subvektor {L{?(,\S = [ Yo, S Y ]T zahrnuje piedepsané hodnoty v okrajo-
vych uzlovych bodech a subvektor {¢] predstavuje "reakce" v t¥chto bo=
dech, které jsou obecnd nenulové. V rovanici (r) jsme je nepsalil, protoze
jsme ¥ddky & nimi nakonec vynechali.

Soustavu (8) rozepiSeme takto

[Kaaliq’a} = "[Ka(’rl{‘{’b}

(t)
(Koo 119} = ~TKew 1{a}+ {6}
Prvaf z rovnic (t) dédvéd hledané FeSendi
(92} == [Kaa T 1 Kan 1{ g} (w)

kdeZto druhd z rovaic (t) by dala vektor {G} s ktery nds nezajimd, Vy-
nechdme Ji proto.

P¥i rudnim poditdni vyuZijeme soumérnosti, S oéislovénim uzld po-
dle obr., 10 a 8 okrajovymi hodnotami vypodtenymi podle (g)

Py = = 0,125 g
ys = = 0,156 25 a*
y, =~ 0,25 a’

dostaneme soustavu rovaniec

2 -1 -1 ||y 0
2 -1 6 -2 Y= ct =0,875 (v)
-1 -2 8| ys -1,625
s PeSenim

Y = = 0,155 357 o'
@ = = 0,151 786 ¢t

Abychom ziskali p¥esndjsi hodnotu derivaceﬂvlﬁx na ose X , proloZi=-
me body 4 =2 = 1 =2 = 4 (obr, 10) parabolu &tvrtého stupné

$ = o+ pxt oy pxt (w)
a vypoéteme derivaci

U

T = Al bhyx® (z)

v bodé X = a |l o Vyjde ﬂ = 0,035 214, ¥ = 0,342 857<i1 e Pak z rovnice
(d) dostaneme napdtf v uzlu 4
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migto p¥esné hodnoty 0,67531(390,. Chyba p¥ibliZného FeSeni je 4,7 %aT)

6 5] & 5 6

A
OBR.10

Vyznam tohoto p¥ikladu neni ve vysledku FeSeni, ale v algoritmuj
ten se nezmdni, ani kdyZ budeme vySetrovat krouceni tyde s priifezem ve
tvaru libovolné oblasti, kterou lze rozdélit na obecné &tyiuhelniky.

To je podstatnd vyhoda metody konednych prvki proti diferendni metodé,
u které kaZdd zména tvaru sité si vynucuje i zménu diferendnich vztahl,

4. POZADAVKY, KTERYM Musf vyHOVvovAT SIF KonESNYcH PRVKE

PouZivéme-1i deformadni verze metody konednych prvki, kterd je nej-
b&%n8j8{, vychdzime z Lagrangeove variedniho principu. Aproximujeme pole
posuvi tak, abychom vyhov&li podstatnym, tj. geometrickym okrajovym pod-
minkém, Je-li tato aproximace (a popfipadd jeji derivace) uvnit¥ jednot-
livych prvkd spojitd, je tam zéroven kompatibilni (geometricky p¥fpustnd).

®) Vv publikaei "Ovod do metody kone&nych prvki"s DT VDS Praha (1976)
uvedl sutor FeZeni stejné tlohy uzitim trojihelnikovych prvkd, zaloZe-

P

né na jednodussi Prandtlové metod&,.
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Z podstaty metody vyplyvéd, Ze posuvy jeou kompatibilni teké v uzlovych
bodech (je=1i jeden uzlovy bod spoledny n&kolika prvkim, je posuv tohoto
bodu ve viech t&chto prveich pfirozend stejny). Chceme-1li, aby posuvy by-
1y kompatibilni také na hranicich mezi elementy, musime se postarat o to,
aby posuvy (a pop¥ipadd i jejich derivace) na spoledné hranieci dvou prv-

ki byly zcela urdeny prévd jen zobecnénymi posuvy zavedenymi v uzlovych
bodech leZicich na této spoledné hranici. Neni-1li tato podminka splnéna,
jsou prvky nekompatibilni (nekonformni), Mohou nékdy ddvat uZitedné vy-
sledky, ale pro piesné reSenf{ nedostaneme s nekompatibilnimi prvky Zddné
ohraniéeni{ (nevime, zds vypodétené hodnoty jsou v&tSi nebo menSi nef piesné),

ProtoZfe jde o pribliZné FeSeni, upoudtime od poZadavku disledného
splndni rovnic rovnovéhy. Jsou splndny jen v uzlovych bodech a jen vyji-
medné také uvnit? elementi,

Aproximace posuvl musi byt takovd, aby umoZnovala vytvoiit v prvku
homogenni pole pomd&rné deformace, Toho dosdhneme, kdyZ v polynomu N =tého
stupné nevynechdme 24dné &leny stupnd niZsSiho neZ n , Nesmime vynechat
ani absolutni &len, nebot prvek musi mit mo¥nost pFemistit se libovolnd
jako absolutné tuhé t&leso., Prvek md byt vytvoren tak, aby nevznikala
uméld anizotropie., Tomuto poZadavku geometrické invariance nemiZeme = aZ
na vyjimky = beze zbytku vyhovdt, Volime vdak tvar prvki tak, aby nebyly
v uréitém sméru zbytedné protdhlé a pouZivdme pokud moZno kompletnich
polynomi, v nichZ jsou viechny proménné symetricky zastoupeny,

Z uvedenych poZadavkl vyplyvd zdkladni pravidlo, Obsahuje=li funkeio-
nél derivace nejvy3siho ¥ddu m , Je diferencidlni rovnice problému Fddu
2m , Pak se poZaduje, aby uproximace posuvi uvnit? prvki byly spojité
a Uplné aZ do P4du m, kdeZto na. hranicich se mezi ‘kompatibilnimi prvky
%444 spojitost do $4du m-1 , '

Existuje jednoduchy "seSivaci test" (angl. patch tést; patch = zd=-
plata, to patch = sldtat), kterému vyhovuje ka?dd sif konednych prvkid
splnujicich po¥adavky konvergence. Statickd dloha vede k rovaici

Kg = § | (4.1)

kde K je globdlni matice tuhosti, @- vektor zobecﬁénjch'posuvﬁ uzlovych
bodd a f vektor zobecndnjfch sil plsobicich v t&chZe bodech. Zvolime-li
posuvy ¢ takové, které odpovidaji homogennimu poli pomérnych pfetvoieni,
musi z rovnice (4.1) vyjit ve vSech vait¥nich uzlovych bodech nulové zo-
becn3né sily (ovSem nulové s poditadovou presnosti). Splndni tohoto tee~
tu je nutnou podminkou konvergence (coZ znamend, Ze se vysledky vypodtu
pFi jemndjSim d&leni oblasti na konedné prvky pribliZi vice k presnému
feSeni, pokud nejsou zkaZeny zaokrouhlovacimi chybami), Test vSak nevypo=-
vidd nic o rychlosti konvergence,
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P¥{klad 9

Jaké poradavky musi splnovat kompatibilni prvek pro PeSeni prihybu
tenkych desek?

Punkciondl dlohy, tj. celkovd potenciélni energie skléddajici se z
deformadni energie a z potencidlni energie vn&jsich sil, obsshuje deriva-
ce nejvySe druhého ¥ddu. Diferencidlni rovnice pro prihyb tenkych desek
jo dtvrtého ¥4du. Je tedy M = 2, Aproximace prihybu W (Xy) desky mus{
proto mit uvnit? elementd spojité jesStd i druhé derivace a musi umoZno=
vat vytvorit pole s konstantnimi hodnotami druhych derivaci Vwl Ix* .

.'th/'bf\f , DW(9x7y , Mezi elementy se 34d4 jen spojitost prihybuw a
prvaich derivaci Dw/0x , Wiy o

Priklad 10

Zkoumejme, zde prvek na obr, 1ll, navrZeny pro rovinnou napjatost,
splni podminky "sedivaciho testu", Tvarové funkce # aZ fy jsou spjaty
s uzlovymi body 1 a% 4 , Dalsd dave tvarové funkce fvr, v, Jsou nekonform-
ni a jsou vézdny k nezdvislym parametrim Ao, A, , /ur » Mg o Posuvy ve
smérech soufadnicovych os jsou,

L(.(X|"3) =u1h1+uzh1+u3h3+uqhq + Ay tve + Ag g ]r

v (M"ﬂ) = ’lhfkvwvdmﬁvghsquﬁq “f/bbrfvr +/u.[,6v6 (2)
Pritom

%1 =(a+x)(6’+'\?)/qa‘{r ’hs- =(a’1_xl)/al

o = (a-x)(G+y) l Hab fig = Lfil—y,‘)lﬁﬂ'

hy = A-X)6-y) |4 ab
hy = Lt O(b-y)  vat

Prvek vyhovi seSivacimu testu, jestliZe homogenni pole konstantniho pFfe-
tvo¥eni lze vyvolat pouze silami plisobicimi v uzlech, zatimco zobecnéné
8ily p¥islusné nezdvislym parametrim zdstanou nulové,

Zvolme nap¥, pole posuvi
W o= X tP ¥=0 (b)

jemuZ p¥isludi pole pFetvoreni
£ = €y = 0 Txy = 0 kol

To vyzaduje, aby bylo L = {y , Uy = by

Uq- Uy Ui+ Wo
- —4 E i Lo d
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OBR.11

e aby v‘ir"‘\)‘L:Vs'—"V\,’-:A,r‘—'A.G:/AS-"'Z‘,:G‘éO.

Nemaji-1li se rovnomdrnym roztaZenim prvku vyvolat tvarové funkce
e g B, o musi v matici tuhosti odpadnout interakini prvky Qfg’ s Tesp.
ﬁg‘d 2U=1y 25 eeey 4y } = 5, 6, V daném p¥ipadd vychdz{ %ie =bys= 0
a poZadavek % = % . = 0 vede k podmince

[ 3 % gy o

Integraci per partes dostaneme

1% %M e W , q
_édqﬁ_a{ T T =26 [ 7 {”5]-0,

3

MVhe
-2 Sas e
O

ax

(£)

Prvni &len na pravé strand rovnice (f) je nulovy, nebof fg(x=w)=0
s (X =-a)=0, Druhy len je rovn&% nulovy, nebot Uh¢/Dx*= 0 pro
'{, = 1, 2, eceyp 40

Analogicky bychom se mohli pFesvdddit, zda dany prvek splnuje pod-
minky testu i pro homogenni pole EX = konst, resp. g(,u} = konst,
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5. ROZMAZANE MNOZINY A ROZMAZANE KONECNE PRVKY

Pro potFfeby kybernetiky a teorie informaci byl zaveden pojem "roz-
mazand mnoZina®™, O tom, zda néktery prvek do dané mnoZiny pat¥{i nebo ne,
Je totiZ nékdy t&Zké rozhodnout. Chceme-1i nap¥, z uréité skupiny 1lidi
vybrat mnoZinu 1idi zdravych, budeme v nékterém piipadé na rozpacich, zda
dotyény je jedt8 zdravy nebo uZ nemoony, Tim obtiZndjS{ by bylo vybrat
nap?, mnoZinu 1idi veselych, Pro mnoZiny tohoto typu se vZilo oznadendi
rozmezand mno¥ina . (angl. fuzzy set),™)

Obdobny ndzev byl zaveden i pro jistou mnoZinu "konednych" prvki
jdoucich do nekonedna. V nékterych pifipadech je vyhodné nahradit té&leso
konednych rozmdri, které md vice nebo méné sloZitou hranici, t&lesem ne-
konednym, VyuZivdme p¥i tom Saint-Venantova principu, podle kterého ne-
mohou nezatiZené vzddlené &dsti t&lesa prakticky ovlivnit onu d4st téle-
Ba, kterd je zatiZena rovnovaZnym systémem vnéjSich sil v objemové ome-
zeném rozsahu, Je~li nap¥, 8ep zalisovdn do ndjaké obdélnikové stény, je-
JiZ rozméry jsou podstatnd veétsi neZ primér Sepu a Sep je umistén pobliZ
st¥edu stény, miZeme pFedpcklddat, Ze sténa je nekonednd, Pro napjatost
v blizkém okoli &epu, kterd bude nyni rotadnd symetrickd, dostaneme jedno-
duchy vzorec a vysledky budou pPitom prakticky stejné, jaké bychom dosta-
1i pracnym vypoltem napjatosti ve skutedné obdélnikové st&né kone&nych
rozméri., Jinym prikladem miZe byt napjatost v okoli trhliny, Ta je urdo-
véna pribdhem napdt{ v blizkém okol{ trhliny, at je t&leso jakkoli vel-
ké, Rovnd% skotepinovd napjatost na jednom konci dlouhé cylindrické tla-
kové nddoby se Sasto politd za predpokladu, Ze druhy konec néddoby je ne=-
koneénd vzddleny., K FeSeni pak potrebujeme vy&islit jen polovidni podet
integradnich konstant a vyhneme se prlitom i moZné velké zaokrouhlovaci
chyb&; tga miZe znehodnotit nebo i znemoZnit  osné FesSeni uvaZujici zé-
roven oba konce tlakové nddoby,

Konednym poétem konednych prvki oviem nelze pokryt nekonednou oblast,
V takovych pr¥ipadech je vyhodné pouZit k modelovdni vzddlenych "nezajima-
vych" &dsti t&lesa konednych prvki velkych rozmdrli, aZ konednd& i takovych,
jeZ vedou v limité do nekonelna., Tvarové funkce musi pak ve smyslu Saint-
Venantova principu v nekoneénu vymizet, Jak rychle, v jaké vzddlenosti
maji vymizet, zlUstdvéd otevienou otdzkou. Prédvé tato neuréitost nekonel-
nostl "konednych prvki" vytvd¥i souvislost s rozmazanymi mnoZinaml, Od~
tud pak ndzev “rozmazané prvky" (angl., fuzzy elements),

Rozmazané prvky miZeme vytvéi¥et generovdnim tak, Ze konedny prvek
v ( -1 )=rozmdrném prostoru rozii¥ime podél tvorici k¥ivky na oblouku

»
fuzzy = chomdfovitys fuzzy-wuzzy = siddnsky bojovaik.

Dnes se v odbornych textech vétsinou nepfeklada, dfive se pfekladalo

jako ,,rozmazany“ nebo ,,neostry*.
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<@ 44> do h ~rozmérného prostoru (obr. 12), Pro tvarové funkce dosta-
neme

(% 8) = ho () g(a) (5.1)

Je-=1i tvo¥ic{ oblouk k¥ivky < @,©> nebo (-o,6), vznikne nekonedn§ prvek.

OBR.12

Topolozie né&jakého konedného prvku o objemu D-e, Je urdena tvarem
hranice a uzlovymi body, MiZeme ji v3ak uréit také “"&lenskou funkci"
e (P) takovou, Ze

1 Pe
fom=4 7 e. (5.2)

0 v ostatnich pFipadech

UZ%itim této funkce mi¥eme rozhodnout, zda ndjaky bod P pat¥{ do oblas-
ti konedného prvku ¢ nebo ne. Oblast (., konedného prvku (elementu) &
pak souvis{ s oblastf V , v ni% hleddme ¥eSeni celé tlohy, jednoduchym
vztahenm '

g = oV (5.3)

Souvisi~li vektor pomdrnych deformaci £ s vektorem posuvi v uzlo-
vych bodech C’, vztahem

E(x) = B () g (5.4)

a plati=li Hookedv zdkon
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G()O = C&(X) (505)

je celkovd deformadni energie v prvku déna vztahem [ srov., s rovaici
(1.22) ]

[ Ae)dn - 147 [B7CBang (5.6)

N o7

Tento vztah miZeme napsat v kvadratické formd

f AR = 197K g (5.7)
1A
utvofené se soumdrnou matiof tuhosti daného prvku
K, = | BTcBdn (5.8)
2,

S pouZitim (5.3) miZeme psdt, Ze

Ko = }§,BTCBaV (5.9)

v
8lenskd funkce podle (5.2) nabyvé pouze dvou diskrétnich hodnot nula nebo

jedna. Pro rozmazané prvky vSak zavedeme &lenskou funkci, kterd bude v
urdité oblasti spojitd v intervalu

02 fo(P) =1 (5.10)

a za nosié prvku budeme povazovat oblast Se s Ppro niZ fg>-0 o Funkci {,
v nerovnosti (5.10) volime tak, aby vyhovovala praktickym pot¥ebdm dlohy.

Napiiklad pro trojihelnikovy prvek v rovin& X , 4 Je nosié Se¢ to-
toiny s oblasti prvku !, , nebot platf (5.2) (obr. 13). Pro nekonedny
prvek na obr, 14 je SéC:JLb. Nekoneénost vySetfované oblastl je tedy
modelovédna konednymi prvky, v nichZ se tvarové funkce se vzddlenosti od
exponované oblasti zmenduji absolutné k nule,

Priklad 11

Tvarové funkce pro jednorozmérnou tyé j - % na obr., 14 jsou

T v 8 b, -4t

N “ ey

Tvarové funkce dvourozmsrného polonekonedného prvku generovaného prim=

kou rovnobdZnou 5 osou X jsou s nimi totoZné, pFedpoklédéme-li ¢ (x) =1,
Posuvy U , v ve smérech os X , Y Jjsou

(a)



7
\ y -« _
“ Se=ﬂ.e
| |
OBR.13
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ProtoZe je tato matice konstantnif, bude podle (5.9) pro desku o tloust-
ce t

K= H ([ 5t dedy (o)

Se.
Tato matice tuhosti je pouze Stvrtého F¥4ddu, nebot element na obr. 14
mé pouze dva uzlové body a &tyrli stupné volnosti (8tyF¥l zobecndné po-
suvy).

Priklad 12

Nekonedny element lze navrhnout i jinym zpisobem, Na obr, 15 je
zndzorndn lagrangeovsky prvek se Sesti uzly. Souiadnice X , Y Jjsou lo-
kdlni, Souiadnice v Je bezrozmérovd, vdzand se souradnici y.transfor-
maci

, h-c
to=ler == )y (a)




y X

OBR.15

Chceme aproximovat funkei (¢ , Hodnoty funkce { v uzlech jsou Yo s
U = 1y 2y eeesy 9. Na pfimce ¥ =0 bude

P(x=0) = $1G1 + P, g0t Y394 (0)
kde
_ 1
G =3 (y*-7) Go =1~ 9s = %.(‘Llﬂl)
Na p¥imce %=-1 bude
bf(%"-“") =‘-f44"1+({’t+£b1+‘-h£‘3 (¢)
Zvolime ‘
a - - Xle
by~ —— ¢ ()
x-a
W, = e * (e)
f, = A= - | (£)

Vztah (f) musi platit, maji~li mit tvarové funkce schopnost mcdelovat
homogenni pole ¢ = konst. Délka £ je volena tak, aby pro ¥ rostcuci
bez omezeni vystihovaly exponencidlni funkce v rovnicich (d), {(e) mono-
tonni pokles tvarovych funkei k nule. Uspokojivé vysledky dostaneme,
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zvolime=1i a< £ < Ha. .

P¥ipomenme, ¥e Ny (x=0)=1 |, A (x=a)=0 , Ay (x=%) =@ , Podobnd
holx=01=0 4 fy(x=a) =1 » h2(X=00)1=0 » Je=1i ¢ (X>®) >0 ,
nepot¥ebujeme tvarovou funkei #, zndt. Zbyvd proto jen Sest stupnd vol-
nosti, Aproximace v oblasti celého prvku je

G 0Gm) = NG+ Ny & -e e+ G N (g)

kde

N1 = q‘l {"’I | N'L = qq_{v1 ) . N,; = q;l,{\v’), (h)

6., HYBRIDNI KONEGNE PRVKY

V druhé kapitole jsme uvedli, prod se v praxi neujala silovd vari-
anta metody konednych prvkd odvozend z komplementérniho varia&niho prin=-
cipu (1.16). Hlavnim divodem je, Ze je velmi obtiZné nalézt takovou apro=-
ximaci pole napdti, kterd by splnovala podminky rovnovdhy uvniti FeSené
oblasti § a zdroven vyhovovala na &&sti povrchu [& p¥edepsanym silovym
okrajovym podminkdm,

Existuje v3ak zpisob, jak tuto nesndz zmirnit., Stadi odd&lit od se-
be jednotlivé prvky tak, aby nebylo nutné splnovat podminky rovnovséhy na
jejich hranicich, ale jen uvnit?# prvki. Pak neni nutné ani to, aby apro=-
ximace napdti zavedend uvnit¥ prvki situovanych na okraji oblasti splno-
vala silové okrajové podminky. Tohoto oddéleni pryk& dosdhneme tak, Ze
pole napdti definujeme pouze uvnit¥ oteviené oblasti {1 prvku, kdeZto na
jeho hranici [' pPedepi¥eme posuvy. Volime je.tak, aby byly kompatibil-
ni, tj. aby byly spoledné pro prvky, které na té &i oné &dsti hranice sou-
sedi, Frotofe jde o pfedepsané posuvy na hranici daného prvku, objevi se
v povrchovém integrdlu obsaZeném v komplementdrni potencidlni energii
(1,17). Vezmeme tedy

~ - T
i-t feCloan - Jalpar (6.1)
Q Tu

Napdti @ uvnit# prvku budeme aproximovat tvarovymi funkceml sestaveny-
mi do matice G(x) , Parametry této aproximace sestavime do sloupcového
vektoru (5 . Rovnicl (2,13) pak miZeme zapsat maticové ve tvaru

CH=6wmp (6.2)

Pro aproximaci posuvd na hranici prvku budeme mit obdobn& k rovnici (2.10)
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w(x) = H(x)c‘; (6.3)

Vztah (6.2) plati uvnit# jednoho prvku, vztah (6.3) plati jen pro body na
jeho hranici. Rovnici (6.1) budeme nyni chdpat tak, Ze se vztahuje prdvé
Jjen na tento prvek, Dosazenim (6.,2) a (6.,3) do (6.,1) dostaneme

U - “—%(fée,'rc“‘ean(sif‘é g ar o 6.)

Matice q, interpoluje na hranici [' vektor napétf{ P a Je odvozens z mati-
ce O , Ozna¥me zkrdcend

LT N b

9}

Pak

U-3p'sp- prg (6.6)

Napéftové parametry musime vybraf tak, aby v nabyvalo stacionérni hodnoty,
tedy z podminky
~ AU
5U=2_86 =0
i 5p (6.7)

Derivace (6.6) podle vektoru [ musi byt proto nulovd, takie

Sp =Ng (6.8)
Odtud
p = g“Ngf’ (6.9)
KdyZ tento vektor dosadime do vztahu (6.6), bude po upravé
U - “%@TNTS-‘N@ (6.10)

Vyjdeme=1i na druhé strand z Lagrangeova variadniho principu (1.15),
bude potencidl U podle rovnice (2.1) po malé dpravd

4 T
U=%fecean - [axas-fupar 6.11)
a8 Q I
Aproximaci podle posuvi miZeme psét analogicky k rovanici (6.3)
w) = &g x €l (6.12)
Pak (6,11) dévéd
4 T
U=179"Kq -9'§ (6.13)



kde - shodn& s rovnicemi (5.4) a3 (5.8) -

- {scsan
0

il

? =%

"

f - fwxan s [xpar+ 4,
Q IS

Vektor % zahrnuje osamélé sily fo pisobici v uzlovych bodech a také ob=
Jemové a povrchové akdni sfly pifepoltené do uzlovych bodl, Princip (1.15)
aplikovany na vyraz (6,13) ddvé

8gT (Kgq-f) -0 (6.14)

a tedy - shodné s rovniei (4.,1) =

Tohoto formalismu pou?ijeme k vy&islen{ komplementdrniho funkeciondlu U .
Jesou-1li predepsdny posuvy uzlovych bodl q s vznikaj{ zobecndné sily

{ - Kg " (6.16)
& komplementérnf potencidlnf energie vyjde
7-447KG -3 - 134G 4G -
""45 @TKEP (6.17)

Rovnice (6.13) se 1i8{ od rovnice (6.17) Jjen tim, Ze v rovnici (6.13) jsou
p¥edepsédny sily a deformace ¢ jsou proménné., V rovnici (6.,17) jsou piede-
psény posuvy 4 a sily { podle(6.16) jsou proménné. Porovnéme-1i (6.17)

a (6,10) vidime, Ze maticovy soudin NTS™'N mé vyznam matice tuhosti K ,
Tedy

K = N's™N (6.18)

0d tohoto okeam¥iku poditdme g matic{i tuhosti K podle (6,18) jako v de~
formadni varianté metody kone&nych prvki, P¥iznadné pro hybridni koneéné
prvky je prévd to, %e napdtové parametry (3 jsou na drovani prvku predem
eliminovény, takZe algoritmus reZeni celé dlohy je stejny jako u defor-
maéni varianty metody konednych prvki. Rozdil je jen ve zphsobu odvozeni
matice tuhosti, Tato matice vyjde pondkud rozdilné, nebot je odvozena

z komplementdrniho variadniho principu. Nejde vSak ani o diislednou silo-
vou variantu metody, nebof jsme na hranicich prvkd pFedepsali posuvy na
zpisob deformadni metody.
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Soustava hybridnich koneénych prvkd se tedy sklddéd ze silovych prv-
ki vestavénych do sit&, kterd se piedepsanym gplisobem deformuje. Po vy—
Setteni vndjSich sil, které k takové deformaci potifebujeme, formulujeme
inverzni Glohu pro vypodet deformaci, jeZ odpovidaji danym akénim silém,
Tim se vracime k formalismu deformadni varianty metody konednych prvki,
takfe miZeme vyuzit b&Znych vypoltovyich systémi pro tuto metodu.

Odvozeni hybridnich prvki, tj. odvozen{ jejich matice tuhosti, je
pracné, Kedeni vSak byvd pii stejné siti piesndjS{ ne? p¥i aplikaci de-
formadni varianty (obdobnd jako Fedeni odvozené ze smiSenych varia&nich
principd, srovnej p¥iklady 4 a 5). P¥i stejném poZadavku na p¥esnost vy-
stadime proto s mendim podtem hybridnich prvki,

Priklad 13
Pro &tvercovou desku 2 x 2 zndzorndnou na obr, 16 navrhnéte v roviné
X s 4 » aproximaci pole napéti a okrajovych posuvi.

T B
X
o —)
3 b
OBR.16
Rovnice rovnovéhy
R A T -0
¢ kK (a)
splnime nejjednoduseji aproximaci .
_ B4
Gx 1 0 o Y. o0 X 0 ||p
Gy +=| 0 1 0 0 X 0 vyl - (b)
Txy 0 0 1 0 0 -y =X
L Py)




Ka?dd slofka nepdti je v ploSe prvku linedrn& promdnnd, Rovnice (b) pied=
stavuje vztah (6.2)., Vektor posuvi v uzlovych bodech zvolime

gy =T w s wy v v vy v (o)

Na hranici r budou posuvy

iv] - WHlia}

a vektory napéti

(i = 1a 110}

(a)

(e)

Vztahy (d) a (e) rozepiSeme pro kaZdou stranu &tverce na obr. 16 zvl&st.

Bude

(1) na strans 1 - 2 ¥)

i
I
—
]
(S
-
o +
3
s
o 1
x
O o
o O
(o]

(2) na strand 2-=3

[P{]"%_ 0 1;3, 1-/& C 0

_ Y
[@]" 0 0 -1 0 0
(3) na strand 3-4

1|0 0 1-X 1 0
[H]“'{ +X

[%]= 0 0 ] 0 0

*)

tice LG].
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1+ X

0
=X 1+X

Na této strand je f. = Tyx » Py =Gy . Toho pouZijeme k sestaveni ma-



¢

(4) ne strand 4 - 1

S
Pa—
¢

| B |
O =
o o
- O
o
O O

X 0

Matice N je typu 7 x 8, matice S typu T x 7, takfe matice tuhosti K
vyjde 8 x 8, co¥ odpovidé osmi stupnim volnosti pro hledané posuvy W ,
‘u.q_ 9 ooy ’Vq °

7. ELASTICKE JADRO MATICE TUHOSTI

Ka%dy konedny prvek musi bit navrZen tak, aby umo¥noval bezsilovy
posuv prvku jakoZto absolutnd tuhého télesa (setrvadné sily neuvazujeme),
Uplnd elementédrni matice tuhosti prvku je proto singuldrni. Vnucuje se
mySlenka rozdélit posuvy na takové, které odpovidaji pFemisténi prvku ja-
ko tuhého celku, a na posuvy pisobici jeho pretvo¥eni. Rovanici K¢@ ={
miZeme vskutku rozepsat na submatice

Kan | Kae G» ] fa 1 (7.1)
RS BN _rr - R
I Ker | Kee | Ge f | fe f |
Index R odpovidé pPemist&ni tuhého t3lesa, index £ elastickému pFetvore-
ni, Matice K je singuldrni, ale submatice K€t nikoli, protofe nezahrnu-

Jje posuvy p¥isludné pohybu prvku jako tuhého t&lesa, Proto miZeme z dru-
hého Féadku (T7.l) vypoditat

4e = Kie (e - Keega) (7.2)
a dosadit do prvaniho Fddku. Bude

(Kea ~ Kae Kee KEQ)%R + Kee Ke-é fe = e (7.3)

Nevznikéd-1li elastické pFfetvoreni, Je {E = 0 a rovanice (7.2) d4

-1
Ge = -Kee Keg Ge (7.4)

Na druhé strand miZeme posuvy separovat z 8isté kinematickych tvah, P¥i
pohybu t&lesa jako tuhého celku musi existovat n&jaky transformadni vztah



G = Tqe (7.5)

kde [ je obdélnikovd matice (obvykle mé vice ¥4dkG neZ sloupcl). Porove-
néme-1i pravé strany rovnic (7.4) a (7.5) a p¥ipomeneme-1li si, Ze ¢, vo-
lime libovoln&, dojdeme k zavéru, Ze

KEQ. = - KEE T (7.6)

AZ dosud Jsme predpoklddali, Ze &E = 0, Nyni budeme p¥edpoklddat, Ze
f{g ¥ 0. Je ziejmé, Ze sily {E nemohou zdviset na stupnich volnosti ¢,
p¥islusnych pohybu tuhého t¥lesa, Proto vztah (7.3) nemiZe obsahovat prv-

ni &len, Ten vymizi, jestliZe

l<RR. = KQE Kéé KEQ (707)

ProtoZe matice tuhostil je soumdrnd, musi byt l<ka'= K;; e S pouZitim (7.6)
d4 rovnice (T.7)

Keg = T' Kee T (7.8)

Kdy% (7.6) a (7.8) dosadfme do matice tuhosti X , co? je Stvercovd mati-
ce ve vztahu (7.1), dostaneme

‘TTKEET ‘TTKEE
(K1 = (7.9)
- KEET KEE

Zndme=-11 tedy elastické jddro Kge matice tuhosti a kinematicky vztah (7.5),
miZeme sestavit celou matici tuhosti podle (7.9). Poditdme=1li matici tu-
hosti numericky (nap?¥. Gaussovou numerickou integraci nebo vy&islovdnim
vztahl citlivych na zaokrouhlovaci chyby), vede vypoiet s pouZitim elas-
tického jédra podle (7.9) k men3im numerickym chybém,

Piiklad 14
Nosnik se dvdma uzlovymi body %X=0 , X=£¢ nechf md zobecndné sou-
Padnice podle obr. 1T7.

{ay} = [w, VA (a)

kde W;, W, jsou prihyby uzlovych boddi a ¢; , Y, otofeni v nich, K po-
hybu tuhého nosniku stal{ pfedepsat pouze w; , (p, , takZe miZeme zvolit

ol s ) "
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¢, f2

OBR.17

P¥i pohybu tuhého nosniku z¥ejm& bude platit, Ze

{W'L} __[4 f,] WJ,

P 0 4 ]| (o)
To je vztah (7.5). S pouZitim hermiteovskjch polynomi a za predpokladu,
Ze Wy=0 , p = 0 vypoSteme kifivost nosniku

weo - (g - 2) &S00

()
Tento vztah zapiSeme Krdtce Jako
x(x) = He(x) g¢ (e)
Pro deformaéni energii v nosnf{ku pak vyjde vzorec
. ¢
T
ia.% KEECLE = %EJS [0 ax =
)
¢
= 5 G ET SHE(x) He () dx . ge (£)
]
Odtud
K. = E] 12 =61 '
EE 3| -64 4% (8)
ProtoZe
1 2
T =1o 1 (h)
vyjde podle (7.9)
12 6¢ -12 6
K“‘T; -12 -6 L 12 -6 ¢

6 L 2 L -6 £ 4 L



PFiklad 15

Elastické jédro odvodime nejsndze, kdyZ za zobecndné souradnice
vezmeme koeficienty interpoladniho polynomu, U nosnfku z p¥ikladu 14
nap¥, bude

W) = Got @1x + Gox?t ayx® (a)

z¥ejmd 0= [0 41", A;=(a, a,1" . Pohyb tuhého nosniku je totii po-
pedn vyrazem Wp = (o+Qy X » takie Wg = a,x*t a,x? « Misto rovanice (d)
z pifikladu 14 nyni méme

xeo = we = 12 6x11GL) = Haae (v)

¢
a elastické jddro EJ S H; Hpdx vyjde
0

Koy = EY

42 6 L2
64* 1213

I (e)

ProtoZe koeficienty (o, A4 popisuji pouze pohyb nosniku jako tuhého cel=-
ku, miZeme je vynechat, Pak

MM_ _ -Zz L3 —QQ
g [ 12 3] % (a)
Tuto rovnicl zapiSeme symbolicky Jako

g: = Aag (e)
Pak

Kee = A-TKa,a. A (£)

Matice Kig vyjde stejnd jako v p¥fkladu 14.

8. POKUTOVE FUNKCE

Lagrangelv potencidl miZeme zapsat ve tvaru (6,13), totiZ

U=14"Kg - q} (8.1)

zde 9 znadfi vektor zobecndnych posuvi a f vektor zobecndnych sil, Pred-
poklddejme, Ze zobecndné posuvy nejsou vSechny nezdvislé, Ze mezi nimi
plati vazba
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Nq,“d = O (802)

kxde N je obecn¥ obdélnikové matice a d dany vektor, Splnéni vazebnich
podminek mi¥eme dosdhnout tak, %e rovnici (8.2) skaldrnd zndsobime vek-
torem A sestavenym z Lagrangeovych soudiniteld a tento soudin pF¥ipojime
k funkciondlu (8.1). Vyjde

U=44"Kg - g7 + X(Ng-a) (8.3)
Variaci nyn{ podléhaji vektor g a vektor A , Bude tedy
% =0 ‘ i—u,\, =0 (8.4)
Odtud vyplyne Jednak
kg -§+ NAX=0 (8,5)
Jjednak
Ng - d =0 (8.6)

Vektor legrangeovych soutiniteld A md vyznam zobecndnfch sil vynucujieich
vazbu (8.2), nebot ¥leny v rovnici (8,3) maj{ rozmdr préce. V maticovém
usporddéni{ lze rovnice (8,5) a (8,6) zapsat spolednd ve tvaru

)y e

coZ je tvar zcela obdobny k rovanici (6.15). Lze namitat, %e nulov4d subma-
tice znemoZni FeSeni{ soustavy (8,7) Gaussovou eliminadni metodcu, Ale ne-
ni tomu tak. Je-1i matice tuhosti K pozitivn& definitivni, pak se nulovd
submatice v pribéhu Feden{ zaplni a vypofet probshne bez obtiZi.

Lagrangeova metoda zahrnuti p¥idanych vazeb do vypodtu je vyhodnd,
je=11 vazeb médlo a t¥kaji-li se velkého po&tu stupnd volnosti,

Vazebni podminku (8,2) nyni zmirnime, NapiZeme
Ng -d =t (8.8)

kde t je ndjaky obecnd nenulovy vektor. Kdybychom dosadili t=0 s dosta-
11 bychom dplnou vazbu (8,2). My vsak p¥ipustime jeji nedokonalé splnéni,
Tuto nedokonalost budeme Fidit tzv. pokutovou funkeci

Nn=4%tTot (8.9)

Funkce 1 Jje skalérni; je to kvadratickd forma vytvoF¥end s diagondlnf ma-
ticd X , Prvky ol¢i této matice jsou pokutovd Sisla. Misto funkciondlu
48,3) nyni napidieme

- 59 =



U=%2q¢"Kqg-g'{+n (8.10)

Je=11 ™ nulové matice, je /| = 0 a vazby se ignoruji, Splnéni vazeb se
bude vynucovat t{m pF¥isnéji, &im budou pokutovd 3isla vétsi{. Jesou-li viak
pFilis velkd, zhorsi se numerickd presnost Fedeni.

PouZiti pokutovych funkc{ mé proti Lagrangeovd metodd velkou vyhodu
v tom, Ze se nezavddéji nové promdnné. Implementace pokutovych funkoi do
vypoltového programu je stejnd snadnd jako zaveden{ rozdflného modulu .
pruznosti, Nevyhodou je, Ze pokutovd &isla musi bft volena rozvédin¥, Jsou-
1i p¥{115 mald, neni vazba dostatelnd respektovédna, Jsou-li p¥ili¥ velkd,
vzrostou zaokrouhlovaci chyby.

P¥iklad 16

Tyé na obr., 18 je rozddlena na t¥l stejné dlouhé prvky, kazdy o tu-
hosti v tlaku & . V uzlovjch bodech jsou pFedepsdny sfly {, ai f, .
Pro nepodeprenou tyé plati rovnice

- £ -5 0 0 | Ay [i’!l

"5; 24 '&J 0 Vg _-5’1

0 -h 254 -t || Us —lh (a)
0 0 - & || uy hJ

Mé-11i m{t tato rovnice FeSeni, musi sily } splnovat podminku rovnovéhy.
ReSeni pak dostaneme a% na sditivn{ konstantu,

OBR.18

PredepiSeme nyni okrajovou podminku Uy = O (pravy koneo vetkneme),
Pak sf{ly {; a% f, mohou byt libovolné. Stadi v soustavd (a) vynechat &tvr-
ty rddek a &tvrty sloupec. Ze zmensené soustavy

[ 1 -1 0| Uy I
% | -1 2 -1 % = 4 (b)
0 -1 2 WU,y £3

vypocteme



My = (3 + Lo+ §3)/ by
M = (Lf1+ 26+ £1) % ,(o)

Uqy = ({’{ + ;(‘2.+ f’.‘;) lﬁ:
Posledni ¥4dek rovnice (a) pak dévéd reakei

&“l 2‘&-(1.3:‘(&1“"}1‘{'3&3)‘ (d)
Misto toho mi¥eme podminku vazby zapsat ve tvaru
Uy
AU
Lo 0 0 1w =0 (e)
To je rovnice (8.2), takie N = [0 0 0 1],d=0.
Rovnice (8,7) mé proto tvar
bhoo=4 O 0 0] (4
-k 24 = O o ||W {0
0 -h 24 -% °‘u3f=”3f
0 0 - f, 1 Uy by (2)
o o0 o0 1 oA 0

Jeji Fedeni je

Ay = (34 -3y - 2E - f)/ A

up = (LA Ly -f2) /%

My = (A-f) [ % _

A= ftfor fat gy _
KdyZ za A dosadime z poslednf rovnice (g) do rovaic p¥edchozich, dosta-
neme (c¢), Parametr A md vyznam reakdni sily zachycujici vSechny vndjsi
Bily &1 a% -Fl‘ e

Konedn¥ miZeme poufit pokutové funkce., Podle (8.8) je t-‘-Nar a po-

dle (809) '

(8)

n-%igl

o O OO

0 0
0 0

h
0 0 L4} S
0

© O OO

Te“ntq &len mi¥eme sloudit s virazem";r_q.TKar’ » takZe dostaneme novou ma-
tici tuhostl zvdtdenou o pokutové &islo v pravém dolnim rohu. Misto rov-
nice (a) dostaneme
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& -4 0 o Wy o
-5 28 =& O |[JW|_Jh (1)
0 -4 28 O My 1)
0 0 -k Rl | Uy u

Zvolime-11 o dostate¥nd velké, nap¥., 108, vyjde U, ~ O,

Priklad 17

Dva sousedni prvky oznalené na obr. 19 pismeny A a B nejsou spoje-
ny, ale maji spolednou délku { jedné strany. Zahrnte do vypodtu podmin=
ku Jjejich spojeni

OBR.19

Po spojeni budou mit prvky stejné posuvy L , 1 ve smérech os X ,
'tf , takZe k Lagrangeovu potencidlu pFipojime &leny

¢ e
A O& T, (A) - g (A)] cla *1031%(M-%(M16‘é (a)

Podet stupnl volnosti spojené soustavy nebude ddn pouhym soudtem stupnd
volnosti obou t&les, ale bude rozSi¥en o parametry A, , A, « PFipojenim
8lent (a) vynutime na spoledné hranici kompatibilitu, avSak jen v inte-
grélnim smyslu (v priméru),
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Priklad 18

Vypodteme matici tuhosti pro nosnikovj prvek se &ty¥mi stupni volnos-
ti podle obr., 17, pridemZ do vypodétu zahrneme i vliv smykovych deformaci.

() SM(L)

NOONNNNNL

OBR.20

Prihyb nosniku vznikd jednak ohybem, jednak smykem (obr. 20), Za

kladny prihyb vezmeme ten, ktery sméfuje vzhiru (ve sméru sily F ), Tak=-
ze

dw
ax T (a)
kde § je dhel otoleni prifezu a 7y zkos., Pritom
fﬁﬂ_ M Fo
ax = Ed LI (b)

As je redukovand plocha priiezu., Protofe dMidx =-F a dF/dx =0 (aé1-

kové zatiZeni neplsobi nebo je nahrazeno zobecndnymi silami v uzlovych
bodech), bude
A3y

axs =0 (e)

Uzitim rovnic (a) a% (c) miZeme najit ob& funkce Y(x) , w(x) , jsou=1i
dény geometrické okrajové podminky. PredepiSeme-~li nap?,
y(o) =0 p(€) =0

! w(e) =0
w (0} (@)

dostaneme reakce v podpordch, které maji vy¥znam prvkd v matici tuhosti
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‘k‘“ = R(O)

Pro zobecnéné posuvy a sily

fyy = M(0) = %

9 = [ w, Y, Wi Lﬁ,]T

F=1/ M R M7

dostaneme popsanym zplsobem matici tuhosti

148
R
by = Ray = - hy

Loy, = by = oy

by - 42 (1- 5 £5)

oy = ko= 00 3 )

%33 = h”M

tay = fys = - by

oy = fegy
g - ME
GA L

Matici tuhosti (h) miZeme ztejmd rozdélit na dvé &ésti

K= Ko + K

(e)

(£)

(g)

(h)

(1)



Prvnf matice Ko piislud{ ohybu podle teorie Ztihlych nosnikd, Je¢ to ma=
tice K , dosedime-11 P =0 , Je stejnd jako matice (h) v pFikladu 14.
Druhé matice K predstavuje korekoi na smyk. Je-1i nosnik Btihly¥, je 2
malé & K; lsze zanedbat, To znamend, e prevlddaji ohybové deformace nad
smykovymi, Je-1i 2 velké, je tomu naopak. Uinitel & tedy miZeme pova-
Yovat za jakési pokutové &{slo, kterym omezujeme pod{l &isté ohybovych
deformaci v poméru k deformacim smykovym.

Je velmi poudné rozebrat tento pFiklad z hlediske Lagrangeova ve-
riadniho principu. Celkové potencidlni energie vyjde s pouZitim (a) a
(v) takto .

L a
A dy \e A W _ )t
U=TLEJX(E%)C*X +16A503(ax @) dx +W %))
0

zde W predstavuje potencidlnf energii vn&jsich sil, ProtoZe derivace
ve funkciondlu (Jj) jsou nejvyse prvnfho #4du, mi¥eme pouZit linedrni,
po ¥dstech hladkou aproximasci dvou nezdvislych funkef (f(x) , W(x) . Do=
staneme oviem jinou, patrné ménd pFesnou, ale Jednodus&i metioci tuhosti
nef podle (h), Vezmeme tedy

Pix) = @4 Py (x) + 41 fug (%) }

w (x), = Wby X) + Wf,.ﬁq_ (x) (x)

kde

X X
b= 1- T hy = - (1)
Kdy%Z tyto vyrazy dosadime do funkciondlu (j) a napiSieme podminky pro exi-
stenci jeho stacionérnf hodnoty 9U/Dy, =0 atd., a% ?U/w, =0, doste-
neme maticovou rovanieci

(Mo ¥ Ms)q, = ]C (m)
v ni¥

g =Tw ¢ w 417 (n)
* = [ E M, Fo ML]T. (o)

0 0 0 0

EJ 0 1 0 -
Ko = =~ 0 0 0 0 (p)

0 -1 0 1
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4 U -1 el

" uL M el e
Ky = _Zs_ ~4 -t A -th (@)
L 6 L1 43

UkéZe se vSak, Ze vypolet nevede k uspokojivym vysledkim, ProtoZe jeme
pouzili nezédvislé aproximace dvou funkce{, které Jsou ve skutelnosti vd-
zény rovnici (a), nedd nafe metoda Z4dné ohranideni pro p¥esny vysledek.
Linedrni aproximace (k) je schopna modelovat jen po &4stech konstantni,
nespojity pribsh ohybového momentu., Pomdr GAs€ EJ mé vyznam pokutového
81{sla, Je~li toto &islo velké, vynucuje si druhy &len na pravé strand
rovanice (J) rovnost dw/dx =y , pFidemZ vSak podle (k) je dw/dx = konst
a y Je spojité. To znamend, Ze nosnik se jevi nadmérné tuhy; pokutové
8islo si tedy vynucuje nejen nulovy zkos, ele vlivem pFijaté aproximace

i nulovy prihyb, Rikdme, %e se konedny prvek "uzamkne",

Nadm&rné tuhosti matematického modelu daného nosniku p¥i velkém po-
méru GAg £%/EJ 1ze odpomoei tak, ¥e integrély v rovnici (j) vydislime ni-
koli analyticky, ale numericky uzitim Gaussovy Jednobodové numerické in-
tegrace, ™) PouZijeme tedy hodnotu funkce uprostied intervalu a ndsobime
ji délkou intervalu; neni-li integrovand funkce konstantni nebo line-
érni, je takovd integrace zatiZena numerickou chybou, Matice X pak vy-
Jde singulédrni, a to

4 2y -1 tl?
i th ¢y -t n
K== |-t -th 1 -tz ()
21 8y -tz Al |

S matic{ (r) d4vd rovnice (m) velmi dobré vysledky i pro velmi rozd{ilné

hodnoty pokutového &isla., Jasto lze takovymto numerickym "zkafenim" va-

riadni metody dospdt p¥i stejném d&leni oblasti na kone¥né prvky k pres-
néjsim vysledkim,

Abychom to ukdzali na konkrétnim pripadé, vypo&teme prihyb krakor-
ce na levém koncl vetknutého a na pravém konci zatiZeného letmou silou
F . Nosn{k rozdélime na dva koneiné prvky a pFedepifeme okrajové pod-
minky W(0)=0 , ¢(0) = 0 . Vysledky shrnuje tab. 1.

®) Kdybychom ke Gaussov& integraci poufili dva nebo vice bodl, dostali
bychom pfesnd nevyhovujici matici (q).
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Tabe 1. Srovnéni vypo&tenych deformac{ nosniku z p¥ikladu 18

KeSen{ s matief (q) s maticf (r) presnd

GAc(*/EI = 6

Edw, / Fe3 1,0000 0,9167 0,9375
EJy, | Fe? 1,6667 1,5000 1,5000
EJw, | Fe3 3,3333 2,8333 3,0000
Edy, [FL* | 2,6667 2,0000 2,0000

GAcL*/ET = 60

ETwy [Fe2 0,1417 0,7667 0,8583
EJy, [ Fe* 0,2500 . 1,5006 1,5000
EJw,/ Fe* | 0,4500 2,5333 2,7000
El¢,/Fe* | 0,3333 2,0000 2,0000

Poznémka: { je délka prvku, L¢ je délka nosniku

9, INTERPRETACE NAPETOVEHO POLE
Plati-1i vztah (5.4) a zobecndny Hookelv zdkon ve tvaru
Gl'-G.O = C(ﬁ- EQ) (9.1)

kde Go , resp., €o je poddtedni nap¥ti, resp, poddtedni pietvoreni, do~
staneme pro nap&ti uvnit? néjakého konedného prvku vzorec

¢ -G, + C(Bg-g) (9.2)

V ném C} znali vektor zobecndnych posuvi v uzlovych bodech prvku., Ten zi-
skéme predchozim YeSenim Glohy. Je-1li FeSeni p#¥ibliZné a zaklddd-li se
na lagrangeové varia¥nim principu, nesplnuje napdti vypodtené podle (9.2)
obecnd ani zdkon akce a reakce mezi jednotlivymi prvky (s vy¥jimkou uzlo-
vych bodd, kde se pFenos sil soust¥eduje), ani okrajové podminky ne &ds-
t1i f%- povrchu, Interakce mezi prvky vzdjemnd a mezl prvky a okolim se
odehrdvd jedin& v uzlovych bodech, Nap#., pii FeSeni rovinné dlohy uZitim
trojihelnikovych konednych prvkd s linedrnimi tvarovymi funkcemi dosta=-
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neme v kaZdém prvku konstantni nap¥t{, je vykresluje skutedné napdfové
pole mozaikovité. '

Aby se ziskal v&rn3j3{ obraz napjatosti bez nadmrného zjemnovéni
8it& koneénych prvkl, pFisuzuje se vypodtené hapéti t&Z18tdim prvkd a
taekto ziskanymi body se pak proklddd n8jakd hladkéd plocha, kterd v zdjmo-
vé, nepr{1id¥ velké oblasti lépe aproximuje spojity pribsh napdti, To
v8ak nemusi byt nejvhodn&jsi zplisob. VyZaduje dodatednou manipulaci s vy-
podtenymi hodnotami, kterd se neobejde bez subjektivanich rozhodnuti ¥esi-
tele, Ostatnd k tomu, abychom vypodtend napéti pr¥isuzovali prévé t&Zis-
tim prvkd, nemdme Zddny objektivni divod. Uvedeme vhodndjsi metody, kte-
ré z vypodtendho spojitého pole posuvi daji automaticky i spojité pole
napdti, Jde=li o prvek umist&ny na okraji zdjmové oblasti (obr. 21), mi-
Yeme vypoéitat pomérné obvodové prodlouZeni

Ug~ Uy,
A~ L (9.3)

Je=11 znémo napdti ©n pisobici na hranici L s Vypoiteme z Hookeova zé-
kona obvodové napé&ti; pro rovinnou napjatost bude

Ca= Egy tu Om (9.4)

Je-11i €4 a Gy, spojitou funke{ soutadnice A , je spojité 1 vypodtené
obvodové napdti 6, . A prédvé obvodové napéti na okraji definidni oblas-
ti nds zpravidla nejvice zajimé,'nebo{ tam byvd 1 maximdlni naméhédni,
Ostatn& k iniciaci trhliny dochdz{ nejdastdji prédvé na povrchu &dsti,



Nevjhodou tohoto postupu je, Ze prodlouZeni (9.3) a napéti (9.4) mu=-
sime poéitat v lokdlnich souiadnicich A , m , & Ze se tato metoda t¥~-
kd jen okraje definilni oblasti. '

Spojité napdtové pole lze viak ziskat jednoduse 1 v celé vySetrova-
né oblasti, Nejprve vypoSteme napdfové vektory G podle rovnice (9.2).
Pak v kaZdém uzlu vypodteme vd¥eny primdr napét{ & z hodnot vektord ©
ze videch prvkl, které se v daném uzlu stykajf{. Bude

L We G,
g - LWeb
S (9.5)

Indexem ¢ rozlidujeme prvky, které se stykaji v { =tém uzlu, W jsou vé-
hové koeficienty. Takto vypodtené hodnoty naﬁét:’. v uzlech interpolujeme
ufitim stejnych tvarovych funkoei, jaké jsme pou?ili k aproximaci posuvi,
V urditém konedném prvku (pro urdité ¢ ) bude

Gp (x) = H(x) s, (9.6)

Vektor S, se sklddéd se subvektorl G, pr¥islusnych uzlovym bodim @ =tého
prvku, jeho¥ napjatost je popsédna vektorem Gg (X), H(x) je matice tvaro~
vych funkei, Pole nap¥ti (9.6) je nyni spojité, ale nevyhovuje podminkém
rovnovédhy sil v uzlech, Odpovidaji mu totiZ vratné sily 7 , které vypod-
teme pomoei principu virtudlnich praci z rovnice

Joeq a0, - n (5.1
<
Ze vztahu (5.4) vychdzi 532 = Scﬂz BT, takie
Y, = g BTG, d 0, (9.8)
Sle

KdyZ tyto vektory nalteme do vysledného vektoru sil T , bude se obecnd
118it od danych vadjsich sil f » Rozdil T‘-f predstavuje nevyvdZené sily,
které musime odedist. To znamend, %e pii&teme sily {-r . Tim obnovime
rovnovéhu v uzlech, ale zplsobime dodatedné pietvoreni provdzené posuvy
uzld Aq,. Vypodteme je z rovanice

Kag = {-r (9.9)
Nové posuvy jsou
- (9.10)
61’ nové q’ staré ¥ Aq’
O0dtud dosadime do (5.4), (9.2), (9.5) a (9.6). Neni-1li Aq, zanedbatelnd,

postup zopekujeme, ZpFresnuji se tedy zéroven napéti i posuvy. Posuvy
jsou pak spife precendny neZ nedocenény.
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Jiny zplisob zpFesndni okrajovyich hodnot hledanfch funke{ je uZiti
smiSenych interpoladnich funke{, které umoinu;]:[ splnit pF¥esné podstatné
i p¥irozené okrajové podminky,.™)

P¥{lklad 19

Prizmatické rameno rotuje dhlovou rychlosti W kolem uzlového bodu
1 (obr., 22), Je rozddleno na dva kone&né prvky 8 linedrnimi tvarovimi
funkceml, Pri¥ez ty¥e je A , modul pruZnosti v tahu E , hustota © .

1 2 3
A ( __________ —
7 u2 | uz
OBR.22
%2 teorie pruZnosti vime, Ee.v daném rotujicim ramenu vznikaji po-
suvy
whe L3 X {1 X
ue = 1E & (1"_5' o ) (a)
a napdti
wreer Xt
G~ —— 7)) (b)

Hodnoty (a) & (b) pouZijeme k srovndni s pFibliZnym FeSenim, které zi-
skdme metodou konednyeh prvki. Necht prvek zabird obecnd interval
a<x2{l , kde X Jje vzddlenost od osy rotace (obr. 23), Jeho délku
oznadime L = Xy~X; =b-a . Aproximace posuvi bude

[ G-x X-Q 'ug' '
AU (X) = L L U (e)

a pom&rné prodlouZeni

du 1 uj
ex) = o = T (-1 1]{(“} (a)
Je tedy podle (5.4)
A
(8l =17 [~ 17 . (e)

®
) HALL, C.A. - HEINRICH, J.: A finite element that satisfles natural
boundary conditions exactly., = "Journal of the Institute of Mathe-
metios and its Applications" 21 (1978), s. 237-250.
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OBR.23

Tato matice zprost¥edkovdvd transformaci posuvd uzlovych bodd na pomér-
né prodlouZeni{, Matice tuhosti vyjde podle (5.8)

LK1 =0‘S{’[B]T[C].I[B]Adx = —ETA- {"3[—11 1]

- EAl 1 -t (£)
L [=1 1

2
Objemové odstredivé sfly X =WEX plisobici v objemu Adx prepoSteme na
sily v uzlovych bodech, Musi byt

b
‘a.g W) XAdx =~ fi - 4y fy (g)

Vyraz (g) pFfedstavuje potencidlni energii odstiedivych sil, Dosazenim
z rovnice (¢) do (g) dostaneme

2
oo WeA g 1,04
{J i (6 \36a+ )
w'eA (h)
fo = 2o (16*-3a6*+0%)
Soudet téchto sil ddvéd celkovou odstredivou silu, kterd md velikost

WAL (6+a)/2 =wigA (6™-a")/2
Pro prvni konedny prvek (1 - 2) bude tedy platit, Ze

&[1 -1]{4“} _ WAl {1} _ (1)
L =1 1] |42 2 2

a pro druhy prvek (2 - 3)
En (1 =17 ue) o wohk s ‘ |
L= |1 1[) 43 % 15 &)
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Pro soustavu obou prvkd dostaneme naftenim do spolednych maticovych po-
1{ soustavu rovanic ve tvaru

1 =1 0 Uy 4 1
D’_E&A_ -1 2 -1 My > = ﬁ%p‘%& 6 (x)
0 -1 1] | iy L 5

Predepi{Seme okrajovou podminku U,=0 , tj. vynechéme prvani sloupec i
Fddek, Vyjde

2EA 2 -1 Uy w"@ ALt 6
L -1 1 U = 4 5 (1)

Tuto rovanici oznalime zkrédcend kq,'-f } Fefienim dostaneme

4= K% - %L;—[: ;] {:}’ | (m)
114 :
u) . wet*
{uj“ e € {wg (n)

Nap&ti vypolteme z Hookeova zdkona G-Ee « ProtoZe € vyslo podle (d)
po prvoeich konstantni, bude vypodtenéd napéti nespojité

# 5
g wWee' Cn= o w'e ¢* (o)

Gy =

PredepiSeme hodnoty napéti v uzlu 1 a 3, nebot ty miZeme vypoditat pies-
né predem, aniZ Ulohu FesSime, Bude

61 = %. w’l‘@ L'L G‘s = O (p)
Podle (9.5) tedy bude
G, = 7 weLt
= ( 11 5 o 1
L = 5 (o + ) Wel® = suweet (a)
g =0

Interpolovand napdt{ podle vztahu (9.6) a rovaice (¢) jsou
Gy (x) =(% -4 7)wott
G-% (X) = %(1_ _’é_) wLQL?. (r)

S pou¥itim rovnice (e) vypo&teme ze vztahu (9.8) sily v uzlech

-1
[} - Foee {1}
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1, 1, -1 (s)
{g]r=—é"w@ALL {1}

Naltenim do spoledného vektoru dostaneme

Vi 1 1 =5
ra WAL ] 4 (t)
. n >

Zbytkové nevyvéiené sily jsou - ((-v) , kde

&1 ry L 002 A ¢t 9
&:- - = %r), — ry = _—QQ——H’_— 0 (w)
Y r%} 1

Prvni #d4dek nebudeme pot¥ebovat, nebot posuvy poditdme ze zmenSené sou~
stavy (1) a nikoli z rovanice (k). Opravy vypodteme z rovnice (9.9), to-
tiZ 2z rovnioce

2EA [ 2 -1 AUy . WeAet | o (v)
L | =1 1 Oy it 1

Al - (.OLQU’ 1L

Z opravenych hodnot 4+ A4, » 2+ Ae vyjdou nové hodnoty nap&ti
A A
Gy = Twel Gy = % wol (x)
a primérné hodnoty v uzlech '
@ 4 a ‘K'L ~ _9_ [ SPTY —
y =gwed, G ~pwed G =0 (y)

Vysledky jsou porovndny v tab, 2 a na obr. 24, Presné FeSeni je vytaZe-
no plnd, p¥ibliZné &drkovand, Je zirejmé, Ze pribdh napdti je po opravs
presnd)di, v uzlovych bodech vyjdou dokonce piesné hodnoty. Deformace
jsou v8ek nynf vét5i ne% pFesné.

Tab, 2 Vypodtené hodnoty z prikladu 19
Hodnota pY¥esné pPibliZné opravend
Euy/ uho €3 0,2292 0,2292 0,2500
Euslwot? 0,3333 0,3333 0, 3750
¢y [ wrot* 0,3750 0,3333 0,3750
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OBR.24

10, PARAZITNI SMYK U LINEARNICH PRVKS

Obdélnikovy element se Sty¥ml uzly ve vrcholech, zndzornény na
obr. 11, se zd4 byt velmi vhodny k modelovédni napr. rovinného ohybu
nosniku obdélnikového prifezu, u ndhoZ lze pFepoklddat buﬁ rovinnou na=
pjetost, nebo rovinné pretvoreni{. S poufitim transformace

- X ' (10.1)
E- = =
dostaneme tuto bilinedrn{ aproximaci
ulgm) = THCE ) I wd (10.2)
v (gm) = (HOg ) I{v]



Péitom {.U~1J =l u, U, Lc,.,}r ’ {U}=[’V1 VoV A ]T a PAdkovd matice
{H] mé prvky

B+ 1)
s g G- )
L (- e)1-9)
hy = (14 €)1-7)

(10.3)

P¥i istém ohybu soumdrném k ose ¥ bude L;=-U , U= W, U=
My < & o Posuvy V3 =45 = w4y =44 =0 . Rovnice (10.2) pak daji

Uulg ) =~-gqy
v ( %Hz] =0 (1004-)

misto sprdvaych vyrazl

w(g ) =~wen

v (g == 55 (- ) rp (1) (10.5)

které dostdvame z teorie pruZnosti., Tak se stane, Ze misto deformace vy-
znadené na obr, 25 dostaneme deformaci podle obr, 26, Rovnice (10,5) dé-
vd sprivné nulovy zkos

uw v
Yy = Y =0 (10.6)

kde?to rovnice (10.4) d4 parazitni zkos

=__‘Z_§ - = ‘ ‘ (10.7)
Qa

a jemu odpovidajici Sparazitm’. smykové napdti Gg’xy, které ve skuteénosti
pFi &istém ohybu neexistuje. Je-1i pomér @/l velky,znehodnoti tento pa-
razitni smyk vypolet. Tomu lze Jelit tim, Ze se k interpoladnim funkcim
pribere daldi tvarovd funkce - s parametrem Ay , resp. A, . Bude

,XX\Q,

M"KZEVZ ""Hﬂ’s‘(gﬂl) : ’

A = Ay (‘éﬂﬂ (10.8)

"Bublinové" tvarové funkei
e L) = (=gt - ) (10.9)

jsme nepfisoudili Z4dny uzlovy bod, To znamend, %e parametry 4y , Ao
nemaji vyznam posuvu néjakého uzlového bodu, To neni nic neobvyklého,
5 tim jome se jiZ setkall v p¥ikladu 10, Parametry A, , A2 miZeme pie-
dem "statickou kondenzaci' na Urovai prvku vyloudit, tak¥e polei stupnd
volnosti prvku se nezméni,
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OBR. 25

OBR.26

Zd4 se, %e bychom po#{dili nejlépe, kdybychom vzali do v¥podtu tva-
rové funkce (1- £ a (1-1*) misto (10.9), tak¥e by bylo

= THI{gu} + 41 (1= 69 + A2 Ut-7p)
v o= THI g} + (1= 61 + ppl1-77) (10,10)

Tato aproximace by v sob& zahrnovala presné Fefeni (10,5) pro &isty ohyb,.
M4 vi3ak jednu nevyhodu, neddvd toti¥ kompatibilni prvek, Funkce ( 1- E‘) §

(4-4ﬁ) nevymizi vSude na okraji a koefeicienty A4 aZ M2 Jsou nezévis—
1é parametry. Posuvy bodd na spoledné hranici sousednich prvkd nemusi
proto vyjit stejné, .

Pr¥iklad 20

Re#te tilohu &istého ohybu prvku zndzorniného na obr. 11 s aproxima=-
ei poéuvﬁ (10.8) a (10.9).

Uvedeme jen vysledek, Ohybovy moment je ekvivalentni se silami
v uzlech f1 =f,=-%|4 , {,=Ff = §|y o Celkovd préce vykonand t¥mi-
to silami p¥#i ohybu je
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o1 ‘ (a)
Vyjde
Rus 0 b u f
0 %1y 0 1 M ={0
ks 0 by A 0 (b)

a odtud Ay =0 , A= ~(ky/lk,) @ + Dosazenim t8chto vyrazd do prvatho ¥4d-
ku soustavy (b) dostaneme tuhost

i by — s oy (e)
A ‘Q% I
Druhy &len na pravé strand rovnice (¢) pfedstavuje zlepSenl, které pii-

neslo zahrnuti tvarové funkce (10,9) do v¥podtu. P¥itom vySlo

‘h,“ = % (E*é’: + G%,‘)

a
'hu =‘b.51 = %"(}LE*'FG)
by = - (E*E 462 (a)
1 &
h =—3§—(E*% +Gg)
E
EX = e (e)

11, NEPRAVA SINGULARITA MATICE TUHOSTI

Vrdtime se jestd k obdélnikovému prvku zndzornénému na obr, 11
a budeme predpoklddat, e posuvy 4 , U Jsou aproximovédny bilinedrnimi
tvarovymi funkcemi podle vztahl (10,1) aZ (10.3). Vektor pomdrnych defor-
maci £ dostaneme derivovédnim posuvi podle znémych Cauchyho vztahl, tak-
Ze bude

£ = Bg (11.1)

kde B(g,’r[) Je obdélnikovd matice typu 3 x 8 a 9 Je vektor posuvid uz-
lovych bodd typu 8 x 1, S pomoc{ Hookeova zdkona G = C€ dostaneme de-
formadni energii nahromad¥nou v prvku (elementu) o plo¥e {2,

L leTeda =197 [8cBdng
Q, Q

(11.2)



Je to kvadratickéd forma:vytvo¥end & matici tuhosti prvku

Kg = SNQBdQ : (11.3)
1,

Obdobné integrdly dostévéme i p¥i vypoltu matic tuhosti konednych prvki
Jinyoh typl. Neni-li analyticky vypodet integrdlu (11l.3) snadny, miZeme
jej svdiit po¥itadi, Jestli¥e predtim transformujeme prvek do roviny §

"  tak, abychom dostali ¥tverec =1 < (§;1) < 1 nebo jiny jednoduchy ob-
razeo, jak je to bdZné u izoparametrickych prvkd, je nejvyhodndjsi Gausso=-
va numerickd integrace., Vznikd otdzka, kolik Gaussovych integradnich bodl
méme volit., Chceme-1i dostat piesnou hodnotu integrdlu ("pfesnou" s podi-
tadovou presnosti), musi byt téchto bodl jisty minimdlni podet z4visly na
stupni polynomi obsaZenych v integrandu. ZvétSovédni podtu integradnich
bodl zdrafuje vypolet a nic se tim neziskd, SniZime-1i polet integradnich
bodd pod uvedenou minimdlni mez, dosédhneme &asto dvou p¥iznivych efektl
soulasnd, totiZ zlevnéni a zpiesnéni vypodtu. Zlevnéni je samozifejmé,
Zp¥esndni spodivd v tom, Ze nedokonalou numerickou integraci prvek "zm&kne",
Odvodime=1i matiei tuhosti rigordznd, vyjdou z Lagrangeova variadnfiho
principu posuvy mensi nebo nejvys rovné pfesnym posuvim, P#i nedokona-
16 integraci (tj. p¥i integraci s malym podtem integra&nich bodl) se stéd-
vé, Ze v integradnich bodech mé ndkterd z tvarovych funkei malou nebo do-
konce nulovou hodnotu, takZe se v matici tuhosti prakticky neprojevi nebo
projevi mélo. Prvek se pak Jevi poddajn&jsi, coZ miZe prispdt k lepsimu
vysledku, Timto numerickym "pokaZenim" matice tuhosti se vSak p¥ipravu-
jeme o vlastnost ohranideni pfesného vysledku, tj. nebudeme uzZ védét,
zda vypodtené hodnoty jsou stéle je3t& menS{ nebo uZz vEtSi neZ presné,
PreZenemé~1i tuto redukci podtu Gaussovych integradnfch bodd, mi¥eme do~
stat vysledky bud nesmyslné, nebo vibec #4dné, K Zddnym vysledkim se ne-
dopracujeme tehdy, stane-li se globdlni matice tuhosti singuldrni., Proto-
Ze k tomu doSlo numerickou cestou a ne z fyzikélnich p¥i¥in, oznadili
Jesme tuto singularitu matice tuhosti Jjako "nepravou".

Prvek na obr, 11 8 bilineérnimi tvarovymi funkcemi vede na integrand
v rovnici (11.3), ktery obsahuje kvadratické funkcepromdnnyeh § , Y
Proto k presné integraci postadi 2x2 Gaussovy integradni body. PouZijeme-
1i jen jednoho integradnfho bodu, d4 integrdl (11.3) s matici B( A
hodnotu

Ko = WB™(0,0)CB(0,0)137] (11.4)

zde |J| je jakobidn transformace (10.1), ktery vyjde v tomto pFipads
konstantni.®) Stane-1i se, e z prvkl sestavime strukturu zndzorndnou

®) P¥ipomenme, ¥e plat{

( $TayTaedy = [ Tx(@)y (8)1131dg dr -
Plocha prvku na obr., 11 je Q,;_{ﬁf‘j 1Jldgdn = 413\ = 4ab.
- T8 -
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OBR.27

lju }Z

OBR.28

na obr. 27 a pouZijeme matice (11.4), bude globdlnf matice tuhosti 1 po
predepsdn{ okrajovjich podminek singuldrnf, nebot lichob&Znikovym defor=
macim uvedenym na obr. 28 nebude pFislulet ¥4dné deforma¥ni energie
(p¥1 vypodtu Jednobodovou Gaussovou integraci). Abychom tomu zabrénili,
musili bychom konstrukei uloZit staticky neurdit& nebo alespon v jednom
z prvkd pouZit 8tyF (tj. 2x2) integradnich bodd.

Priklad 21

Kolik Gaussovych integradnich bodi musime pouZit, abychom dostali
rigorozni matici tuhosti u rovinného prvku s osmi uzlovymi body, zndzor-
néného na obr, 29%

K aproximaci miZeme pouZit polynom nejvySe s osmi koeficienty, tedy
Pluy) = Qo arx + @y + aax™+ ayxy +
Fasyt 4 A’y + asxy® (a)
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OBR.29

Koeficienty do a% G3 urdime tak, aby pro tvarovou funkei ‘hd (Xl‘j) bylo
'ﬂ\/{; (XQ' ,‘]3) = 5(5 (b)

kde 51,) je Kroneckerovo delta.™) Pom&rné deformace £x , €y Py bu=
dou pak obsahovat nejvys kvadratické funkce, takie integrand v rovnioci
(11.3) bude polynom &tvrtého stupnd, ProtoZe s podtem M Gaussovych inte=-
gradnich bodd miZeme p¥esnd integrovat polynom aZ do stupnd Am-1 , tj.
pro M = 2 polynom aZ t¥etiho stupn& a pro M. = 3 polynom aZ pdtého stup-
né, musime pouzit devét integradnich bodd (tj. 3x3).

Takto exaktnd vypodtemné matice tuhosti pouZijeme k ¥eSeni dlohy o
rovnom$rnd taZené desce zekreslené na obr, 30, M4 rozmér ém x 2m a na pra-
vé strané je zatiZena konstantnim délkovym zatiZenim 4 = 300 N/m. Proto=-
Ye prvek je kompatibilnf, je posuv AL (X=3,y) urdovén pouze posuvy uzld
loyy My, Uay o MiZe to bFt jen kvadratickd parabola

w(3y) = ey (y-1)/2 Pty (1-y?) + gy (g 41) 12 (c)

Pro ekvivalentni sfly v uzlech musi platit princip virtudlnich praci, po-~
dle néhoZ

4
_15 q Su dy = foSug + fo 8wy + f3 B, (d)
Pritom

= By y (Y=1)/2+ Buy (1-y2) + Bugy (Yr1)/2 (e)

ProtoZe variace je libovolnd, musi vztah (d) platit identicky., Porovné-
nim koeficientd vyjde

*®) Zvolime tedy g (xiy) =P (x Y) tak, aby platilo P( Xt ‘ji) =0 pro
CE g Plaiyg) =1,
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OBR.30

Velmi asto se v takovych p¥ipadech voli néhrade spojitého rovnomérného
zatiZen{ osamélymi silami "od oka"

i =§3=% ntz=q, (g)

Chybu, kterd tim vznikd, miZeme posoudit z tab. 3, v ni% uvddime hodno-
ty napéti vypodétené v Gaussovych integradnich bodech A (3 VO,G; {0,6),

B (3 V0,65 0), C (3 (0,63 - {0,6),

Tab, 3 Napéti v Gaussovych integra&nich bodech v desce na obr. 30

Bod S{ly podle (f) S{ly podle (g)
G'* G‘\‘ T)LH G‘)g ) G'} t)(\é.
A 300 0 301,4;1 -7,85 24,72
B 300 0 o 295,74 =9,55 0
c 300 0 ) 301,74 =7,85 24,72

12, MOHROVY VETY A GREENOVA FUNKCE

Pro ohyb Zt{hlého nosniku plati, jak zndmo, diferecidlni rovnioce

dy MK | (12.1)
ax¥ EI1WX)

- 8] =
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Kladny prihyd Y smé¥uje dol}, osa X gzleva doprava, kladny ohybovy moment

M gzplsobuje tah ve spodnim vléknu., Ogna¥me pravou stranu této nehomogen-
ni{ diferencidlni rovnice zkrdcend — m(x)= ~-M(x)/ EI(x) , Tuto velidinu na-
zveme redukovany ohybovy moment, Pak bude yﬁ(x)+rn(i\= 0 o Je=1i to

pravda, musi byt
L

Sw(x) y'0erm@G)Tax =0 (12.2)
0

pro jakoukoli véhovou funkei W (X) , kterd nenabyvé na defini¥nim interva-
lu <0;£> nikde nekone¥né hodnoty. Rovaice (12,2) bude splndna, bude-1i
YeSeni "4(x) pFesné., PouZijeme-1li néjaké p¥ibliZné aproximace, nebude in-
tegrdl v rovaici (12.2) nulovy, ale aproximace bude pravddpodobnd tim lep=-
81, ¥im bude absolutni hodnota tohoto integrdlu mensi, Kvalita vysledku
bude zdleZet nejen na zvolené aproximani, ale také na zvolené véhové funk-
el W(X) o Na této mySlence se zaklddd metoda véZenych reziduf, kterou se
viak hyn{ nechceme zabjvat,

Budeme tedy pFedpoklddat, Ze ‘Y (x) - je pfesné ¥eSenf a rovnice (12.2)
plat{ beze zbytku., Prvani &len rovnice (12,2) miZeme integrovat per partes.
Dostaneme

L \ t e I ]
oS Wit o = Lwy'l, - ox Wy dx (12.3)

Opakovénim tohoto postupu vyjde
a Ml ) t ! 6 ge [}
OS wayldx - [wy ]o—[w_«j]o)rowqu (12.4)

0 véhové funkei W(O jsme dosud nic neroshodli, S p¥ihlédnutim k rovnici
(12,4) a k tomu, Ze FeSenf Y4(x) dosud neznéme, zvoli{me véhovou funkoi
tak, aby platiloW's O, To znamené, Ze bude

W (X) = (’o + C1 X (12.5)

Posledni &len v rovnici (12.4) v disledku na¥i volby odpadne., Zbyvajici
8leny rozepifieme a dosadime do rovanice (12.2)., Vyjde

(Co+ Ce)y L) - Coyflo)- Gy (e) + ¢y yl0) +

¢
+°§ (Cot Cyx)m (x)dx =0 (12.6)

ReSeni (12.6) obsahuje okrajové hodnoty hledané funkce a jeji derivace a
kromd toho dvd integradnf konstanty. Pro nd musi vztah (12,.6) platit iden=-



éicky, nebot jediné omezen{, které klademe na véhovou funkel WI(X) , je
pofadavek linearity (12,5), Porovanénim koeficientd u konstant Co , ¢4 do-
staneme

12
Y0) - 4 (1) =m0 ax (12.7)

¢
YO -4(0) - ') = [xm () cx (12.8)

To jsou v3ak dob¥e znémé Mohrovy véty o momentové ploEe.")
Jsou~11i znémy podstatné okrajové podminky, daji tyto rovnice zby-

vajici (neznémé) okrajové hodnoty funkei Y(x) 9 YK .

Pozoruhodné na této spekulativni dvaze je to, Ze oicra;]ové hodnoty
hledané funkce dostaneme, anif jsme Fe&1li dlohu uvnit¥ definidni oblasti,
Kdyby se podafilo dosdhnout stejného efektu 1 u dvourozmérnych a ti¥iroz-
mérnych dloh, znamenalo by to nap¥., Ze bychom ziskali hodnoty hledanych
funkci na povrchu t3lesa, anif jsme Fefili prostorovou dlohu, Tak by se
stalo, Ze tfeba napjatost v povrchové vrstvd t&lesa by bylo moZné urdit
feSenim v dvourozmérné oblasti, a tim obe)it nesndz s rozmérnosti prosto-
rovych Uloh Yesenych metodou konednych prvki, Tato jednoduchd mySlenka
se stala zdkladem metod okrajové integrace,

Zajimdme~1i se také o prihyd nosniku uvniti¥ intervalu, stadf, zvoli-
me-1i véhovou funkci tak, aby platilo

wh'(x) =-8 (§-x) (12.9)
zde 0(X) je Diracova (zobecndnd) funkce majici tu vlastnost, Ze

8(0 =0 pro X #0

b(x) = pro  X=0

*e
[ 500 ax =1

3
ReSeni rovnice (12.,9) nyni zdvis{ na okrajovych podminkdch, Bude=~1li nap¥,
nosnik na obou koncich kloubovd podepfeny, bude 4(0) = 4({) = 0; zvoli-
me také W(0) = W({) = 0, Integrac{ (12.9) vyjde pro X, €<0,¢>

1 -%— pro X< §
wiix) = (12.10)
- _% pro X > g

a daldi integraci

» : ,
) Najdeme je nap¥, v knize TIMOSENKO, S.: PruZnost a pevnost, dil I.
TVV, Praha 1951, v &l. 34, kde byly odvozeny zcela jinym zpisobem,



(1-5 <
wix) =6 (x¢g) = £) o X 4§ (12.11)

X
§(1—~Z) pro X > §
Funkce W(X) zPejmd zdvis{ také na souradniocl § bodu, v némZ se Diraco-
va funkce b (€—~X) stévé singuldrnf, Ozna¥ili jsme Ji proto G(X.§) , Je
to Greenova funkce p¥islusnd k diferencidlnimu vyrazu -y' a okrajovim

podminkdm 4(0) = %Y(¢) = O, Dosadime-1i tuto véhovou funkei do rovnice
(12,4), odpadnou &leny s hranatymi zdvorkami a zbude

L )
O& Wylolx = —OS ) b (g-x)ax =-y () (12.12)

Dosadime-1i tuto hodnotu spolu s funkei W(x) = G (X §) do (12,2), vyjde
prihyb v libovolném misté X==§ nosniku

¢
Y (§) =°SG(X\§)/W»(X)0LX (12.13)

Vyhodou tohoto zplsobu FeSenf je, %e Greenova funkce (12,11) Je stej-
nd pro vSechny kloubov® podepiené nosniky, takZe ji miZeme vySet¥it pre-
dem, Pak misto YedSeni{ diferencidlni rovanice (12,1) poditéme pouze inte-
grédl (12,13), Jisté néds neprekvapi, Ze Greenova funkce hraje v metoddch
okrajové integrace dlileZitou roli.

Priklad 22
Vyslovte v&ty o momentové ploSe vyjdd¥ené rovnicemi (12.7) a (12,8).
Je=11i dhel ¢ ktery svird teéna k ohybové &dre M(X) 8 osou X ma-
17, je tgy =y'(x) #y. Za tohoto pFedpokladu zni v&ty (12.7), resp.
(12.8) taktos ‘
(12,7) Unel, ktery spolu sviraji tedny ve dvou bodech ohybové Sdry, se

rovnd redukované momentové ploSe mezi ordindlami (poradnicemi) téchto bo=-
dd,

(12,8) Tedny ve dvou bodech ohybové Sdry vytinaji na ordindle jednoho

z nich lUsek, ktery se rovnd statickému momentu redukované momentové plo-
chy k této ordindle, pridemZ redukovand momentovd plocha je ohranidens
obdma ordindlami,

Redukovand momentovd plocha je plocha pod k¥ivkou m (x)=M(x)/EJ(x).

Priklad 23

Odvodte Greenovu identitu pro funkce W(xiy) , ¢(X\4) , které jsou
v uzaviené oblasti Q s hranicf{ |' spojité a¥ do druhfeh derivaci vEetns,
Greenovu identitu piSeme ve tvaru

gnglqiaxdg— quvlwdxdg = é?w%%obs- é“f‘f%/f
aS o3 C r
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S pouZitim vysledkl z p¥ikladu 1 dostaneme
Y)

)" ?
ngqnpaxaq = qug% wdlx +§ax8@‘%wag =
2 2 29 w9 2
- %w(%dq-aﬂ-dx\ - 1 (% % * g g ) (a)

Z podobnosti trojihelniki na obr. 31 je

YA
o)
OBR.31
dy W% dx, V¢
ds ~ Imn T am (b)
takze
) Ap a Dy olx _
ar dy ‘z{%dx=(%a%;‘7aga)d/5 =
D P 0 ?
2(;ﬁgg 6%5 +'%%'é%)0u = M (c)

Vyraz (a) lze tedy upravit takto

b o, da %fofoﬁdx‘ o[ L T
¢

Oy w A
Do = D dxd
§ o5 S §)Lf o +§§({’VW “ (a)
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takZe
0
nglq’d*dv ‘E§>W‘#r30“"c§’t? %“* gwﬁwﬁ“dy (e)

coZ jsme m3li odvodit., Dosadime-1i do (e) W = 1, dostaneme v&tu Gausso-
vu=Ostrogradského (1,28) psanou pro gradient funkece Y

iqutl’d"d‘g - [Sg? Lo | (£)

Priklad 24
Zobecndte Diracovu funkei pro dvé proménné,
Diracovu funkci pro jednu proménnou jsme pouZili v rovanici (12.9).

Neni to funkce v pravém smyslu slova, nebot jejf hodnota v bodd X = O
neni ohranidend a je definovédna jen nep¥imo integrélem

& .
g 8(x)dx = 1 } ‘04(’ >0 (B)
-0 .

Rigordozni vyklad spadd do teorie distribuci (zobecndnych funkei) a ne-
budeme jej uvéddt. T) MiZeme gi predstavit, ¥e funkce 0(X) vznikla li-
mitnim pfechodem ndjaké spo;]it.é funkce J§(>() podle obr. 32 takové, Ze
pFi zufujicim se definidnim intervalu <-€ ,£¢> , lim & —» 0O, se zachovévd

jednotkovd plocha pod kiivkou {(x) v souladu s poZadavkem (a).

Diracova funkce pro dvé proménné X , Y bude mit tyto vlastnosti
5 (x,y) =0 (v)
ve v¥ech bodech mimo po&dtek X=0 Y = 0 a déle’
(5 6 uy) ot dly =4 (c)
KYX

pro jakoukoli oblast L obsahujici poddtek jako vnit¥ni bod, M4-1li (b)
platit, musi byt

5(0,0) = (a)

*) SCHWARTZ, L.: Matemetické metody ve fyzice (p¥eklad z francouzského
origindlu), SNTL, Praha 1972,



fW f(x)

OBR. 32

13, PRfMA{ FORMUIACE OKRAJOVEHO INTEGRALU

Pokusime se nyni napodobit postup, ktery Jsme pouZili ve 12, kapi-
tole, pi#i FeSeni dvourozmérné dlohy o krutu z p¥ikladu 8, Chceme tedy na-
Jit metodou okrajové integrace harmonickou funkci { takovou, aby splno-
vela rovanici

vig =0 v oblasti (L (13.1)

a okrajovou podminku

Y =G na hraniei [ (13.2)



PouZijeme metodu véZenych reziduf, podle které

y) Ty Lx =0 (13.3)
SQSW(X%)V({’(XV)dxd% 1

kde W(X\"‘}) Je véhovd funkce, Z Greenovy identity, kterou jsme odvodili
v pfikladu 23, pak dostaneme

- 3 by Qw
§§LPV W dxdy §’W Dm A4 ‘ﬁﬁf am (13.4)
kde A je oblouk méFenj po hranici L' ,

Nyni bychom m31i za véhovou funkei W( X\*g) zvolit Greenovu funkeci
€] Cx,‘\g € 'vl) o Nalézt Greenovu funkci je vdak obtiZnd dloha, VQG musi mit
v bodd P( g, "l\ singularitu, a to takovou, aby platila rovaice (c) z pii~
kladu 24, Mimoto musi splnovat okrajovou podminku na hranici ' . Tuto
nesndz lze zmirnit t{m, %e ob&ma poZadevkim vyhovime odd&lend., Greenovu
funkei vyjdd¥ime jako soudet fundamentélniho FeSeni y(x\%4j § %) , které
méd pot¥ebnou singularitu a splﬁuje nulovou okrajovou podminku v nekonel-
nu, a harmonické funkce i (x\Y4) , kterd Je v ocelé definidni oblasti spo-
Jitd a je tak zvolena, aby soudet y+iL vyhovoval okrajovym podminkédm na
hranici [ . Tedy

Glxiyig1m) =7 (ayig ) + wlxy) (13.5)
UkdZe se vS8ak, Ze vysta&ime s fundamentdlnim Fedenim

wioy) =06y itin) (13.6)

které snadno nalezneme a které nezdvisi na tvaru definidni oblasti {1 .
Vyhovuje rovnici

vy oy gim) =8 (=g, y-a) (13.7)

a nulové okrajové podmince v nekonednu. KdyZ z rovaic (13.6) a (13.7) do=-
sadime ro rovnice (13.4), dostaneme na levé stran¥ -~ Y(§,%) . Ozna¥me body
uvnit¥ oblasti P(g,%) a Q(xy) . PFejde-1i ndkter§ z tEchto bodd na hra-
nici [ » oznadime ;je;j pruhem, Z rovanice (13.4) pak dostaneme

PP = 5——(@ Py (@)au -

- (%' (@,7) (a) (13.8)

Snadno se presvéddime, Ze
4 Y
(@) = 3z 5| =7 (RQ) (13.9)
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kde

T = X - 1 & __4 L3 i

\j (x-8) ('\3 i (13.10)
a To Je libovolnéd referendni délka., Viude mimo bod 'P(El“?.) ;j; totiZ
V""y =0 av bodd P je Y= , Abychom se pPesvddiili, Ze singularita v bo-
d8 P md vlastnost (c) z p¥{fkladu 24, pouiidem_e vétu Gaussovu=-Ostrograd-
ského, podle které ‘

Sg viy dxdey = § %u oA (13.11)

Je to rovanice (£) z prfikladu 23. Oblast $X* obsahuje P(§,7) jako vnit#-
ni bod. Zvolime ji ve tvaru kruhu o polomdru Q@ se stiedem v bod¥ P
(obr. 33)¢ Integrand na pravé strand rovnice (13.11) je pak

Vy Vy © 4
9 - = — (13.12)
Dw D ar reg 97Q
a integrdl dévd -
QrX o 1
Q,____w) dy = S +ve edy = (13.13)
r* ° _
y 4
* a
r
X
>
0
OBR.33

ProtoZe plat{ (13.7), ddvd lev4 strana rovanice (13.11) rovnd%Z jednidku,
tak¥e funkece ¥ (P Q) vyhovuje podmince (c) 'z pFikladu 24,

Rovnice (13.8) umoZnuje vypoditat funkdni hodnotu ¥ (§,%) v kterém-
‘koli vnit¥nim bodd oblasti fl , znéme-1i okrajové hodnoty ¥ a ¢ /Im.:
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Proto¥e P je v oblasti §) harmonickd funkce, stad{ k jejimu urSen{ zndt
bud okrejové hodnoty (¢ (Dirichletova Wloha), nebo 0¢/Dm (Neumannova tdlo-
ha), Okrajové hodnoty 0(//97:, jsou tedy dplné urdeny okrajovymi hodnotami
¢ a naopak [ pokud plat{ adle uvedenj vztah (13. 21)].

Abychom ziskali integrélni rovnici, kterd F¥elf vztahy pouze mezi
okrajovymi hodnotami, pF¥esuneme bod 'P(g,ﬂ} na hranici [' do bodu P .
Misto vztahu *)

le@v(raran =g —_—

dostaneme nyni, pokud P 1e%{f na hladké ¥4sti hranice [ s Vztah
e A P~
& gAY (Fa)aQ = 19 (?) (13.15)

nebot integrace se nyn:[ vztahuje jen ne jednu polorovinu, jejiZ okraj tvo-
¥{ teSna v bod® P ., Kdybychom bod P ztotoznili s hrotem (vrcholem) P
hranicel'(obr, 34), bylo by

= w =
D§Lf(Q)V’;)r(P.Gt)om“E;'ELP“’) (13.16)
kde W znad{f dhel teden zleva a zpravé.; na hladké &dsti hranice Je w=T.

Pro jednoduchost budeme naddle piedpoklddat, Ze hranice je hladké.
S pouZitim (13.15) dd rovnice (13.4)

_ Yo
¢ = 2§ 7% (3,P) g (@)dks -

Cx o=y ) ols
~2§7(Q.P) m (8] (13.17)

Funkce 7Y (ﬁ‘ﬁ ) je p¥itom ddna rovanici (13.9), kde T znadi vzddlenost
bodd P , QA ,

Rovnice (13,17) je zékladem jedné verze metody okrajové integrace.
Protoze QE[, je @(Q)=¢(4) @& podobnd i dal¥i funkce., P¥i numerickém
PeSeni pouZijeme podobnou aproximaci jako v metodd konednych prvki, Bu=-
deme inteypolovat mezi uzlovymi body ob¥ funkce, Y 109 , jako by
8lo o nezdvislé funkce, Vezmeme

@ (8= g (g, = [61{F} (13.18)
0 (14
22 4y = L hta (3E); = THIE 2w (13.19)

- Q
®) Vztah (13.14) je pPimym disledkem toho, %e VY je Diracova funkce,



OBR.34

kde §c a H; Jsou bézové funkce, Vyrazy (13.18) a (13.,19) dosadime do
(13.17) a budeme poZadovat splnédni této rovnice v dostatedném podtu ko-
lokadnich bodd. Dostaneme tak soustavu algebraickych rovnic ve tvaru

[al{g} = [B]{%" (13.20)

odkud mﬁﬁeme vypoiitat vektor {og/Pm} , je=11 {F! ddno, nebo naopak.

ProtoZe V' ¢ =0 , musi byt podle rovnice (f) z pFikladu 23

% o (a)oh =D (13.21)
T

Tuto rovnici spliuje pFesné FeSenf beze zbytku, P¥ibli*né FeSenf (13.19)

nemusi rovnici (13.21) pFesnd splnovat,

. KdyZ jsme z rovnice (13,20) nalezli vektor {D@/0m} pomoci daného
vektoru { @} , ktery obsshuje okrajové hodnoty Y: o miZeme z rovnice
(13.8) urdit funkdni hodnotu Y kdekoli uvnitF oblastl, Pokud nds zajimd
jen smykové nap&ti na okrajil oblasti 5! , pak k jeho vypodtu stadi zndt
jen okrajové hodnoty { a Vp/Dm , takfe rovnici (13.8) anil nepot¥ebu-
Jeme, .

Priklad 25

Presvédte se o sprdvnosti rovnice (13.8) pro p¥ipad, Ze harmonickd
funkce Y = X = rcoo (v polérnich soufadnicich) a Ze definidni ob-
last tvoP{ jednotkovy kruh, Sou¥adnice bodu P zvolte T = 0,53 & = 0,

Podle obr., 35 Jje na hranici ['
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_ % _
9(Q) = con, 2 (@) - () - eonct (a)

—

Pro vzddlenost § bodu & od bodu. T dostaneme pomoci kosinové véty

J = | 115 - coset (b)

nebot 0P = 0,5, Pro (o = 1 dostaneme uvnit¥ oblasti L

2(Q,P) = -lif bng (c)
a na hranici [
~ 1 —
Q’(Q.?)=‘ﬁ:fm VﬁQS'-c,OQU. ()
Pak také 2
2 gy = 20 -
N (QIP) s Q n 'Q’? 11[@ CDQ(} (9)

A b = “Ié— Aol (£)
KdyZ (b) a (f) dosadime do (e), dostaneme po \pravéd
W% = 1 1- 015 cont
Ty B P)= 2T 1,15 -C0ack (g)



Rovnice (13.8) dédvé

@M - 3 S[ o _ g (425~ eonct ] eonccel. s

Analyticky vypodet integrélu v rovaici (h) je pracny. AvSak numerickym
vypodtem se snadno pFesvddiime, %e vyjde sprdvnéd hodnota

Y@ =095 ) (1)
Priklad 26

Zvolte nyni bod P na hranici ' podle obr. 36 a presvédéte se o
platnosti rovanice (13.17).

OBR. 36
Tentokrdt vyjde
= = 1 .o
3 (PR) = 77 A (2 4w ) (a)
2 _
7 (8,7) = = (v)
a rovanice (13.,17) d4
95-¢ « A
Lp(p)v—-&m In (1 4m 7 ) Coact dot = 4 (o)
€20 g

ProtoZe druhy z integrdld v rovanici (13.17) obsahuje singuldrni bod, po-
¢itdme jeho hlavni hodnotu. Prvni integrédl na pravé strand (13,17) vyjde
nulovy.
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14, NEPEIMA FORMULACE OKRAJOVEHO INTEGRALU

Je-11i nekonednd dlouhy rovny drét nabit pozitivnim elektrickym nébo-
jem, pisobi na bodovy pozitivn{ néboj ve vzdédlenosti 7 od drdtu odpudivéd
elektrostatickd sila, kterd Je podle Coulombova zdkona Umérnd integrdlu
(Obro 37)

T
w 3
ey | Cay I N
-S ot X *‘g Ay =" (14.1)
-0 -T2

Chceme=1i tuto silu dostat derivaci néjakého potencidlu ve sméru v , mu-
s{ bjt tento potencidl vmdrny m (1/r).

Predstavme si nyni rovinnou oblast {1 ohranienou ki¥ivkou L' Jako
prim&t nekonedného védlce kolmého k nékresnd, Na jeho povrohu nechf jsou
prévd takové "dréty" Hiroké d4 , 2z nichf kaZfdy nese ndboj Gmdrn§ hodno-~
t8 {'(Md/s . Vysledny potenciél ve vnit¥nim bodd oblasti bude uUmdrn§ hod-
nots™)

4
v (?) = § 1) o e
kde T Jje vzddlenost bodu P od bodu QUIEl’ o %(M Je hustota elektric—
kého néboje, Viraz (14.2) je v matematice, resp. v teoretické fyzice zndm
jako rovinny potencidl jednoduché vrstvy.

Ulohu miZeme zkomplikovat tim, Ze budeme na povrchu vélce pFedpoklé-
dat dva izolované polepy ve vzddlenosti &€ , v nich% bude opadnd polarizo~-
vany néboj §(A)ou , Tesp, -{(8)cs . Sou¥in €f{(4) nazveme hustota momen=-
tu dvojvrstvy a oznadime /l,b(/s).

*) Konstanta UmSrnosti obsahuje permitivituj do vipoStu jJi nezahrnujeme,
nebof se zajimdme jen o matematickou strénku vici. Nésobek harmonické
funkce Vv (P) je rovnd# harmonickd funkce.
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OBR. 38

Potencidl dvojvrstvy vypo&teme s piihlédnutim k obr, 38 a rovamici (14.2)

WP - - § i) 28 (24.3)
Je toti¥ v |
! - 2o d o,
f""m—fmr=-@w(v+scmp)+@wr— Ecaaf g Inr =
__ Ecaf
= T (14.4)

Ozna¥ili jsme (> = 4(13_‘5.?73, r =[Pl

Funkce V(P) podle (14.2) je harmonickd z obou stran hranice [' a pres
ni spojitd. Funkce W (P) podle (14.3) je vn& i uvnit# hranice rovnd¥ har-
monickd, avSak na hranici L nespojitéd. ProdlouZime=1i funkci w(P) do
bodu P na hranici [ zevnit¥, dostaneme hodnotu WG(P) o ProdlouZenim
zvenku vyjde We(P) , Hodnota potencidlu Wo(P) p#fmo na hranici souvi-
8i 8 d¥{vEjsimi hodnotemi takto

Wy = WO—IC/U.L-ﬁ)
We = Wo + T M (P)

DokéZeme prvni z téchto vztahl gopoci obre. 39, Pro bod P na hranici [
bude podle (14.3) platit © ={PR| ; bude

(14.5)

Wo = W(,s) = —r®}4.(,s) ﬂ%&. oA (14.6)



0BR. 39

Integrand obsahuje slabou singularitu, takfe poditéme hlavni hodnotu in=-
tegrilu. Prodloufeni zevnit# dostaneme, kdyZ se pri integrovéni vyhneme
singuldérnimu bodu 3 tak, aby tento bod zlstal uvnit¥ oblasti. OpiSeme
tedy kolem tohoto bodu malou pilkruZnici C o poloméru Q@ a prejdeme k
1imit¥ Q> O, Bude

Wi (7) ~-<§>;Au)——(imﬁ/¢(\>)m8 gdy - (14.7)

= W (P - r/x,(P

Kdyby bod P nebyl na hladké k¥ivce, sle nékde v hrotu, tedy kdyby to byl
nap¥, bod ? na obr. 34, musili bychom &initel T v rovnici (14.7) nahra-
dit dinitelem (2T~ w)-

ReSeni Dirichletovy ilohy, tj. vyhledédn{ funkce § vyhovujici rovni-
ci (13.1) a okrajové podmince (13.2), je moZné ziskat ve tvaru (14,3),
kde hustota /,L(,s) bude nyni nezndméd funkce, Predepsane okrajové hodnoty
0 ztotoinime s vnitFnfm prodloufenim funkce W;(P) , nebof mezi hodno-
taml ( = Le(P) na okraji [ a @ (P) uvnit¥ oblasti {1 nen{ ¥4dné nespoji-
tost. Do rovnice (14.7) tedy dosadime W;(P) = \f('P) a dostaneme

¢ (7) - - d i) ZR o —mu (P (14.8)

Za vyraz dscoafs/r miZeme do integrélu rovnice (14.8) dosadit dd (obr.40).
Bude pak

97 = - u Mt - ) (14.9)
"\

Nezndmou funkei }I,(A) v rovnici (14.8), resp. (1) v rovaici (14.9), mi-
Yeme interpolovat u¥itim bézovich funkei 4, (4) , takZe

M) = Z{\,c(b)}ig = TH1{m} (14.10)
- 96 -



OBR.40

zde [H] je #ddkovd matice bédzovych funkei a {m} vektor obsahujici uzlové
hodnoty /M,c o Dosazenim (14.10) do (14.9) dostaneme soustavu algebraickych
rovaic

[M1{m] = {@l. (14.11)

kde 16} obsahuje okrajové hodnoty (P « ReSenfm rovnice (14.11) dostaneme
vektor !™}a z rovaice (14.10) aproximaci funkce M(4) . Funk&ni hodnoty ¢
miZeme pak vypoditat kdekoli uvnit# oblasti uZitim rovnice (14.3), kte-
rou pFepifeme do tvaru

am
g (P ;-—F@,u,(,s) —c%@-o(;g = —og p ) d+ (14.12)

Pozndmka

-

V literatuFe bjvd misto dhlu > zaveden Ghel (Qe, ?V) =~T-3 , takie
k¥ivkové integrdly obsahujici Coo3 maji pak opadné znaménko [ Coaf = -coa (T-p)].
Mimoto byvd n&kdy zavedena dvojvrstva s opadnou polaritou, taxZe funkce
}L(A) zméni znaménko, P¥i prejimén{ vzorcl z literatury musime témto okol=-
nostem vénovat zvySenou pozornost,

Priklad 27
Reste problém krutu tyde Itvercového prifezu 2x2 metodou povrchové
integrace podle rovnic (14.9) a (14.12).
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OBR. 41

Pro srovnédni s pFikladem 8 pouZijeme na obvodé prifezu stejné uzlo-
vé body jsko na obr, 7, aviak odislujeme je 0dliZn& od obr. 10 (viz obr.
41), Predepsané okrajové hodnoty budou stejné jako v p¥ikladu 8, dosa=-
dime-=1i @ = 2, Bude {; = =0,5; (), = =0,625;3 ¢, = =1, K FeSeni vyuZi-
jeme soumérnosti, coZ bychom oviem p¥i rutinnim FeSeni{ na pF¥imé¥end velkém
poditadi nedélali; sestavili bychom vypodetni program tak, aby jej bylo
moZno poufit pro obecny tvar prirezu.

Nejprve nalezneme hustotu }&U) gz integrdlni rovnice (14.9), kterou
upravime takto ' ' '

(im—w)P($)+ @}L(@)dﬁ=~q’(-ﬁ’) @)

kde W=T pro body 1,2 & W=TW(L pro bod 3, Protofe jde pouze o demon-
straci metody a nikoli o ziskéni velmi pFesnych vysledkd, pouZijeme k in-
tegraci "obdélnikového pravidla". Obvod rozddlime na stejné Sdsti tak, aby
uzlovy bod byl vZdy uprostifed., P¥li integraci budeme predpoklddat, Ze funk=-
ce J(4) Je uvnits ka?dé ésti konstantni a rovna uzlové hodnoté/Le o Rovnice
(a) tak pFfejde v soustavu algebraickych rovaio

(m-whus+ 2 py (00)y = - ¢ (b)
Vyznem veli&iny (AV) g Je zzi’-ejlmi z obr. 42, Pro bod 1 nap¥., dostaneme
K g + i,f/usarcéqdq +/uz(a.m&4} 3 - aw%ﬁ) ¥
r palaroly § - avchy 3) + pavely § —arcig §) +
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+ s (arety 5- arctg %H/x,(arc&g 8-arctg &)+

A ()
+/A,1G,ch% B]=—~(,P1
k
\b‘ﬁ\;\k
l i
OBR.42°
MiZeme Jjedt& pouZit soudtové véty
b _ n-
arckg 4 - arctg v = arety ' (a)
Timto zplisobem dostaneme soustavu rovaic (14.11) ve tvaru
3,8954 1,5771 0,8107 M 0,5
0,6730 4,6774 0,9716 M2 - 0,625 (e)
0, 3997 0,7893 5,0942 }k; . 1

Prvni *ddek (e) odpovidd rovnici (c).Druhy, resp. tireti F&dek plati pro
bod 2, resp. 3. Uvddime zaokrouhlené hodnoty. Ze soustavy (e) vypo&teme

iy = 0,055 383
M = 0,088 630 (£)
Jus = 0,178 223

KdyZz jsme ziskali tuto okrajovou funkci, vypoditéme hodnoty Yy o Y5
z rovnice (14,12), PouZijeme stejné integradni metody. Vyjde

Yy = =0,58786
Yy = =0,59342 ()

Funkei Y l.x.g) nahradime na uisedce 1 = 4 =5 = 4 = 1 parabolou &tvrtého
stupné obdobn& jako v pfikladu 8 a vypodteme derivaci v bodé 1; dostane-
me nejvétsi smykové nap&ti v prifezu
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Tmax = 6V (%%— |,l + 1) = 1,37661 69 (n)

misto pfesné hodnoty 1,35062 GV , Chyba tohoto F#eSeni je jen 1,9 % (na-
vzdory pomdrnd hrubé numerické integraci)., Je tedy asi dvaapllkrdt mensi
neZ v p¥{ikladu 8,

Priklad 28

UkdZeme FeSeni dlohy o elastické rovinné napjatosti s pouZitim prin-
cipu superpozice. Zédkladem je FeSeni napjatosti v polorovin& zatiZené na
okraji osam$lou silou F (obr. 43), Napdt{i jsou

Gy =0 (a)

OBR.43

To znamend, Ze vektor napét{ F v ¥ezu vyznadeném.na obr, 44 Je

F ;o
F-Grtos & =- T 22 (b)

-S>
Zde @r je jednotkov§ vektor ve smiru polomdru T %)

Budeme hledat nap&ti v oblasti S & hranic{ I’ zatf¥ené na obvods
znémym zpisobem (obr. 45), T&leso si budeme myslit sloZené z polorovin,
jejichZ okraje vytvdfeji hranioci [ jako obdlku., Jedna z tdchto fiktiv-
nich polorovin je na obr, 45 zakreslena, dotykd se t&lesa v bodé& A .

V dotykovém bod& pFipojime fiktivni zatiZeni

AF = ?(@)d/s (e)

i A s ——

]
) Je toti? pds =Gy dACosol , kde db Je délke Fezu vyzna¥end na obr., 44
srafovdnim,
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OBR.44

dF = f(ﬁ)ds

OBR.45

které vyvold v bodd P v naznafeném Fezu vektor napsti
> 2£(QR) Coy Losel. 3
dp = - =% T Crdb (@)

8 vyuiitim zdkona superpozice dostaneme celkem

19 =y Wy oo, =
st - 3410 2 g0
Rovnice (o) plati pro vnitrnl bod oblasti, Budeme=-1li tedy zndt okrajové
(povrchové) zatiZeni }(Q) 'f(é) , budeme umdt vypoditat nap¥ti v kterém-
koli vnit#nim bod¥ t&lesa z rovnice (e), Mylili bychom se vSak, kdybychom
soudili, Ze toto okrajové zati{Zeni % Gl) Je totoZné se skuteinym zatiZe-
nim ‘p (®) na povrchu t&lesa. Kdy toti¥ prejdeme s bodem P do bodu Pe
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bude integril v rovnicli (e) obsahovat slabou singularitu {(kdy? se bod &
ztotoinf & bodem P , je © = 0), Funkoi p (P) 1ze sice prodlou#it ze-
vnit¥ na hranici ' , ale tato hodnota se bude 1iZit od hodnoty f. v tém-
%o bod¥, nebof funkce (e) se na hranici [’ nespojit¥ m3ni. Vnit#n{ pFibli-
Yen{ bodu P do bodu P dostaneme, kdyf obdobn¥ jako na obr. 39 obejdeme
singulérni bod. Nejprve z integra&niho oboru vyjmeme nejbliZsi okol{ sin-
gulérniho bodu a vypodteme v limitd hlavni hodnotu integrélu. Co jsme
pFitom v singuldrnim bod$ P vynechali, je prévd hodnota § ?) o Musime ji
tedy pridat (odpovidd integraci po kiivce C na obr. 39), Dostaneme hodno=-
tu P), kterd odpovidd skuteinédmu zatiZeni okraje, nebof 8poJjité& nava-
zuje ne pole napdti uvnit¥ definidni oblastl., Bude tedy

B(®) -TR) -3 §1@® 27— Z s (£)

Levd strana v rovnici (f) je déna, Nezndmé fiktivni zatiZeni ;IA) nahra=-
dime soustavou diskretnich hodnot §t (I= 1, 2, eeep™) v uzlovych bodech
a prislusnymi interpoladnimi funkcemi, Z rovnice (f) pak dostaneme sou=-
stavu algebraickych rovnic obdobnd jako tomu bylo v pFikladu 27.

15. METODA OKRAJOVYCH ELEMENTS

Podstatou metody okrajové integrace jJe PesSeni integrdlnf rovnice,
kterou ziskdme bud pFimo pomoci fundamentdlniho ¥eSeni diferencidlni rovai-
ce nebo nepfimo  superpozici Wdinkl osamélych "sil" plisobicich na povrchu
(okraji) *e3eného t3lesa (definidni oblasti). Poka?dé jde o PefSeni ddin=-
k% bodového zatiZeni prostoru nebo poloprostoru, pop¥. roviny nebo polo=-
roviny. To jsme podrobn& ukdzall na p¥ikladu FeZeni Dirichletovy idlohy
v kapitole 13 a 1l4. Integrdlni rovanici feéime'numericky. V p¥ikladu 27
jeme pouZili nejjednodussi integradni metody a presto jsme dosdhli vyni-
kajici pfesnosti i p¥i hrubém d8leni obvodu vySetPované oblasti, Vipolet
bychom mohli dédle zpFesnit, kdybychom pouzili jemn&jsiho d&leni nebo
presndjsi integradni metody. Jednou z moZnosti, o které jsme se jiZ zmi-
nili, je aplikace metody konednych prvki. Mluvime pak o metod& okrajovych
elementd (prvki),

Porovnéme-1i p¥iklady 8 a 27, nezdd se byt v pracnosti FeSeni velky
rozd{l, To je tim, Ze jsme ¥edill Ulohu malého rozsahu. V praxi se viak
projevi velky rozdil v tom, Ze Ulohu o M =rozmérném télese YeSime meto-
dou okrajovych elementi v ( Mm-1 )=rozmérném prostoru; metoda konednych
prvkl tuto vyhodu nemd., UZiti metody okrajovych prvkd mi¥e tedy znemenat
podstatnou Usporu paméti, coZ miZe dasto rozhodnout o praktické resSitel=-
nosti dlohy, Vid&1li jsme také, %e p¥i stejné siti uzlovych bodi jsme do- .
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s4dhli metodou okrajové integrace vdtsi pFesnosti neZ metodou kone&nych
prvki, Rozdil by byl jestd vdt8{, kdyby 8lo o definidni oblast zasahujioi
do nekonedna nebo o oblast, kterd by obsahovala singularity (tdleso s
trhlinemi), Velmi wvyhodnd je aplikace metody okrajovyich elementd v kon-
taktnfch dlohdch, nebof podminky dotyku povrchi t3les se daji jednoduse
formulovat a FeSeni, které vyiaduje itera¥ni postup, se tfkd prévé jen
povrchovych elementl, Za uvedené vyhody vsak musime n3&{m zaplatit,. Je
to v8t3{ matematickd ndrodnost a potfeba zndt analytické FeSeni ddinki
bodového plisobeni, které tvoFi zéklad metody, Nalézt toto FeSeni je snad-
né u linedrnich izotropnich materidld, ale v jinych p¥{padech miZe byt
obti¥né, Jinou nevyhodou je, Ze matice (Al , [Blv rovaiei (13.20), resp.
matice [M] v rovnici (14.11), vyjdou plné & nesoumdrné, kdeZto metoda
konednych prvki dévd maticl pdsovou a soumérnou,

Omezeny rozsah této publikace: nedovoluje probirat metodu okrajovych
elementd podrobndji, Jeji efektivnost mife byt jestd zvySena tim, Fe ji
1ze snadno spojit s metodou konednjeh prvki, dst dlohy miZe byt FeSena
Jednou metodou, jind &4st dlohy.druhou metodou. Kdy% o tSchto moZnostech
referovall Zienkiewloz, Kelly a Bettes, dall svému pFispé&vku nézev:
"Syatba podle médy. NejlepSi z obou svdtd (konednfch elementd a okrajo=
v¥ch integréld)", =) '

Ackoli se zdd byt metoda okrajové integrace zcela moderni, jsou je~-
34 podstatné mysSlenky tak staré jako sama teorie integrdlnich rovniec,
Ve 12, kapitole jsme ukdzalli jeji souvislost dokonce s Mohrovou teorii
z roku 1868, Integrdlni metoda FeSeni rovinné napjatosti, kterou jsme
pouzili v pFikladu 28, pochdzi z roku 1924, Diive vSak byly integrdlni
metody povaZovdny za tdZkopddné a ze nevhodné pro praxi, Pouiivaly se
jen v mechanice tekutin a v Ulohdch o potencidlnim poli,- kde pat¥ily
k tzv, nep¥{mym metoddm, Pokroky v poditadové technice v3ak vedly k to-
mu, Ze se od sedmdesétych let metoda okrajovych elementl intenzivné roz-
viji a pouZivd se i k FeSeni dloh z teorie pruZnosti., Dnes se tato me=-
toda uplatﬁuje také v geomechanice a dokonce v elastoplasticité,

16, NEWTONOVA-RAPHSONOVA METODA RESENT NELINEARNICH ULOH

UZiti metody koneénych prvki vyZaduje, abychom nejprve vybrali re=
prezentativni strukturu konednych prvki popisujicich danou konstrukei,
a tim vytvorili jeji matematicky model, Pak ndsleduje vypoet neznémych

»
) Energy methods in finite analysis (red. R. Glowinski aj.). John Wiley,
Chichester 1979.
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pol{ a kone&né& intepretace vysledkl, Z hlediska praktického vyuZiti vy-.
s8ledkl Je nejdileZit&jé{ formulace matematického modelu a intepretace
vysledkl, U linedrnich dloh to plati témd# bez vyhrad, AvSak u nelinedr=-
nich loh zédleZ{ pF¥esnost a spolehlivost vysledkl i na vypodtové strate-
gii, Ta vyZaduje zkuSenost. Nechceme totiZ dostat jakékoli Feseni, ale
Jen takové, které je stabilni, dostatednd pfesné a mi fyzikdlni smysl.,
Krom#& toho je ve hite ¢asovd ndrodnost, a tedy i cena Feseni,

Podle dosavadnich zkuSenosti se zdd, Ze nejefektivndjdi je rozddle=-
ni{ nelinedrn{ dlohy na posloupnost linearizovanyeh dloh YeSenych krok
za krokem, tedy inkrementdln{ p#istup. Je dileZité, aby fyzikéln{ rovni=-
ce byly splndny na kaZdém kroku, nebof jinak se mohou chyby akumulovat
a mohou vést ke zcela faleSnym vy¥sledklm nebo ke ztrdtd numerické stabi-
1ity., Zvolime=li p¥{1i8 maly krok, vzrostou ndroky na vypodetni &as,
Zvolime-1i pF{1i8 velky krok, vzroste nutany podet iteraci a tim zno=-
vu vzrostou ndroky na vypodetni &as, coZ znamend i vzrist ceny za vypo-
get, Mimoto hrozi ztrdta konvergence., Existuje tedy nejvyhodndjs{ veli=-
kost kroku, kterou viak pfedem. neznéme, Krok At pritom nemusi byt v ce-
1ém rozsahu FeSeni konstantni, Naopak, nap¥. v Qlohdch o creepu by to by-
lo velml nevyhodné.

Zékladem inkrementdlniho FeSeni nelinedrni statické dlohy je rov-
nice

Kit)g - Ft+ak)-R(¢) (16.1)
kde K(t) je te¥nd matice tuhosti, odvozend z konfigurace v Zase t ;

F(t+ At) je vektor zobecndnfch vndjsich sil, které pisobi v uzlovych
bodech v okam¥iku t+at ; R(t) je vektor vratnych sil v uzlovych bodech,
vyvolanych napdtim uvnit¥ prvki v okamiiku t ; 4. Je rozdil zobecndnych
posuvl U na konci a na zaddtku kroku, tedy

g = (b ad) - () (16.2)

Rovnice (16.1) byla odvozena linearizaci dlohy pro &as t ; piedpoklédé~-
me, %e to¥n4 matice tuhosti X (t) se v intervalu (t, t +At) nezménf, Kdyby
lim At- 0, pFfeSel by p¥irdstek ¢ v diferencidl posuvi AU e rovnice
(16.1) by platila pPesnd, P¥i koneiném kroku Ot jde jen o prvaf p¥ibli-
Zen{, které musime jedt& korigovat.

V dynamice pFibudou v rovnici (16.,1) jest& setrvadné sily, takZe
bude

Kb g = F(t+at)-R($) - Ma (t+446) (16.3)

Nahradfme-1i zrychlen{i v intervalu (%, t+4%) konstantnf stFednf hodno-
tou, dostaneme pro rychlosti piibliZny vztah, ktery odpovidd "lichob&Z-
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nikovém pravidlu® integrace v Sase, totif vstah
Gt +ab)- i)~ 3 {Elbeab)+ d(e) Tab - (16.4)

Obdobnd dostaneme

w(t+at)- w(t) = %{a(f*Aﬁ)+d’(t)}Ab (16.5)

Z rovnice (16.4) vypo&teme X (£+at) g qosadfme do rovnice (16.3). Pak
jest8 Av(4+ A+) nahradfme hodnotou vypo¥tenou z rovaice (16,5) a dosta-
neme

4
[K(ﬂ*’@aM]@ =
e F(bab)-R(E) + M A0 + L)} (16.6)

Rovnice (16.,1), resp. (16.6) slouif k vypo¥tu pfirdstku 4 vektoru zobec-
ndnFch posuvd, ktery musime iteraceml déle zpFesnovat, Je-1li ve statice
t¥eba na kaZdém kroku iterovat tek dlouho, aZ jsou v okam¥iku ++ At

8 potifebnou piesnosti splndny podminky rovnovéhy, plat{ to tim spife o
dynamice, kde oviem podminky rovnovéhy nahrazuji pohybové rovnice, Aviak
anl to, %e je splnfme na ka¥dém kroku, jestd nezaruduje stabilitu FeSeni,

Ozna¥me piFesné FeSeni hvdzdidkou. Pro né& mus{ byt na konci integral-
niho kroku splndna podminka rovnovéhy

resp. pohybovd rovnice
F(U.*(H'AH)_M(Z*(t*'M’)- Q((A*(t-\-M‘)).: 0 (16.8)

0b& tyto rovnice miZeme zapsat jednotnd jako nelinedrni vektorovou rov-
nieci pro posuvy

fur) -0 (16.9)

Zde {-(u*) znamend levou stranu rovanice (16,7), resp. (16.8). KdyZ z Taylo-
rovy ¥ady pro tuto funkci ponechéme prvnl dva &leny, dostaneme

) 2§ o

zde je (t-1) nf aproximace k presnému FeSenf A* v Zase t + At .
Levé4 strana (16,10) je podle (16.9) rovna nule., Prvan{ 3len na pravé stra-
né je podle (16.7) a (16.9)

Flw@) - F (uu"4))_ R (1)

4=
U,“H) . ((L*— w" 1)) (16.10)

o-4)

(16,11)
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v Sase t+at , takfe rovnice (16,10) df

_pl-0, @, TOE AR qle-1) f w  @W-y
RO plomy [ 22 2= T (-0 - 0

W W (16.12)

V Glohdch z dynamiky bude na levé strand rovnice (16.12) je&td &len -M 't
podle (16.8)0

Av3ak podle definice te¥né matice tuhosti je %)

R

W}(t“): K“-”(f‘* A{:) (16.13)

ProtoZe setrvainé sily ¥adime podle d’Alembertova principu k vndjsSim si-
1ém, je s p¥ihlédnutim k (16.6) a (16,3)

AW Ale-1 "
! = o

P¥iristek vektoru posuvl bdhem iterace oznalime

M . (16.14)

A o [“*‘.‘“‘({-QJHM (16.15)
Rovnice (16.12) pak d&vd |
TR0 g a) +—(%;‘—1M]A<A“)= Fles ab) - RO 4 ag) -
_M{f‘mz (”‘(Hae () -
- o al) - el | (16.16)

Protofe rovnice (16.12) pfedstavuje podle Taylorova rozvoje pouze prvai
aproximaci k p¥esnému FeSenf{ U*, pouZijeme ji k vypodtu dalsi aproxima=-

ce, takZe iteradni smylka bude
: -1 ()
W (b4 a8 = w0 (Frad) + o (16.17)

Rovnice (16,16) a (16.17) popisuji Newtonovu=Raphsonovu metodu FeSeni ne-
lineérnich rovnic (16,7), pop¥. (16.8) s poddtednimi podminkami

KO (£+4 at) = K(#)

RO(+At) = R(¥)

w0 (b+at) = wlt) (16.18)
®) Je-11 napr.z k-(g Wi =V, je kg =0 /%u; , V maticovém zépisu

(K31 ‘D{R}/'D{w}T nebo strudndji K = ’OR/’Du" o Horni index T znamen4
transpozlei,
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Iterasce pokraduji aZ do splndn{ vhodného kritéria (kap. 19).

Fikla
Na obr. 46 naznalujeme pribdh iteraci podle Newtonovy-Raphsonovy me-
tody pro nelinedrni rovnici ;f(u) = 0 o jedné promdnné, Predstavme si,

%¥e jde o nelinedrni pru¥inu, kterou monotonnd zatdfujeme pomalu rostouci
silou F(t) . Na po¥dtku integradniho kroku {v &ase { ) bude

R = Fl&) = R® (¢4 ab)
KB = KO (E+ad)

)
w® =49 (trab) e

I zx-1) ;
u Au K(t"1)

F(t +At)

(t+At)

R(t)1

G-1)

R
c

e

i e s e i s

*

u(t) (t+At)

c

OBR.46

Pak podle (16.16), kam dosadime M = 0 (staticky p#ipad), vyjde

Tento vztah je zakreslen pro { = 1, 2; kotované ho_dnoty se vztahuji k
iteraci U = 2, Iterace skon3i, jakmile se bude At p1fzat nule, Pak také
RW (g+ ab) 2 Ft+ot)

_ (c)
WO (v nk) 2t (b+ad)
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17. MODIFIKACE NEWTONOVY METODY

Oplnd Newtonova iterace vyZaduje, abychom v kaZdém kroku a p#l kaZ=
dé iteraci poditall a faktorizovali maticl tuhostl, coZ prodlufuje (a tim
i prodrafuje) vyipoSet, Je-1li loha pouze geometricky nelinedrni, je moZ-
né tomu S4stednd Selit zvdtdenim intervald At , Aviak v dlohéch materis-
lov3 nelinedrnich a v \lohdch z dynamiky musi byt krok At maly, nebof
jinak miZ¥eme dostat mflo pFesné a dokonce nestabilni FeSenf, Nap¥, v
elastoplasticitd se pFedpoklddd bdhem kaZdého kroku proporciondlni zatd=-
Yovénf, co¥ samo o sobd je divodem k volbd malého kroku.®) Také nepiFesny
v¥podet aproximaci{ b&hem iterainiho ocyklu v Jjednom kroku miZe vést k vel-
kym chybém, zdvisi-1li materidlové vlastnostl na historii,

Zna&né uspory lze dosdhnout, uZivd-1li se v kaZdém kroku stdle stej-
né (poddtedni) hodnoty matice tuhosti, takZe v rovnici (16.,16) se objevi
Ko = K (0) misto K'WP(t+a4) . Dostaneme tak metodu po¥dtednich nepd-
ti, kterd odpovidd linearizaci soustavy pouze na poldtku FeSeni, Je-1li
nelinearita eilnd a zv145t& dochdzi-1i k zmSk&eni soustavy v prdbdhu da-
ného kroku, miZfe byt konvergence velmi pomald a pivodni vyhoda modifiko-
vané Newtonovy metody se sztrdef, MiZe nastat dokonce divergence, takZe
se vypodet ghrouti, Tomu lze nékdy predejit tak, Ze se zvoli matice tu-
hosti Ko = KI(G) , kde T odpovidé nékterému z okamZikd 0, At , Lat,

XXX} t .

Matici Ko = K (T) miZeme zpfesnovat nejen v okamiiku T , ale v n¥koli=-
ka vybranych okam¥icfeh T1 , T2 , ... . Kdybychom ji zpFesnovali v ka¥-
dém kroku, dostali bychom oviem pivodni Newtonovu-Raphsonovu metodu. Vhod-
ny podet hodnot T , v nich% poditéme matici tuhostl z okam?ité konfigu-
race soustavy, zdvisi na vlastnostech soustavy. Néméme-l; o nich pfedem
Zédnou predstavu, uéinime lépe, zvolime-li pivodni Newtonovu=Raphsonovu
metodu,

Modifikovand Newtonova metoda konverguje obzvl&st pomalu, nastévd-
11 b¥hem integradniho kroku At néhly pokles tuhosti, Podet nutnjch itera-
ol pak rychle roste, ProtoZe do programu je vhodné zaradit omezeni pod=-
tu iterac{ v oyklu, je moZné, Ze se vypolet zastavi p¥ed dosdhnuti{m kon-
vergence, Konvergencl mifeme urychlit pomoci Aitkenova akcelerdtoru; mis-
to rovnice (16.17) pouZijeme predpisu

U/W)(JH AL) = M(c—ﬂ( E+ab) + oL(«:-fl) AM(“') (17.1)

®) o aplikaci metody konednyoch prvkd v plasticit& pojednal autor podrob-
nd v publikaci "Mezn{ plastické stavy"™, publ. &, 60-644-83 (2561),
DT CSVPS Preha, 1983,
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kde 0(({—4) Jje diagondin{ matice koeficientd
(£-4)

o -0 _ Ay (17.2)
&t A 'U%‘_C_“‘ Au@

Nesndze vzniknou, kdy%¥ se jmenovatel ve zlomku na pravé strand (17.2)
bliZ{ (mebo rovnd) pro ndkteré % nule. Kromé toho je t¥eba pamatovat,

¥e koefiocienty ({4 politéme z diferenci{ hodnot dosud neustédlenych, tedy
zatiZenyoh vétdimi chybaml, Nemd-1i t3mito nepFesnostmi vypodet "vykole-
jit", mifeme Aitkenovu rovnici (17.1) ufit nejvyd pro kafdou druhou ite=
raci,

P#1 vypodtu napdti musime uvéit, Ze matice C , kterd védZe tenzor
pretvoien{ s tenzorem napjatosti, nebyvd b&hem integrainfho kroku kon=

stantni{, Pak (6-4)
eV (t4at)

(i-4) -G+ | Cle)de
Gt vad) ) £(£) ' (17.3)

Integruje se vidy od poslednf pFijaté hodnoty vektoru L) s kterd se bé-
hem iteraci nem&ni, k aktudlnim hodnotém, Tek se dosdhne toho, e konver=
gované vysledky nezévisi na pribéinych iterovanych hodnotdch, které jsou
zatiZeny chybami.

Zjistime-14, ¥e se nevyvéZend sfla F(t+ Aﬁ)*QM (t + A¢)  bshem
iteraci zvétsuje, znamend to zpravidla divergenci. Ta se miZe objevit
vidy, dochdzi=1li k vzristu tuhosti soustavy. Je=1li tento vzrist mirny

(jde=1i nap¥. o geometrickou nelinearitu s charakteristikou podle obr.47),
atadi zvolit mensi integradni krok At g konvergence se obnovi,

t+ At

Cy

OBR.47
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Jde~1i o ndh}y vzrist (napi¥. o ndvrat do elastického stavu pii plastiockém
tvéreni, obr. 48),je situace obt{Zn&js{; v dlohdoh z dynamiky sta¥i i
zde jen zmen3it integrain{ krok, ale ve statice to zpravidla nestali,

Je nutné vytvorit novou (elastickou) matiocl tuhosti odvozenou pro oka=-
m¥ik t .

A
F’
t
t+At
u
0BR.48
[} - ’
F FY Ak
/A K(t) Kit)f K
/
F(t +At) — + —
T Kit) A ad")
R(t)- i
!
) u § u
' ” Au‘i’ ?;Aum g
OBR.49
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#{klad 30

Pro jednorogmérny piipad lze sledovat vyznam Aitkenova ekcelerédto-
ru na obr, 49, Na levé polovin¥ obrészku je viddt postup p#i nezrychlené
iteraci, Na pravé poloviné je zrychlen{ déno sednou, jeji% smérnice Je
oznafena K , Plat{, Ze

K(6) awW < F(t+nt)-R(t) = F(t+bE) ~F(§) -
Koy au® = F (¢4 28 -RW (4 a+) (b)
Z druhé strany
(1)
K () ) AN ol .
! A Z Ay

18, KVAZI-NEWTONOVY METODY

Zopakujeme nejprve, v Sem spo¥ivé Newtonova (pop¥., Newtonova=Raph=-
sonova) metoda FeSeni soustavy nelinedrnich rovnic

fx) = 0 (18.1)

kde {‘ Jje vektorovd funkce, X Je vektor neznémych veliiin, Rozvineme-1i
tuto funkel kolem sprévného FeSeni x* v Taylorovu ¥adu a ponechédme z ni
jen prvni dva &leny, dostaneme p¥ibliZny vzteh

?
FOu) & f () 4 o e (X=X (18.2)

Prvn{ &len na pravé strand (18,2) je nulovy, protote X* je piesné rede-
ni rovnice (18,1). V druhém &lenu vystupuje Etvercovd matice

J (X) = 2{(1_ (18. 3)

co¥ je Jacobiho matice k funkoi f{(x) ; obsahuje prvnf parciflni derivace
(3 /ij o Z rovanice (18,2) vypodteme pFibliZnou hodnotu pFesného FeSen{

x* 2y - 77004 (18.4)

Tu miZeme ddle stejnym zp&sobom'zpiesiovat. Predpis pro iteraci tedy je

W _ - 7071 (0)
X % (0= 17 (x0) () (18.5)
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Jasto je t¥eba najft minimum ndjaké skaldrnf{ funkce vektoru X

$ () mmn’ (18.6)

Nutnou podmfnkou je vymizenf vSech parcidlnich derivac{

]
% - §x) =0 | (18.7)

Jacobiho matice vektorové funkoce f(x) je z¥ejm& Hessova matice skaldr-
n{ funkce @ (X) . Hessova matice obsshuje druhé parcidln{ derivace

TP /vy, Dx; o Je=li funkce ¢ (X) xonvexnf, pak Jej1{ staciondrni hodnota
je minimem a Hessova matice je pozitivné  definitni nebo semidefinit-
nf, Jsou=11 funkce O(x) a jej{ prvnf derivace 7 ®/Dx spojité, je Hesso-
va matice soumérnd,

Je~11 Jacobiho matice J(x) pozitivnd definitnf, pak jeji inverze
vidy existuje a iteradni proces (18.5) ryochle konverguje, pokud oviem vi-
bec konverguje. Newtonova metoda mé t¥i nevyhody. Za prvé jeji pouiZitel=-
nost zévisi na po¥dtednfm odhadu FeZenf X , P¥i nevhodném odhadu se
proces zhrouti., Tomu lze nékdy pFedejit tim, Ze se posledni &len v rovnici
(18.5) nédsobi ndjekym vhodnjm parsmetrem tak zvolenjm, aby aproximace
x ) byla v jistém smyslu leps{ nef X () s nap¥, aby poskytovala
men¥{ hodnotu funkce ¢ (x), Druhd nesnéz je v tom, %e p¥i kaZdé iteraci
Jje tr¥eba Fedit goustavu rovnic vidy znovu. Tuto nevyhodu nemaj{ modifi-
kované metody, o nichZ jsme pojednall v pFedchozi kapitole, ale ty maji
zase Jiné nedostatky. Konednd treti nevyhoda spodivd v tom, Ze analytické
odvozeni Jacobiho matice byvéd &asto pracné., Matici by bylo moZné poditat
také numerioky pomooi konednfch diferenci, kterymi bychom nahradili par=
ci1dlni derivace. Ale takovy vypodet neni hospodérny.

Soust¥edime se nyni na odstrandni t¥eti nevyhody. Nabizi se moZnost
nahradit Jacobiho matieci J(x) n&jakou jinou, p¥ibliZnou matici B(x)
kterou by bylo moZné snadno sestavit z vysledkl pFedchozich iteraci.
Misto abychom tuto matici v kaZdém iteradnim kroku znovu poditali, bude=
me Ji pouze korigovat., Nasi snahou bude najit takové korekce, které ne-
budou vyZadovat p¥ilid mnoho operaci.

Budeme-1i povaZovat v rovaici (18.2) hodnotu X ga ( =tou iteraci
e hodnotu X* za ((+1) -nf iteraci, bude

FUn_ jtm 2 b e @) (18.8)

Kdy% Jacobiho matioi J nahradfme jej{ p¥ibliZnou néhradou B s bude pro
ni platit rovnice (18.8) v této dpravd

(€) (€+1) , («)
Y- BUA (18.9)
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kae Y@ _ plie) (@

Vztah (18.9) se nazyvd kvazi-Newtonova rovnice. Znéme-1i vektory A“a,
'%(Q, nenf tim metice B (**!) jest¥ ur¥ena; wloha Je mnohozna¥nd, Exis-
tuje mnoho metod, jak matiel B ') nebo pFimo jeji inverzi didelnd se-
stavit. Nebudeme je vSak probirat a zdjemce odkazujeme na specidlni lite-

raturu, )

Priklad 31

UkédZeme aplikaci kvazi-Newtonovy metody na pFikladu FeSeni nelineér-
ni soustavy rovnic pro dvé neznémé, Rovnice (18.1) bude mit tvar

b1 (X, 1) ; 0
{‘z ( M‘II‘X’L) =0

Konkrétn& bude dédno

1

Yyd + Dxqxy ~ 0,904

Lxix, +Bxp - 612 =0

Vyznam symboll v rovnici (18.1) Jje

f- {) X

Vypocteme Jacobiho matici

1}
—

h
% H " i - |
1-aewll w3
Dr1
13 x'{L + 2 \(-'L’L Lf X1Xe
Y4 Xq1xq Wbt Yy xg

Je pozitivné semidefinitni,

(a)
(b)
(e)
U
TXe =
U
TXe
(d)

nebof determinant ani subdeterminant ma-

tice (d) nemiZe byt zdporny. MiZeme tedy pouZit ddle popsané metody.

®) BRODLIE, K. - GOURLAY, A, = GREENSTADT, J.: Rank-one and rank=-two
corrections to positive definite matrices expressed in product form,

~"J, Inst, Math, Appl." 11 (1973), s. 73-82.
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Odhadnemeifeéeni. tj. zvolime nultou aproximaci, Nap¥. zvolime

. 0
o o { ] k (e)
Dosad{ime-11 (e) do (b),vyJjde zbytkovy vektor
{o - {'0'90".'} (£)
1,880

Z rovaice (18y5) vypo&teme prvni aproximaci., Nultd aproximace Jacobiho
matice a jeji inversze Jsou

[](o)] - [2 0 ] [3(0)]‘1: g }; (g)

(4] 24
PFirtstek vektorl posuvi vyjde

Ax o x®_ @ __|F O |-0.908| [ o,45200

= (h)
0 é-} 1,880 | |=0,07833
"tak¥e
0,45200
MU ’ (1)
X = {0.92157§

ProtoZe nultéd aproximace nemusi byt vhodné volena, doporuduje se ne-
pouiit celého piiristiu AX , ale jen jeho Zdsti 4%<pax , Koeficient (
se urd{ zkusmo tak, aby préce "nevyv&Zenych sil" f(” na posuvech Ax
byla co nejblife k nule, aby tedy platilo

{9 Tax | < €[ £y (3

kde € je ndjaké zvolend tolerance (nap¥., € = 0,5), T{m se Sasto prede=-
Jde moZné divergencl a zkréti vypodet. Hodnota (i) poZadavku (j) vyhovi,
takZe vybdr vhodné velikosti > miZeme ignorovat a brét (> = 1, Aproxima-
ci (1) odpovidaji hodnoty

(o { 0,23330 } (k)
0,52002

vypoétené z rovnic (b) a (1),

V dalsdim vypodtu budeme vydislovat p¥i kaZdé iteraci uZ jenom Jaco=
biho matici, ale nikoli jeji inverzij tu budeme ziskdvat korekcemi podle
algoritmu, ktery uvedeme, Invertovédni Jacobiho matice tedy odpadne, Pro

4 = 0 vypodteme z rovnice (18.9)
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/6(0) « L BM) ]—{%(o) (£)

0,45200
) _ “ {0) 4
s = ¥ @ o {-0.078331 ()
© _ W _ (0 1.13730}
? -49- {-1,35998 (n)
Ddle vezmeme
B . 79 (807 = [ 30" (o)
Korekoe matice LB~ probihd takto :
[ plrd gt o A“)T];b‘i’]'4A“’ i)

kde
AD L T 4 p ()T
L
W _ _»¥
w MOT ,\t(i,)
ol,m ”‘,j(ﬁz‘(u“—
= #qu(i) A6

Korekci (p) lze pouZit, pokud d(‘)( 105. Jinak mohou byt vyslediky nume-
ricky znehodnoceny Spatnou podminénosti matice A‘”.). Zptesnénd matice (p)
splnuje kvazi=-Newtonovu rovnici

A2 LBEN Ty @

jednotkovd matice

V naSem pripedé vyjde
A(D)T";}m = 0,62059

W(O) —

==

{ 0,72834}
-0,12622

AOTRE 0 - 0,55587
o = 1,05661

-0,18213 |
= 1 =0,62645 &
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[ 0,86735  0,02299
| =0,45627  1,07907 |

[B‘”f  0,38482  =0,01054 |
~ | =0,01054 0,04878 |

Kgy% tuto matici dosadime za I;]“)]A do rovnice (18.5), vyjde druhd
aproximace

x® < xW - [3W]TEW

(r)
Dostaneme
0,3677
= { orasse)
X = 10,8988 (s)
V iteracich bychom mohli pokradovat, PFesné rFedeni je
0,47

Pféklad 32

Nelinedrni rovnice z prikladu 31 miZeme interpretovat jako tlohu
o rovnovdze nelinedrni mechanické soustavy o dvou stupnich volnosti,
Vratime-1i se k oznadeni z kapitol 16, a 17., dostaneme pro vratné sily
vzorec

y 17' IR ¥4
R = K(%)@ = [ Qt,x,_ Bigtl{xzk (a)

Zat8Zujici sily jsou

CF) = (gigﬂ o (®)

kde ¢(t) Jje monotonnd rostouei funkce Easu, O <@} 1, Tednd mati=-
ce tuhosti je totoZnd s Jacobiho matici z p¥ikladu 31

Myl axt  bxd
K(¢) = Yy %, DX+ 24 %5 X (e)

kde X = () , ¥ = ¥,(¥) o Za rovnovihy je, jak vime z FeSeni pF{kladu
31, X1 = 094‘ 5(2: 0'90

Kdybychom m31i jen jeden stupen volnosti, dostall bychom rovaici

Kw) u = F(t) (a)
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e iterace, kterou jsme popsali v pFikladu 31, by probihala tak, jak je
naznadeno na obr, 50, Je zFejmé, Ze matice B v kvazi-Newtonovd rovnici
mé vyznam smdrnice seden urychlujicich konvergenci.

Fa

F (t + At ) //F 2 _Z
/ 2
/ =T
// ~ﬁ>\
R(t )
, s." s(z\

*C:

OBR.50

Kvazi-Newtonovy metody (ndkdy oznadované jako algoritmy s variabil-
ni metrikou) byvaji souddst{ modernich programovych systémi pro resSeni
dloh z nelinedrni mechaniky, nebot jsou relativnd nejefektivndjsi.

19, KRITERIA KONVERGENCE

Volba kritéria, podle kterého roghodujeme, zda iteradn{ proces
skonéil, md u nelinedrnich dloh velky vyznam, Jsou-1li tolerance p#ilis
volné, vznikaj{ nep¥ipustné chyby, které se kumuluji, Jsou=li naopak
prilisd tésné, poditd se zbyte&n& dlouhoi poZadujeme-1i piFesnost, které
nelze na daném poditadli dosdhnout, nedopolitédme se vibec,

Kritérium pro ukoneni iterainfho procesu miZeme volit riznd, Na=-
bizi se porovndvéni posuvl, porovndvdni nevyvédZenych sil a porovnévéni
deformadni energie., ProtoZe prvotni neznémou jsou zpravidla posuvy, Je
nejp¥irozendjsi deformadni (posuvové) kritérium
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WNNOR
L (6ol ©
Dvojitymi Sarami vyznalujeme euklidovskou normu., Hodnota urduje toleran-

ci, Vektor U(t+a%) bohufel pFedem neznéme, oo Sinf volbu £, proble-
matickou. Proto Je vyhodn&j3{ vychdzet z kvocientu

o lawwy .
q " “ AL U:“ﬂ“ (19.2)

Kritérium konvergence je ¢ <1 . JestliZe se tento kvocient v pribshu
iteraci nezvitiuje, plati nerovnost

(19.1)

| ¥ (erat) - (EeaeIll £ ; q lautl (19.3)

Geometrickou Fadu na pravé strand (19.3) miZeme sedist, takie dostaneme

WALk (t+at) - L9 (t+a8)) = % W auy (19.4)
Prevd strana rovaice (19.4) je odhadem toho, co je¥td zbfvd "doiterovat",
Za kritérium tedy miZeme zvolit nerovnost :

e a2 g (o) (19.5)
kde T je n3jaky reprezentativni okamZik, napi, T = t , ZkuSenost viak
ukazuje, %e toto kritérium neni spolehlivé, nebot pFedpoklad nerostouci-
ho kvocientu nebyvd u nelinedrnich dloh vZdy spln&n & levé strana v ne-

rovanosti (19.5) pozbyvé pﬁvodgkho smyslu.
NevyvéZené sily poskytuji kritérium

| F (6rad) - RO (t4at) - MAD (44 a8)) =

< g I Fltead) - R - M (£ (19.6)
Na levé strand (19.6) je norma nevyvéZené sily, na pravé strané norma
pPiristku sily za integradni krok, Je-1li tento pFiristek v nékterém kroku
maly, je pravd strana zbytedn& mald; proto je radno ponechat na pravé
strand vidy tu normu, kterd je vétsi, i kdyZ spadd do Jjiného integradn{-
ho kroku.

Nevyhodou kritéria (19.6) je, Ze v llohdch z plasticity s malym
zpevndnim mohou byt nevyvédZené sily malé, ale piirlstky posuvid velkd,
Spolednym nedostatkem dosud probranyoh kritérii je, Ze vektor zobeond-
nych posuvi, pop¥., vektor zobecndnych sil, nemusi byt rozmdrové homo-
genni{ (nap¥. vektor zobecndnych sil mi¥e obsahovat osam&lé sily i silo~
vé dvojice, vektor zobecndnych posuvi se miZe skléddat ze skuteénych po-
suvd a z Ghld oto¥eni), N3které prvky vektoru mohou byt z tohoto divo-
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du v normd nepr¥imé¥end zastoupeny. Tuto nevyihodu nemd energetické krité-
rium

. AU.M)T (F- R Le-1) _ M@(L’O){;;«Ab Z

)T

£ 8. MM (F (b+ak) - R(E) - MAL (b))

(19.7)

Dosadime-1i sem £x=71 , mi¥e nerovnost (19.7) sloufit také Jeko krité-
rium divergence. Nejlépe se osvddéuje kombinace kritérif (19.6) a (19.7).

Mé-1i konstrukce "méknouci" charakteristiku, musi byt &, , resp. fg
malé, PFi "tuhnouoi® charakteristice musi byt naopak malé €. . B¥Znd se
doporuéduji tolerance

S'F = 01'] ED = O,DQ'( ; EE = 10 SD EF (1908)

Tyto hodnoty uvddime pouze pro piedstavu, nikoli jako pFedpis, V praxi
je t¥eba se pFizpisobit charakteru FeZenych udloh,
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