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Probírají se rňzná metody vhodné k ~eěení úloh z dynamiky soustav

tuhých, pružných 1 obecně poddajných těles UŽ1t!m č!slicových počítačd.

Uvádějí se rOzná zpOsoby, jakým~ lze vytv~et náhradní diskrétní mode":

ly s konečným počtem stupňd volnosti. Pro n~ se potom formulují zákony

a principy mechaniky. ZddrazňuJ1 se zej~Da variační prtncipy, která

jsou základem metody konečných prvkO.. Velká pozornost se věnuje metodě

pfenosových matic. Vysvětlují se pf!ě1ny mo!n4ho selhání této metody

1 molnost nápravy ulitím Riccat1ho transformace. Tato metoda je zvláě~

vhodná pro mal' počítače. Vtklad je zakončen ukázkou jedné integrační

metody ulívaná k. ~elení Del1neárníchpfechodových km1td.

Pfedpokládají se běžné znalosti z mechaniky a matematiky (Newto

novy zákony, inte81'sce l1neá.rní'ch ďd1t'eren{J1áltdch rovnic, záklády ma

ticové algebry). V$klad je velmi podrob~ a doplněný ětyřiceti ~ešený

mi p~íklady.



mEIJJILUVA

Zanedlouho uplyne tři sta let od prvního vYdáni slavná Newtnnovy
knihy Philosoph1ae natura11s Princ1pi.8 mathematics- <vyAla roku 1687)
a necelých dvě stě let od vydání Lagrangeovy Mécaniqueanalyt1que
(vyěla roku 1788). Tato dvě dí 18 se stala základem mechaniky, vědy

bez ní~by nemohla existovat ~ádná prdmyelově vyspělá společnost. Jde
tedy o vědu velmi mladou, jej:íž bouf11vý vývoj byl v moderní době

ovlivněn ještě p~ijetím teorie relativity a kvantové či vlnová mecha
niky jako nástroJO dalekosáhle l'ozš1roj:(cích naAe znalosti fyzikální
ho mikro- a makrosvět8J II pozdě.ji vývojem poč:ítaě'l1 s dosud netuěeným1

aplikačními molnostmi.

Logická výstavba klasická mechaniky, která byla dovrěena 8 a ne
překonatelným póvabem geometricky interpretována zejmána v pracích
Hamiltonových (1805 a~ 1865) a Jacobiho (1804 až 1851), zOstává dodnes
základním kamenem, na něm! spočívají vAechny metody moderní mechaniky.
Praktickou aplikaci si dnes nedovedeme p~edatav1t bez počítačov4 tech
niky,.~terá člověka zbavuje zdlouhavé a vyčerpávající duševní námahy
pfi uskutečňování složitých·výpočtO a uvolňuje tak jeho tvdrčí schop
nosti, podobně jako kdysi prOmyslová re~bluce osvobodila člověka od
nadměrné námahy tělesná.

V tomto semináři §e věnujeme výhradně úlohám z dynamiky mecha
nických soustav. V první části probereme teoretické poznatky, jež
tvofí určitou nadstavbu nad látkou, která se bě!ně vykládá na střed

ních a vysokých ěkolách technického směl'U.• V druhé části věnujeme -po
zornost početnim metodám, která se nejlépe hodi pro malé ěíslicov~

počítače. Pokusili jsme se tedy o vyvážené zastoupení teorie a praxe,
nebot se domníváme, ~e nelze dosáhnout větších úspěchd v aplikaci
teoretických poznatkO aniž d6kladněji porozumďme samotné teorii.
Cilem je vytvořit pevný základ k samostatnému studiu novodobých nume
rických metod, o nichž se bě!ně referuje v odborných časopisech, a dát
čtenáři p~adst8vu o aplikačnich možnostech.

Protože výklad je určen nejen odborníkdm z oboru mechan1kYJ 81etaké
- snad převážně - konstruktároma techn1kO.m rozného zaměření, dopro
vázíme jej četnými instruktivními p~ík18dy. Doufáme, že se tím výklad
stana přita!livějším a jaanějěím.Vzhledem k omezenáDDl rozsahu skript

bylo nutné pečlivě vážit volbu t~mat a zpňaob výkladu. Je proto mgžné,
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!e skripta nikter4 čtená!'e neuspokoj! •. Pfipojujeme pro ně seznam vy

bran' literatury, z ní! mohou naěerpat další informace.

Autor děkuje Ing. Vladimíru Václavíkovi za· podnět k tomuto semi
ná!'! a za pomoc p:fi vydání těchto sJat1pt. Upf:ímně děkuje všem pracov
níkdm Domu techniky ~V~ v Praze, ktef!se na této p~áci .podíleli.
Doufá, le studium tohoto spisu pamdle ětená:fdm správně formulovat a
feěit dOlel1tá praktická úlohy. Snad s1 p~1tom zároveň upevni a roz
I!f! teoretický základ svých znalost:!. Radost, kterou přitom pocit!
jim bude bohatou odměnou za vynaloženou studijní námahu. V!dyt právě

mechaniku oznaě11 Leonardo de V!neiza rá3 matematiky, v němž dozrá
vají její nejkrásněji! plody.
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1. MECHANICKÁ SOUSTAVA

Pevné těleso se s vYDalolen!m sil deformuje; sily přitom konaj!
pozitivní práci Ai • 1'& se zčásti mění v kinetickou energii, zčásti

ve vn1tf'ní energii. Pokud mdleme zanedbat nevrstn4 změny spojen'
8 rozptylem energie, je vnlt:fní energie totolná s deformační enel'gi:í
pfi izoentropická změně. Zpravidla vAak vznikají i nevratn' změny,

takle při uvolnění pOsob1cích s11 S8 získá pouze práoe, A'J.. <. A 1 •

Necht několik takových těles tvoftí soustavu, tj. seskupeni vzájemně

pOsobíc1ch těles, jejich! vztahy k okolí nejsou bUa iádn4 nebo jsou
pf'edem definovány (jako vstupní veličiny). J estliie vzájemn4 pOsobení
těles je pouze s11ov4 a p~ípadn' vazby omezující volnost pohybu jsou
pouze kinematická, jde o mechanickou soustavu.

Nositelem kinetické energie mechan1ck4 soustavy je hmotnost.
Vratná potenciální deformační energie je dánaprulností t~le8a. Roz
ptýlená nevratná. energie závisí na d1sipačních vlastnostech tělesa.

~to vlastnosti nejsou v tělesech stejni zastoupeny, ěa~to lze dvě

z nich zanedbat. Soustava má pak prvky ěistě hmotová (absolutně ,tuhá
tělesa), čistě pružn4 (nehmotn4 prul1Dy) a čistě rozptylové (tlumiče).

Soustava s10lená z těchto jednoduchtch ideálních prvkd se naz~á

. mechanická soustava s diskr4tn1mi (oddělenými) p81'ametl'ynebo krátce
diskrétní mechanická soustava. Opakem je soustava s kODtinuálně(spo

jitě) rozdělenými parametry.

Pro diskr4tní mechanickou soustavu Je příznačná, ie ~ejí .pohyb
je zcela určen konečným počtem parametrd záv1s1ých na čase ~1(t) ,

q,lJ.tf) , ••• , ''1n (t) ; zde n zna~ poěet stupňo. volnosti. Okamli-
t'i pohybový stav je dán souborem pal'ametl'd 'li a jejich Č8sovtch

derivací 4,; ( i, = 1, 2, ••• , n ). P8l'amet1'Y Cfi naz;fváme
zobecněná sou~adn1ce. Obvykle mají geometrický význam, ale nemusí
tomu tak být (viz p~íklad 3). Za diskr4tn! mechanickou soustavu pova
lujeme i takovou, u ní! nejsou vlastnosti jejich prvkd odděleny, ale
jejíl pohyb je pfesto popsán jen kone~ počtem parametrO (pfíklad 3).
Soustavu se spojitými parametry lze povalovat za limitní pfípad dis
krétní soustavy pro n''''' 00 (p:fíklad 9). Soustava s koneěným počtem

stupňd volnosti ji mO!e 'mndelovat jen pfib11lně. Z matematickáho hle
diska je pohyb spoj1táho tělesa či soustavy popsánparc1áln!mi dife
renciálními rovnicemi, kdelto pohyb d18krátní mechanické soustavy Je
popsán obyčejnými diferenciálními rovnicemi.
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P~íklad 1.
vině ~ ,

Volné ohybová kmitání tenkého prizmatického nosniku v ro
~ je popsáno parciální diferenciální rovnici

EJ----
S~

~'tw

~
( 1)

V t4to rovnici značí W==W (x/tJ prdb.yb ve směrú osy l 12] ohybo
vou tuhost, S prof'ez a (J hustotu. Poěátečni a okrajové podmín
ky prostě podepfeného nosníku necht jsoU

, w (X, O) ( 2)

(3)

Počáteční prOhyb iN ( X, O) jsme vy jádřili ve.tv~u Fourierovy řady

s, nekonečným počtem člend. Počátečni rychlost ViJ (X, O) , jsme zvolili
"nulovou. Ókrajová podmínky () odpovíds-ji prostému podepření a musi
platit v kajd4m čase. Vyjad~uJi, že v podpoře je nulový próhyb a nu
lový ohybový" moment (tedy i kf1vost). Řešeni rovnice (I) mžeme př'ed

pokládat ve tváru

w(x, t)
k}C' X.

'" L a.~ Aťiw -e- ~ (Lv" t - lf'L) ,
k~f " .

(4)

Derivováním a dosazením' do (1) dostaneme po úpravě podmínku pro kruho
vou frekvenci Lv Je: (pro k-toU harmonickou složku)

( 5)

Pro i~ = 1 dostaneme základní vlastni tvar kmitu podle (4) jako
pdl sinusovky. Základn! vlastní ~ová-frekvence podle (5) ,vyjde

( 6)

Nyní tento nosník p~ib11!ně nahradíme diskrétní mechanickou soustavou
s jedním stupněm volnosti. Rozdělíme jej na dv~ stejné poloviny,
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kter' budou pfedstavovat nehmotná
prullny. Hmotnost soustředíme do
'krajn1ch bodo. kaldá. prul1ny, tak
le dva hmotná body, ka!dý o' hmot-
nost1 Se~ I Lf , padnou"d,o pod,por

X =0 resp. X .. t ~ Dala! dva
hmotn~ body splynou v Jeden o hmot
nosti m "se~J2. uprostfoed nosníku

X':: ťi'1. .' ~ost nosníku (prulinová
kODstanta) je " = 48 TE] i ť 3 •

!akle pro model s jedním stupněm

volnosti podle obr. 1 dostaneme
kruhovou frekvenci vlastmch kmitd

w

m
Obr. ,1

x

(7)

Chyba vzorce (7) ve srovnání s pfesným~eAením (6) je 0,73 '0
V tomtod1skr4tním modelu je' zobecněnou souřadnicí posuv osamě14

hmoty uprostfed nosníku

Známe"11 'ff (t) t známe celý pohyb, nebo~ nehm.o.tný nosn!k se vidy
prohne jen tak, jak by se prohýbal při statickém zatílení, tak!e

(8)

W lx,t) =

pro

pro
l

X > .'t
'-

nez'vls1e na prdběhu qt it) .

Protole d1skr4tní model podle obr. 1 jsme d'ostali 8oustfedě1Úm

fyzikálních ,vlastností do odd~lentch ěleno. soustavy, hovo:fíme o fyzi
kální d1skret1zaci.
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Pf'ík&ad 2. Nosník z pf'íkladu 1 aproximujte diskrátním modelem se
dvěmé stupn1 volnosti. Nehmotný pružný nosník rozdělený na třetiny

nese v místech X:. tl3 resp. X -::. 'l.tl 30'samělá hmoty, z nichž ks'ždá

má hmotnost m ~ ~e~J3. Zobecněná souřadnice jsou

q1 (t) .", w (tl3, t) , q,Jt) '" W l 'li n, t- )

Ukelte, že vlastni kruhová frekvence takové soustavy vyjdou

( 1)

Chyby těchto hodnot proti pf'esným hodnotám (5) jsou 0,11 %resp.
3,28 I.

P~!klad 3. Nosník z p~íkladu 1 nahradíme diskrátní soustavou tako

vou, !e zvolíme

W litl t) .., q1 l t) l x.l - x2.) +qi ( 1:) . ( '2 x.3- 1xze i- t. ť 2
) .

Tato :funkce splňuje okrajová podmínky W( O, tj ,~,O , VV «; t) '-= C: ,

ale zbývající okrajové podmínky ani parciální diferenciální rovnici
(1) z pfíkladu 1 nesplňuje. Ma!e proto dát jen přibližné řešení úlohy.

VypOčteme deformačn1 energii v nosníku

'Oe (O"l.
. _ 1 OE Jl--!!-)'L ". - 11 ... "l. -= n.3..'z..V - '!.. - J rv)(t a x. - .J. E] eCt1 t GL] (. <-h

. o

a jeho kinetickou energii

(3)

Okolnost, !e kvadratické formy (2) resp. () neobsahuj! sm!ěený součin. .
lJ1 q'l, resp. tl1 q~ svědčí o tom, !e oba vlastní kmity budou sepa-

rovány, tak~e je mO.~eme uvažovat zvláAť. Vzpomeneme-li, ž'e při harmo
nickém pohybu popsaném rovnicemi

'Ji .... q~'o ~% LLVa -tf-i.) ,

cj,: :: Wť q~'o t&.l (wťt - 4'1')

- 10 -
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se maximální hodnoty Tmav. 8 Vmax sobě rovnaj:! (potenciální ener
gie se mění cyklicky v kinetickou a naopak), dostaneme pro ~ =1
z prvních ělend na pravých stranách (2) a (3)

( 5)

a obdobně' z druhých členO pro t = 2

(6)

Chyby těchto hodnot jsou poměrn~ značné J totiž 10, 99 ~ resp. ,27 s.
Je to dáno tím, le' chyba odhadu (1) prdhybové ěáry se zveliěila dvojí
derivací obeslenou v integrandu rovnice (2).

~íklad 4. Volné kml ty
nosníku z p~ikladu 1
budeme ~ešlt diferenční

metodou. Interval (0, ~ )
rozdělíme na t~i stejná
dily o dálce h -:: t/3
(obr. 2). čtvrtou deri
V8C 1 v rovnic 1 (l)

z p~íkladu l.nahradíme
diferenčním vzorcem

-1 O 1 2 3 4

o----:t h I h I h 1~----o

Obr. 2

(1)

(3)

pro k = 1 resp. 2. Dostaneme přiblilná vztahy

cJ.'lW1 EJ,
ap- OD - ~ehlt ( W.1 - 1+ Wo + 6 w1 - I.f wt. t w3 ) I

d 2w1. E:J
tťfZ. ..... - S~h" (wo - '+w, t bWz. - 4 w3 + WIf) I

Uzlové body li. = -1 a l =4 jsou fiktivní, nebot skuteěný nosntk
existuje jenmez1 podporami A , B • Okrajov4 podmínky vyjadfiuj:í
vymizeni prdhybu a ohybov4ho momentu v obou podporách. Bude proto

.. II ..



Wo o: o,

w - 2. Wo + lAf-1 YVI :: O,

W3 ;: O,

W-z.- Q.,W3 + W,,+ = O. (4)

V posledních vztazích Jsme využili difereněních vzorcd pro druhou
derivaci, která vymizí zároveň s ohybovým momentem. Z posledních čtyř

rovnic dostaneme W_1 ~ - W1 ; Vv'4 ~ - W2. • Tyto hodnoty dosadíme ,do
vztahO (2) a (3). Vyjde

a2w,:-Gté2.

( 5)

Budeme předpokládat ~eěení ve tvaru

W1 -: lit1 ~L1'tI (w t - tf) I

'vVl]., := Cť! ,Ót"-w (w to - lť ) .
(6)

DOS8zen:(m (6) do (5) dostaneme charakteristickou rovnici pro w'2,.. a

její ko:feny

(7)

Chyba těchto hodnot je 8, 81 ~ resp. Jl,6 %. Zobecněné souřadnice jsou

l}1L+)=-W1 , q.z. tf:) '" W~ •

Poznámka. V pf'íkladech 3 a 4 Jsme dospě~i k náhradní soustavě o dvou
stupních volnosti matematickou cestou. Jde tedy o matematickou diskr.~

tizaci. Mezi oběma p:fíklady je však podstatný rozdíl. V třetím příkla

du určovaly parametry q,1.. 41. tvar celé prOhybové čáry, kdežto ve
čtvrtám příkladu určovaly jen prdhyby ve dvou uzlových bodech. Kdyby
nás zajímal prOhyb i mezi těmito body, musili bychom použít interpo
lačních vzorcO, přičeml výběr těchto vzorcd nevyp1ývá z použité metody.
Je věak rozumné poladovat, aby interpolace splňovala požadavek hlad
kost"i prOhybová čáry.
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x ptr.:(klad 5. Dvoj·1t4 mate~:t1ck' kyvadlo podle
lfuH "n ..' ." ;,":

obr. 3 je slol8no ze dvott~stejných hmot zava-
~ iených na st. jně dlouhýoh vláknech. za zobecn~

n4 soui'adnlce zvolí,me ltt :(j'1 , q:." 'ft. <obr.
3). Poloha ...~bou ~otntcl1 bodd je dána souf'adt11cem1

Urě1me k1netickou.a potenciální energii sousta
vy v homogenntm gr8vlta&lím poli. Potenciální
polohová energie jem

'X.1 .... t.61/vt; lf" J

'11 ' t W1 '-f1 )

)(1. c {(4i~"'1 t ·~\'''t),

Y-z. :: ť( eOHf, t C.Q1 ifz) I

(1)

Obr. 3 (2)

a kinetická energie

T t ( ., 2. .. 2.) , L· (' ~ ·~)
-: I[ Yyf x, '.,.. Y1 T II m Xz. t Jl. =

(3)

Za zobecněn4 8oui'adnice jsme mohli zvolit také

(4)

Tyto soufadn1ce by věak nemohly být nezávislé. Byly by vázány dvama
podmínkami

(5)

vyjadfuj1cími neprodlouiitelnoet vláken Ol, 12 (obr. 3) •
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2. VAZBY V MECHANICKÉ somTAvi

Necht se mechanická soustava skládá z N hmotných bodd, jejichž
pohyb není nijak v prostoru omezován. Poloha těchto bodO bude určena"

budou-li známy soufadnice Xt'" , 'ji ,21;, ka!déhoz nich ( i = 1,
2, ••• , 1\1 ). Místo pravoúhlá soustavy souřadnic mdžeme zvolit jinou,
v ní! poloha věech bodO bude známa, budou-li dány vAeohny zobecněné

soufadnice uf1 ,. q,t.' ., •• , Cf,3N • Mezi ob~ma soustavami musí být
vzájemně jednoznačná p~1řazení

X1 ' f1 (41 J 41., '" I Ch N ) J

\) I =: f2 ( q,11 ql, I -_., q~ N ) J (2.1)

lN ~ foN.lť.J11 q"].) ···,q..3N).

Mezi hmotnými body mohou pdsobit vazby omezující volný pohyb. Jsou-li
např. první dva body spojeny 8bsolutn~ tuhou tyči o délce e, bude
vazební podmínka

(2.2)

Těchto podmínek mO.že být několik. Kdyby např. třináct hmotných bodo.
bylo navzájem propojeno tuhými tyčemi tak, že by tvořily absolutně

tuhé těleso, pak tři posuvy t~žiAtě a tři úhly otočení by úplně určo

valy polohu vAech třinácti bodO (všech 39 souřadnic by se dalo vyjád
~it funkcemi pouze ěesti zobe'cn~ných souřadnic). Bylo by tedy 33 ne
závislých v~zebních podmínek.

Je-li N hmotných bodo. a fY} vazebních podmínek, postačí

k určení pnlohy věech hmotných bodu právě

n -= 2N - Yh (2.3)

zobecněných souřadnic. Soustava má n -stupň~ volnosti. Eliminujeme~li

přebytečná zobecněná sou~8dnice užitím vazebních podmínek

dostaneme místo soustavy (2.1) jinou soustavu
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Někdy oe výhodn4 eliminovat jenom někte1'4 zobecněn' soufadn1ce ,8,

k soustavě typu (2.5) p:f1poj1t zbývající v8zební~podmnky, kterých
je m

(2.6)

Máme pak soustavu (2.5) s vedlejAími podm1nkami (2.6) a poěet stupňd

volnosti je 11':"I1-rn •

Podmínky (2.6) jsou holonomní, nebot to .Jsou tmp1101tni fUnkce
zobecněných sou~8dnic. Někdy bývají pfedepsáĎy'vazebnípodm1nky
v diferenciálním tvaru. Napf'. rovnice

I

.. tpLqrf.q,H --, I 'Itl) ~ O

mOže být dána ve tvaru

(2.7)

( 2.8)

(2.9)

Rovnici (2.8) lzelntegrací p:fevást na tvar (2.7). Obě tyto rovnice
p~edstavují holonomní podmín~. Je-li v~ak dána vazba ve tvaru

A1 dq1 + A').;oťq4.. + -- - t Atl dq,n ... O,

v ní! Ai jsou známé funkce souřadnic tj.14 , nemusí se integrace
obecně podařit. Takov4! neintegrovateln4 vazebni podmnky se nazývají.
neholonomní.

P~íklad 6. Tenký disk opatfený
na obvodě bl-item/'se .valí po vo

dorovná rovině (obr. 4).
Za zobecněné sou~adn1ce zvolíme
soui4adn1ce .Jeho sti'edu )( ,
y, l a tři úhly tf ,~ ,
lf • ťJhel lf je otoěení kolem

osy rotační symetrie disku.

Sou~8dn1ce dotykov4ho bodu
označ:(me )(0 , Yo , O

.. 15 ..



Zf'ejmě

Podmínky valení jsou

Xo c:: X t r 41ÍW ď' ,6{ivv li' I

y~ : y - r/.1úwD'co~ 4' ·
(1)

(2)

(3)

První z nich vyjad~uje, ie valen! se bude dít po p~íJnce t ,drUhá
vyjadroje, !e se kolo valí bez prokluzování. Z rovnic (1) 81 (3)

Dl'džeme soufedn1ce Xo , ':10" vylou~1t. DoateDttme dvl rovnice

j.\lft.v 4' ch: - cm lf d Y fo r w~U' cl.i ,. OI

coo \jl oť. X. t A{/yv lf ciY .,.,.. !.JÍM, li'do ~ ,. r cl tf

(4)

( 5)

(6)

~est zobecněných souf'adn1c X , Y ,? ,V' ~ 4' , tf je tedy
vá'záno tf'étni" podmínkami (4), ( 5) a (6). Soustava má proto t~i sti.ipnlě

volnost'!. Podm:friky'~(4) 8(5) jsou neholonomní.' ~'ed8tavují ~azb~:'<'d~ou

nekonečně blízkých poloh disku. O polohách v konečné vzdálenosti":' nevy
povídají nic. Podmínka (6) j~ však splněna ve v_ech polohách.

Příklad 7. Dokažte", že rovnici (2.9) lze integrovat', platí-11"vztahy

pro vaechna t , 2 =1, 2, ... , n

- 16 -



3. POTENCIÁLOVÁ FUNKCE

Je-li soustava slo!ena z N nezávislých (volných) hmotových
bodO 8 ptisobí-11na každý bod o souřadnicích Xi , ji, , -Zl síla
o slo!kách Xi , Yr: , :t.~. t vykonají tyto síly při nekoneěně mal'
zmAně souřadnic práci

i\J

dA ". L (Xidxi+ Yidy, t' '4 děl )
ť:: 1

<3.1)

().2)

Jestlile pou~ljeme zobecněn4 sou~adnice, dostaneme užitím vztahd(2.5)
po l1pravě výrazy

dA ':: F, d vJ1 t F2.c(Cf,1.+'. ,t ~d(,tn

Součinitele Ft; ( ~ = 1, 2, ••• , fl ) nazveme zobecněnf síly.
Zm~ni-li se q, l o ,:l.qt- J vykonej:! vAechny akční síly dohromady

elementární práci ~. chf i ·

Diferenciální forma (3.2) m.ťiže být (v příznivém p:fípad~) integro

vatelná. Pak jde o totální diferenciál nějaké funkce a pruh nad symbo
lem mOžeme vynechat.

Bude

t~A -= cl U I

Pak tedy

(3.3)

a porovnáním koeficiento. dostaneme

(3.4)

'rJU (J.5)
f="ť:: 1)ql,'

Existuje-li tato skalární funkce U ,nazývá se potenciálová funkce.~)

Zpravidla se místo ní do výpočto. zavádí potenciální energie V" - U,
tak!e

(3.6)

~) Rltsky t' s11ovaja tunkcija". angliéky "worktunction" •

.. 17 ..



Vykonají-li síly fi práci I Fi c~q." , klesne potenciální energie
o dV • Spot~ebuje-li se tato práce právě jen na vzrost o<.T kine
t ieká energie T t bu'de dr t c,t V ': o a

E ~ T + V = konat. ().7)

Poslední rovnice vyjadřuje zákon zachování celkové energie mechanické
soustavy. Plati pro konzervativní mechanické soustavy.

Později (v 9. kap.) ukážeme, že zákony ().6) II (3.7) plati za
předpokladu V= - V jen tehdy, je-li T kvadratickou formou zobec-
něných rychlostí Cft , tedy

(3.8 )

a potenciální energie V je na těchto rychlostech nezávislá. Žádná
z těchto fankcí nesmí závisetexp11citně na čase, což znamená, že
soustava je skleronomní. x)

Explicitní závislost na čase dostaneme, když některé parametry
nebo vazební podmínky závisí na čase (např. závěs kyvadla koná přede

psaný pohyb). Po eliminaci se čas dostane jako nezávislá proměnná

i do vztahO (2.5). Bude-li např.

(3. 9)

vyjde derivovánim

(3.10)

Proto!e kinetická energie je dána vztahem

(3.11)

x) Sou~initele mti se věak mohou měnit v závislosti na zobecněných

posuvech (tj. s konfigurací soustavy). Viz příklad 27. rovnice (5).

- 18 ..



dostaDeme ve výrazu pro T nejen kvadratické ěleny obsahující .sou
činy 4i" 4j ,ale takC§ lineární členy a dokonce členy, kterC§
na rychlostech vObec nezávisí. Vztahy (3.4) a (3.5) sice platí, ale
zákon zachování celková energie E neplatí. Jde o reonomní soustavu,
která energii bua hromadí nebo rozptyluje.x ) Síly v reonomní soustavě
mohou mít potenc1álovou fUnkci, ale přesto nejsou konzervativní.
Na druhé straně síly udržující valení (příklad 7) splňují zákon za
chování energie, ale potenciálovou funkci nemají.

Je-li soustava skleronnmní, 8vAak potenciálová funkce závisí
taká na zobecněných rychlostech

. je tl'eba definovat potenciá~í.. energii výrazem

(3.12)

v (3.13)

(3.14)

aby zákon ().7) platil. (pf'íklad 8). U reonomní soustavy s potenciálo
vou funkcí

u-= U( (,}1 I •• -, CInj ~1 I • - • I qn i i )

nemá smysl potenciální energii definovat, nebo~ taková soustava není
konzervativní. Platí-li (3.12) nebo (3.14), jsou zobecněné síly dány
vztahem

(3 •. 15)

bez ohledu na to, Je-li soustava konzervativní či ne. Je zřejmé, že
potenciálová :funkce U a nikoli potenciální energie V je primár
ní skalární funkcí, která generuje zobecněné~íly. To se v učebnicích

mechaniky velmi často nedoceňUje.

Potenciál.ová funk.ce závisí na zobecněných rychlostech v relati~

vistické mechanice. Pf!kladem síly, kterou lze odvodit podle vzorce
(3.15) z potenc1álová :funkce typu (3.14), je Lorentzova elektromagne- .
tiaká síla pdsobíčí na nabitou částici v elektrickém a magnetickém poli.

x) Název "holonomní" resp. "neholonomní" soustá,va zavedl H. Hertz
(1857 al 1894). Názvy "sk1eronomní" resp. "l'eonomní" pocházejí
od L. Boltzmanna (1844 až 1906).
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P~íklad 8. Dokážeme, ~e pro potenciálovou funkci V podle (3.12)
platizákonz8chování celkové energie (3. 7) jen tehdYt ,definujeme--li
potenciální energ~ivztahem(3.13).

Lsgangeovu funkci t..:: T+ U dosad:Cme do LagI'angeo~ých f;il'ovnic
(viz p~íklad 13 a kap. 9)

cl. roL) 'UL (1)
"dr lro4it - Ij)qi III O •

Tuto rovnici znásob:Cme dCji ~ 41. dt , sečteme podle 1,. =1, 2, ••• , h

a zintegrujeme v mezích od t 1 do ti. '. První č;Len integrujeme
per partes. Vyjde po snadné úpravě (meze nejsou vyznačeny)

Má-li kinetická energie tvar (3.8), dá první člen na lev~ straně

(2) CIIT 1 , druhý člen - [T) • Třeti člen' obsahuje v integrandu
totální diferenciál aU , tak~e celkem bude

()

Proto~e 1:2,. vol:Cme libovolně, musí být výraz uvnitř hranaté závorky
nezávislý na čase.

Takže

(4)

což je ekvivalentní rovnicím (3.7) a (3.13),. Mají-li tyto vztahy pla-~

tit, musí být systém skleronomní a kinetická energie'musí mit kvadra
tickou formu (3.8)0

P~íklad 9. Prdhyb rovnoměrně zatí!eného, prostě podepřenáho nosníku----%
lze popsat rovnicí

( 1)

.. 20 -



Jde' o Fourierovu ~adu, její! koeficienty,/-", (t) zvolíme za zobecněné

soufadnice. Jaká Jiw pfísluěí zobecněné síly?

Změní-li se q~ o ác~k:. ,vykonají elementární síly pctx na
prdhybu (0wi7J~t) cl~k: práci

Na celám nosníku bude tato práce

j-e krex pedq.~
df-\ ."= ""da ~ _. dy. "" - - [1- cm (kJt)]k r~ -rit .t I! n;

o

V$raz v hranat4 závorce vymizí pro sudé k. , tak!e

1pt
k:.k:n: dCjt,;. pro = l~ 3, 5, ... ,

c(A ~
fc

O pro k =2, 4, 6, ... .
Srovnáním s vÝ1'aZem (3.2) vyjde

( 2)

(3)

(4)

pro l1chtS k J

pro sudé k.
( 5)

Integrací (4) dostaneme potenciálovou funkci

( 6)

a potenciální energii

2he ( 1 1 )V -= - -=.r::::::::... q + - 11 + - c~ ·ta - -- .
1C 1 .3 "rJ S r s

( 7)

Pi4íklad 10. Bude-li nosník z pi'íkladu 9 zat:ílen uprostřed osamělou

silou P (místo rovnoměrn~ho zatižení p ), vyjdou zobecněné sily
1=;: -= ~~Í/h, (k'1t /1), tj. pro n = 1, 2, •••

F2.t1-1 ~ L_1)n-1p)
Ftn ~ O.

- 21-
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4 • VARIACE FUNKCE A VARIACE FUNKCIONÁLU

Necht je dána spojitá a hladká funkce

(4.1)

popisující určitý terán, v něm! se pohybuje pozorovatel. Pak X ,Y
jsou souřadnice pozorovatele v po.dorysu (na mapě), l je nadmořská

výAka. Cesta vede přes temeno hory, na jejímž nejvyiAím mistě stoji
rozhledna. Její soui'adnice jsou Xa Yo 2 0 • Zřejmě

(4. 2)

P~edstavme si, že by tam rozhledna dosud nestála a ~e bychom si přáli

určit je jí sOUÍ'adnice rozborem vlastností známé :fUnkce (4.1). Vykročí

me-li z místa, kde má být rozhledna postavena, nemdžeme jít ani do
kopce ani s kopce. Kdybychom š·li do kopce, neby:;Li bychom na nejvyšším
místě. Kdybychom šli s kopce, mohli bychom se obrátit a v protisměru

jit .do kopce, nebot plocha 2-" f( xqy) má v bodě Xo , Y-o podle
předpokladu jedinou ,tečnou rovinu. A~ tedy změníme souřadnice Xo

Yo o jakékoli nekonečně malé přírdstky ox , by ,musí vyjít Dl
nulové. Tedy

(4.3)

Užitím Taylorovy'~ady dosta~eme

kde první resp. druhá variace funkce f {X, y) v bodě Xo

of' · '() t ·bf -= _.. \ 0)( -I- .:L \ ~Y'rox. () 'dy o I

'10

(4.4)

, je

(4.5)

(4.6)

Proto!e výraz (4.6) je o řád manA:! ne! (4.5), mO.~eme jej v limitě

zanedbat. Ze steJn4ho dOvodu zanedbáme i dalěí členy na pravé straně

(4.4), tedy věechny členy kromě prváho. Potom se musí. rovnat nule
variace Srf podle (4.5). Přirllstky D)(. , Dy jsme volili libo-
volně. Musí proto bIt

- 22 -



(4. 7)

pro X ~ Xo 8 y ~ Yc • Z tAchto rovnic lze souřadnice Xo ,Yo
lokálního extrému určit. Tím je však zaru~ena pouze existence stacio
nární hodnoty. O JeJi povaze nevíme dosud nic. ~ie jít o maximum,
minimum nebo'o sedlový bod. Bude-li druhá variace (4.6.) záporná pro
jakákoli Dx , O'j J tj. bude-li tato kvadratická forma negativně

definitní, pOjde o maximum (vAechny cesty směrem od rozhledny povedou·
v jejím okolí s kopce) •

. Jaký je rozdil mezi variací Df a diferenciálem ctf funkce
f(~,Y) ? Pajdeme-li přes rozhlednu po cestě (předpokládejme, že tam

vede nějaká cesta) nebudou p~i~Ostky souřadnic libovolné, budou odpo
vídat skutečnému poqybu pozorovatele. BOjde o diferenciály, pro něž

platí

(4.8)

Variace představuje myšlenkový experiment; neodpovídá iádnému skuteč-

nému pohybu pozorov·atele. K vymyAleným změnám DK , ['y vypočteme

De 8 zkoumáme zda Dl: = O, př1čem!

(4, 9)

Z hlediska matemat1ckýc~ operací jsou rovnice (4.8) a (4.9) totožné.
Jejich význam je však rO~ný. Skutečná přirO.stky clx J d.y J de
mohou vzniknout jen za časový interval dt při pohybu pozorovatele.
V1I'tuáln~ pft:Crdstky ÓX , 5y ,Oř. mohou vzniknout okamžitě,

nebot nepopisují ~ádný skutečný pohyb.

Základní úlohou variačního počtu je vyhledáni stacionární hodnoty
určitého integrálu

.b
I -= Jr ()(, 'jl I i) c{x )

a.
(4.10 )

v něm~ y ~ y (X), y/: dy Jdx • Vztah (4.10) představuje :f\mkcionál,
nebot k funkci y(X) při~azuje (reálné) č!slo '[ • Funkci y:: y (x)
změnime o variaci óy -= ~f0<), přičem! PLl() je libovolná "rozumná"
:fUnkce a Um € --+ o (obr. 5). Místo funkce y (x) pak budeme' mít

(4.11)
- 23 -



variovanou funkci Y(X) = Y(x.) + e tf? lX) • Potom tak:' y' (x) -= y4(x) +

+ EcP'()() • Hodnota integrálu I se změní o jeho variaci

(4.11)

y

y(x)

A

B

t(x),,-- ....
XI ",

O a \ ;1'/' ...
Obr. 5

U!1tím prvních členO Taylorovy ~8dy dostaneme pro malá (

- - J' -i 1) 'UF,t 'UF.J..'F lx, Y lY' .,. f .... 'X, 'j, Y -+ 'U~ E'ť (x)-+ 'Vy' t.~ (x) _

Dosazením do (4.11)

(4.12)

(4.13)

Druhý člen na pravé 'straně (4.13) zintegrujeme per partea. Bude

(4.14)

Hodnota I bude stacionární právě tehdy, kdy! variace ÓI vymizí.
Protože funkce ťf lx) je volena libovolně, Dns! v integrandu vymizet
hranatá závorka, takJe
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VF vl fj)F
'U Y - ax l 7J t) '" O, (4.15)

To je Eulerova rovnice variačního prob14mu.. Dosaz'emm (4.15) do (4.14)
dostaneme

'OF. b - 'UF b
OT ... ~ r"tfť ~ ex) Jo. ~ l Vy' éy 1a. · (4.16)

Zvolíme-li <ff la) = 0, f Cb) = 0, vymizí 1 tento okrajový (slen a
bude DI = O. Zbude pak jediná podmínka (4.15) jakožto diferenciál
ní rovnice pro hledanou fUnkci y(x) s p~edepsanými okrajovými hod-
notami Y(tA.) , Y(b) • Funkce ~ (x) na obr. 5 byla jil tak volena,
aby v okrajových bodech A ,. '8 byla nulová variace. Kdyby tOIIl1

tak nebylo, musili bychom požadovat ještě vymizení okrajového členu

(4.16).

Tímto zpOsobem se zkoumají extremální vlastnosti rO.zných fUnkcio
nálO. (nohami tohoto druhu se zabývali lidé od nepaměti. Intuitivně

vyhledáváme nejkratší cestu, kdy! jdeme ráno do práce. Svá přáni se
snažímepl'osazovat cestou nejmeně:lho odporu. Veřejné osvětlenínavr

hujeme tak, aby ztráty byly minimální, aby osvětlení mělo největi!

\1činnost.

Příklad ll. Doká!eme, že variace a derivaoe funkce jsou záměnné ope
race. Necht ':I ': 'Y V<.) a Dy =e~ ť.><) ,~ t, ~ O.
Variovaná fUnkce je y+ '5y • Potom

. (1)

Naopak

Proto

Ponecháváme na čtená~i, aby dokázal, že

b b

D JF(x) c{l( -= S ~ J:"(x) ci.Y.. .
(,.\ t\

( 3)

(4)



Funkce fl-í) mus:! být na 1nterválu ( e:t. b ) spojitá.

P~íklad 12. Odvoate podmínku pro existenci stacionárn! hodnoty
integrálu

tJ

I ... JF (y, i, y", )() c-tx: ·
dc,

(1)

Integrace.per partes je nutno poulit dvakrát. Vyjde Eulerova rovnice

8 okrajový ělen

Sr
'D F cl vF roF . b,. II w -~ tUYj,)oy ~ ~t á"yl)tl · (3)

Pfíklad 13. Najdeme podmínku 'pro stacionární hodnotu určitého inte
grálu

(l)

v něm! L je Lagrangeova funkce a Cf, i (f) jsou zobecněné souřadnice.

Obměníme-li pouze jedinou' funkci q,1l. (1~ k. ~ n), dostaneme podle
(4.15) podmínku

;dL d· oL
·Uq.iL - di" ('U4,J -= O .(2)

platnou pro i 1 ~ t 4 1;2,., p~lčemž b'lit. na koncích tohoto
intervalu vymizí. Protoie pro nekoneěně malé změny platí princip
superpozice, budex )

x) Vzpomeňme nap~., že rovnice (4.9) je v pfoírO.stcích DX , S~ , S-c
llneární, ačkoli funkce Z = f(x,y) je nelineární. Pro nekonečně malá
p~írOstky proto platí princip superpozice.
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( 3)

Zde bk. r značí variaci óI vzhledem ke ~,,( t) .

Výrazy vymizí, jestliže se budou rovnat nule vlechny členy. Pak rovni
ce (2) musí platit pro všechna k. =1, 2, ••• , n • ~edstavuje proto
soustavu simultánních pohybových diferenciálních rovnic.

Lagrangeova funkce (1) obsahuje explicitně taká čas i . To je však
nezáv1sle proměnná, která variaci nepodUhá.

P:fíklad 14. Najdeme podmínku pro stacionární hodnotu :fUnkcionálu

s p:f,edepsanými/vazebními podmínkami

(1)

pro i = 1, 2, ••• , m. ( 2)

Pfaitom 1 ~ m<: n • Mohli bychom rYt zobecněných 8o~adnic z rovnic
(2) vypočítat a dosadit do (1). Pak bychom postupovali stejně jako
v p:fíkladu 13, mAll bychom věak pouze n - m stupň'O. volnosti.

. Mí sto toho mdleme Lagrangeovu funkci rozší:r-it přidáním nulových
členO

(3)

Zde Aíznačí Lagrangeovy součinitele. Nyní bude

(4)

Samoz:fejmě L' .. L vzhledem k (2), .takle hodnota (4) je stejná jako (1).
Variací funkcionálu (4) věak dostaneme n rovnic

~L d
'bq.i. - dl:

m
7J L \ I.. 'Ofi =
~ + L /\-11 r:\ 0,

vC),k. i=1 "q,r.-

- 27 -
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(6)l =1, 2, ••• , m.pro

Jestllle bychom z rovnic (2) vypoěíta11·q,m+1 až CIn a. dosadili
do (5), dostali bychom soustavu n rovnic 'pro q.1 a! t}fJ-m a

A, a~ Á m • Dostali bychom tedy nejen souf'adnice C-1" tf) , ale
taká součinitele .,.l~ li) .,

Budeme - l1poVflžovat A,i (tj za funkce podrobená v~iac1, dostaneme

z Eulerových rovnic podmínky

~L'
._. : O čili ff = O7J Á(' .,

Rovnice (2) tak samy vyplynou z ~e§ení stacionární hodnoty fUnkcionálu
(4).

Pl':!klad 15. Pohyb s jedním st~pněm volnosti je dán funkcí q ~ tj, lt).
Variaci t4to funkce Dl). =etP(t) mO.žeme ve zvláětním pfípadě volit tak,
že bude odpovídat skuteěn4 změně, tj. óq, "" dq, , c? dt • Staěí zvolit
e ... dt- a epCf)'" 4(i:) • Avšak i v tomto pi'ípadě bude me~1 qer1vací a
variací rozdíl. V prvním případě

q l t) +- clCj. : q.lt) + 4- l t )cH. :: q. (t·t ct t) · (1)

V druhém případě

( 2)

Zřejmě

( 3)

q

q(t)

t

takže obě křivky jsou
shodné, vzájemně posunuté
o € (obr. 6). Variace
nastává při nezměněnám

ěase f [rovnice (2)J '
nebo-t ten vari.a.c i nepodlé
há. Derivace ,vyj~d~je

funkční. přírOstek při změ

ně ěasu [rovnice (l>J •

Obr. 6
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5. VIRTUÁLNí PRÁCE

Prob14m rovnováhy řeěl1 Newton tak, že z mechanické soustavy
uvolnil jednotlivá hmotná tuhá tělesa. Jejich vzájemné ptlsobeni na
hradil reakcem~ a po~adoval, aby výslednice akčních sil i reakci
(výsledná síla a výsledná silová dvojice) byly na každém tělese nulové.
Jde-li o poddajná tělesa, musí být v rovnováze každá jejich elementár
ní ěást, kterou lze povalovat za hmotný bod. PodDdnky rovnováhy pak
dostáváme v diferenciální formě.

~sto těchto vektorových rovnic lze napsat jedinou rovnici pro
virtuální práci rA , kterou věechny síly V1konají pfi nepatrné (ne
konečně malé) změně konfigurace, jakou připouětěj! vazebni podmínky.
Tato práce;' za rovnováhy vymizí, takže

(5.1)

Do této rovnice vstupují pouze akčni sily, nebo~ plt.áce ostatních sil,
kter~ udržují předepsané vazby mezi jednotlivými hmotnými body v tě

lese a mezi tělesy, je nulová.

Uvažme rozdíl mezi balvanem z pískovce a hromadou pisku.Kdyby

chom chtěli poznat vazební síly, které uvnitř balvanu udržují jeho
hmotn4 částice v nezměněné relativní poloze odpovídající tuhému těle

su, musili bychom tento balvan rozdrobit. Virtuální pohyb však mdžeme
uskutečnit i bez tohoto rozdrobeni, takže rozdíl mezi balvanem a hro
madou písku odpadne. Z rovnic rovnováhy, které takto dostaneme, však
budou reakční vazební síly p~edem vylouěeny. Nemdžeme je tedytimto
zpOsobem vypočítat.

Podíváme-li se na rovnici (5.1) z .§.E»ometl'ického hlediska, dojdeme
k závěru, !e n -rozměrový vektor sil F t F1 , F'l.! - - - • Frl) je ortogonál
ní k vektoru virtuálních posuro &} ... {&~11 Eq.2.1 .. " &ql'l }. Podmínkou' rov-

nováhy tedy není vymizení zobecněných sil, ale jen jejich ortogonali
ta ke věem vektoro.m virtuálních posuvO..x)Proto~eneexistuje vektor,
který by mohl být zároveň kolmý ke vAem smě~m, _si sily F~ vymi
zet. Pf'edep:!~eme-l1 věak rn kinematických -vazeb mezi zobecněnými

so'u:fadn1cemi (Yn" n) , nemusí síly Ft vymizet. Stačí, když jsou
ortogonální k vektordm virtuálních posuvd v ( n - m )-rozměrném pod
prostoru.

x) Vektory -:-'Ja.A 8 ~B jsou ortogonální, je-li jejich skalární součin
... ..,.. n
A.B .: f Ai Bi roven nule.

(='1
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Mají-li síly F~ potenciál, bude se óA rovnat 5"Á:: Óli =. SV ::t - &1/
a rovnice (5.1) pf'ejde v po!adavek vymizení variace potenciální energie

DV -:: O. (5.2)

Je to podmínka pro stacionárni hodnotu potenciální eneX'gié za' statické
rovnováhy tělesa. Tato rovnováha je stabilní, je-li 5'-V, 0, takže jde
o minimum.

Poznámka. Podmínk~ rovnováhy (5.2) byla odvozena za předpokladu, že
kaldý virtuální posuv 5th lze obrátit na - Sqi . Kdyby tomu tak
nebylo, tj. kdyby ně jaká vazba bránila změně (,F o -6(,]-":,' ale
umolňovala změnu + í q,i. , mohla by být potenciální energie V mini-
mální, i kdyby za pohybu + bq~ vzrostla. Rovnici (5.2) by pak bylo
tf'eba nahradit nerovností

~ V ~ O.

Příklad 16. Necht akčním silám F{, ( L, =1, 2, ••• , n
potenciální energie V • Mezi zobecněnými soufadnicemi·
kinematická podmínka

(5.3)

) p~isluší

(,}~ 'a~ platí

( 1)

Podmínka (5. 2) se nenaruší, kdy! místo po·ťenciáJ.n:í energie \1 zave
deme

( 2)

nebot f =O podle (l). Zdálo by se, že j~e o pouhou matematickou
ht'íČku. Potenciální energie V má věak zcela jiný'fyzikální význam
než V • Zahrnuje totiž 1 v8zebn:( síly udržující mechanick·ou sousta-

vu v polohách vyhovujících požadavku (1). Př:lsluě·né zobecněné sily
jsou Fi: -rul; /7Jql , kde .

(3)
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Poslední člen, odpadá vzhledem k (1). První člen, na pravé straně rov
nt""e (3) značí zápornou akční sílu - Ft: • Zbý,J~ tedy reakční složka
i-tá zobecněné síly

(4)

Pi"íklad 17. Pi"edpokládejme,!e vzájemná po.sobení dvou hmotných bodti
závisí pouze na rozdílu jejich soufadn1c

~ ':: )('2. - Xi I (1)

rou r~U

F1J(. "'=' "=

~'() x'l- )

~lJ tU
F'2.) -= "y. -:.

o~II 2. ( 2)

Fn
'oU 'oU

:. --"= 'Og1) 'c'Z..

'ou
- 'O f I

oU
'::' - -- ,

u'lf.,

'Ou
-= ---,

v~ ,

Potenclálová funkce je pak U -= U( f J ~ I s). Pro složky sll ptisobících
na oba body dostaneme

~U
~ll -= ~)(1 ...

Platí tedy ti"etí Newtonóv zákon

(3)

Síly F;" = { 1=;)(1 F';YI !=;l ~ a ~.,.. f Fix I F2.)l1 F1:~ 3 však nemusí mít
společnou nositelku, mohou vytvářet silovou dvojici.

Bude-li roít funkce U speciální tvar

v .. Vtr) , (4)

kde (' ': V ~'2. +- Y(l.+ 5"- je vzdálenost obou hmotných bodti, vyjde např.

'O V ('a r II ~ ~U ~ 'C U _
E;)( ... 7)r 'u~ 0)(1 -= - vr r -::. -ur ť.04<X '" - l~tojGX. I (5)

kde ~úJa je směrový kosinus spojnice obou hmotných bodd. Podobné
výrazy dostaneme 1 pro ostatní složky, takže
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(6)

Vzájemné pOsobení je v tomto p~ipadě dáno silou ležící na spojnici..... ........
obou bodO. Síly F1 F~ jsou 'stejně velké, opačného sIDJ1s1u a
netvo~í dvojici.

6. D' ALEMBERT6v PRINCIP

Newtonť1v pohybový zákon pro hmotný bod

..... ci ...
F ~ -. (mv)dt

dává pro konstantní hmotnost m =konst vztah

Vztah (6.1) resp. (6.2) lze 'formálně nahradit dvěma rovnicemi

(6.1)

(6.2)

.......
F

-;..

·t S (6.3)

.....:,. cl .......
S ::: --tmvl

Gťt

......... ~

l' eap. S ~ - m Ci · (6.4 )

.....
S značí setrvačnou sílu, která byla do rovnice (6.3) zavedena pouhou

matematickou spekulací. Je to fiktivní síla, která obnovuje rovnováhu
---porušenou účinkem síly ~ • Jestliže takto doplníme setrvačné síly ke

všem hmotným boddm, p~eved11 jsme'úlohu o zrychleném pohybu soustavy
na úlohu o rovnováze a pfeěli jsme tak z oboru dynamiky zpět do oboru
statiky. K vyjádfení podmínek rovnováhy soustavy akčních a setrvačných

sil mOžeme nyní poulit tfeba principu virtuálnich prací. Tento geniál
ní obrat zavedl do mechaniky, znamenitý :ť1'anoouzský matematik a filosof
d'A1embert (1717 až 1785).

~sto pohybových rovnic mdleme tedy psát podmínky statická rovno
váhy. To vAak neznamená, ie jejich řešení bude stejn.éjako ve statice.
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Tentokrát tati! nejde o algebraické rovnice, ale o rovnice diferen
ciální. Se statikou je společný pouze zpdsob jejich odvození.

Budeme-li mít soustavu N hmotných bodťi, dá princip virtuálních
prací ve spojení s d'Alembertovým principem rovnici

..,.
kde Órk: je virtuální posuv k-té hmoty.

S p~ihládnutím k (6.4) mOžeme psát

(6.6)

Mají-li akční síly potenc1ál, bude na levá straně (6.6) variace ska
lární potenciálové funkce U

(6.7)

Výraz na pravá straně (6.6) ·však takr~o vyjádřit obecně nelze; setrvač-
- -il' -+

n~ síly jsou polygenní. Výraz o<A =Lm~a.".dr~neni úplným diferenciá-
lem a nelze jej proto integrovat (leda výjimečně).

Zavedeme-li potenciální energii V -=-U, dá rovnice (6.6) s při

hlédnutím k (6.7)

(6.8)

Variaci nyní ztoto~níme se skutečnou změnou konfigurace pohybující se
soustavy. Bude

(6.9)

8 po integraci

(6.10)

To je v§ak zákon zachování energie (3.7)
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E -= V + T ::: kOt1!t, (6.11)

Za Jakých p~edpokladd jsme Jej vlastně odvodili? Polo!ili jsme ó;:
= dr: · P~itom ~::> {XCI 'Y~I tt.}. Je-li mezi těmito so~adnicemi a
zobec~ěnými so~adnicemi q,1 ,Cý'J.. ' ••• , qn vztah

=

(6.12)

pak ztoto!nění gqi" dq.i p~i virtuálním pohybu vede zároveň k ztoto!
nění Sr:· d-ř; . Kdyby však platilo

(6.13)

což platí v reonomní soustavě, bylo by

(6.14 )

kde~to variace by dala

n -;..

br; :' [ 'UrL ('

'iJqi uq,i
-(;=1

(6.15)

.......;;, -;...

a SYi. 1= drl!. • Proto uvedený postup a zákon (6.11) platí pouze pro
skleronomní soustavu.

~~známk8: variace se uskutečňuje okamžit~ (přestože by tomu odpovída
lo nekonečné zrychlení), kd,ežto skutečný pohyb se děje' v čase spojitě.

ci,

Pfi variaci se berou v~echny síly, tedy 1 setrvačná, jako .konstantni.
Variace pi"edstavuje pouze matematický experiment, nezávislý na skuteč

nám pohybu (kap. 4).,
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7. RELATIVNí POHYB

Nejprve probereme relativni
posuvný pohyb. Jedna soustava
a počátkem v bodě O je iner
ciální, druhá se k ní rovnoběžně

posouvá tak, že její počátek O'
opisuje křivku C zrychleným
pohybem (obr. 7). Pro polohu O
bodu A plsti, že

Tedy také

• 'll ...

.~ -jpo --;.

r -= C ,+ r'

A

Obr. 7

(7.1)

(7. 2)

Tuto rovnici znásobime - m a zavedeme setrvačnou sílu podle (6.4).
Vyjde

-fOta 4·-a..
S=-- rne ·t S) <7.3)

~

K akční síle F připojujeme v inerciál~ soustavě d'Alembertovu
-+

'setrvačnou sílu S @ Ta má podle (7. 3) dvě složky. Jedna je setrvačnou

silou vzhledem k unáš~né Isoustavě souřadnic' t a odpovídá pohybu měřenému

relativně k této "čárkované" soustavě, druhá jezjevllá síla či zjevená síla.
(apparent force, síla, která se objeví v unášené soustavě souřadnic vlivemllnášivého pohybu).

.....,.
~ - mc (7.4)

',Ta vzniká výlučně\ nerovnoměrností relativního pohybu obou soustav.
Efektivni výsledná síla, která vstoupí podle d'Alembertova principu
do podminek rovnováhy, je tedy

Výraz na pravé straně mOžeme interpretovat bua tak, že se o ~evnou
~ ~-::::z-

sílu l zvětší setrvačná síla 5" a akční síla ,.. se nezrněni

nebo sílu t přičteme k akční síle a pak už můžeme ignorovat unášivý
poh:vb čárkované soustavy·. Tato dvoji možnost výkladu po.sobeni ~zjevné,
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.....
síly 2 vedla Einsteina k vyslovení principu ekvivalence mezi zd~n-

livými a gravitačnimi silami. x) . :i. i!
!;

I
Nyní budeme uvažovat dvě soustavy se společným počátkem, ale':'

r; ;

čárkovaná i soustava souřadnic~ bude k inerciální nečárkované obecněi!~o-

tovat úhlovou rychlosti 1lti) • Vzhledem k společnému počátku se
polohové vektory shoduji, takže

(7.6)

Rychlosti a zrychl~ní se však neshodují, nebot změna polohového vekto
ru se bude jevit v každé ,soustavě souřadnic'f jinak. Představme si vektor

..........p , který je konstantní v čárkované soustavě a rotuje spolu s ni.
Po uplynuti času dť změ~i pozorovatel v inerciální nečárkované sou
stavě přírOstek

(7. 7)

o .kdežto

vznikly relativní rotací obou soustav. Proto
~

d'p
-::

clt

d'ldtSymbol značí, že se derivace vztahuje k pohybu v čárkované
4

soustavě. Není-li ...vektor tJ konstantní, bude zřejmě

~

dp a'p Si .-., (7.9)
dt -:: Cit t xp.

Proto~e tento vztah musí platit také pro polohový vektor (7.6), _dosta
neme transformační zákon pro rychlosti

-+ ~ ~ ~

V -= v' + Sl x r' (7.10)

Derivací podle času dostaneme vztahy pro zrychleni
----JI»dvt .4 - ~ ar'

+ .fl x r' + JL x dt'"dt V\.

(7.11)

x) Věhlasný matematik a teoretický fyzik Cornelius Lenczos navrhl,
aby zjevná síla f nesla Einsteinovo jméno •

.. 36 -



S pou!itím (7.9) mdleme tuto rovnici dále uprav'it 'na

(7.12)

Av~ak

....... ....;JI-

d' r' Idt:: V' , . takže
~ -:..

OV ~ C,{.'v'
- ":: ---...,... 7-dt Cit

,.
-::)I> -;,.. ~ -:i1/IJ1> ~, ~ ,.......;p.

'2 Ji X V' +n X (-\~ X Y' ') t fl )(. r' · (7.13)

, Násoben:!m ( - rYl ) zavedeme do (7 .13) setrvačné síly

~ ~ ~ ,..,... -+- ....... ~ .~ '-7

S ~ S'- 2rnJl X ·V'_ mn. x (il x rl) - m.11 x r'. (7.14 )

Pokusíme se o 'fyzikální interpretaci zdánlivýchs11, které se objevují
jako druhý ai čtvrtý člen na pravé straně rovnice (7.14). Čárky pro
stručnost vynecháme a bl;ldeme pamatovat, ževi3echny veličiny se nadále
vztahují k čárkovaná (uná_anál soustavě.

Ti4etí člen na pravá straně lze napsat jako
....,. , .

2.. -::IJ'

Q. -='.h15l ~.L I (7.15)

~ --i1Jt-

kde r.J.. je složka polohov~ho vektoru kolmá k vektoru Jl • Jeto

odst~ed1vá síla, která má potenciální energii

Druhý člen

(7.17)

je Cor101isova síla. Konečně posledni člen, který odpadá, je-li
~

11 =konat., je EUlerova sila

Efektivní síla v rotujíc! soustavě je pak podle (7014)

~ ~ -7j ~ -7> -iJo

Fej =< Ft S + Q. + C + E.

ce 37 .. -
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Chce-li tedy pozorovatel v rotujíoí soustavě použít d'AlembeI'tova
.principu, musí k akčním silám p~1poj1t síly setrvačné a dále síly

zjevné, což jsou síly odstředivé (p~:(slušné unášivému pohybu),
Cor1olisovy 8 Eulerovy.

P~íklad lB. Vynikající madarský fyzik Eotvos uspořádal pokus s ana
lytickými vahami. Sňal z nich obě misky a umďstil je na vodorovný
stolek, který rotoval kolem svislé osy úhlovou rychlostí UJ • Když

nastavil tuto rychlost tak, aby se rovnala bohové frekvenci vlastn:Cch
kmitd ramene vah, rameno se rozkývalo. Uká!eme, že jehopoku~ demon
struje rotaci Země.

Derivací podle času dostaneme
rychlost

x

· Zvolíme eoufad.nica..X t

y , l ap jaté se Zemi., Osa Z

spadá do osy rotace stolku, osa
X je v meridiánové rovině.

Počátek O je ve středu Země,

která má poloměr R • Úhel LP
je zeměp1.sná i3ířka, tf znač:! oto
čení ramene o dálce a vzhledem
k me1'1diánová rovině (ob!'. 8).
Rameno vah budeme předpokládat

bez hmotnosti, hmótnost soustře

dime na konci ramen do dvou hmot
ných bodť1. Nejprve vypočteme se
trvačné a zjevné síly působící;

na hmotu v bodě A •

SoUřadnice bodu A jsou

x. '= ac.o1 tf ' Y ... aJ,{{1\It'f" C ." R
A Tedy

fl

Obr. 8
Unášivá úhlová rychlost je
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Setrvačná odst~ed1vá síla (v soustavě spjaté se Zemi) vyjde...
S -= - rh • cr ~ - mi:";,r,(dv I di ~.

... {rY\Ld'acool('1 h1W1.a-.6t!lttlf',O )

Zjevná odstředivásíla vyjde:

kde
Qx ~ m n.iJ..o. ~i1A 'l.4J C<Y.llf t h1 n1.'R, ~CM, 4' c.o~ lf" I

Q.y" m.rťa J.\{Jlt\ \.f.. I

Q,1: ... ty} n'l. a "lM,. lf' CVJ 't' eO'Jlf + VYl Sl? R. COj1..lp ·

Vektorové součiny se ~ídí pravidlem

-........ ~
ť

• ke.t )( b -:: J
(,t't, ay (tJ.

b:x. l?~ bJ!

l\~!eme se pfesvědčit, že výsledek (5) souhlasí se vzorcem (7.15).

Z obr. 8 je totiž

(4)

(5).

(6)

(7)

kde
~ := ( RCO;) y.' + Ce. COj Lf I.lVvl. 'fl )ÓtM- lf' I

''l( ... Ú AVvv f '

S '" (R C<YJ 'f t tA wo ť 4tM. ~ ) CO:) 'f

Coriolisova síla vyjde podle (7.17) a (6)

--;".

Eulerova síla je nulová, nebot SL: konat.

Když složíme síly pdsobící na obě hmoty, dostaneme konstantní silovou...
výslednici Qo
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( 9)

která se skládá v závěsu: ramene vah 'S gravitační silou. Je to korekce
tíhy se zřetelem k rotaci Země. Kromě toho vzniknou dvě silová dvoji
ce s periodickým časovým prOběhem. Jedna pdsobí kolem osy ~ a vede

k nerovnoměrnosti záběrováho momentu pohánějícího;stfil. Její moment je

H . . ("'\1.... 2. , lni-)2: ':: 1'Y\.j I.. (,l (.(X) l( titIVV .~W v •

Druhá pOsob:ť ro'zkývání ramene vah. Má moment

(10)

(ll)

Protože Sl je velmi malá ( Sl. = a.jt / (24.60.60) =7, 2722.10-5 S -1),
mOleme členy obsahující il~ zanedbat. Zbývá pouze

( 12)

Jeto moment vzniklý pOsobením vertikálních složek Corio11sových zdán
livých sil. Ačkoli' Je velmi malý, postačí k vybuzení rezonančn:ího kmi
tání, jsou-li váhy dost cit~1vá. Budicí moment Hc je podle (12)
úměrný úhlové rychlost 1 rotace Země. EotvosOv pokus by nejúspěšněji

prob:íhal na rovníku l \f :: O). Na pólech by bylo '-ť -=± JL 1'2. ,8 tedy

Me. ~.O •

"Příklad 19. Koná-li relativllí pohyb tuhé těleso, lze si je představit

složené z hnlotných bodů. Zvolíme souřadnicový systém x, y, z tak,
aby osy souřadnic byly hlavními centrálními osami tělesa. Protože tuhé
těleso se nedeformuje a soustava souřadnic je spjata s tělesem, jsou
druhotné rychlosti a zrychlení nulové.' V rovnici (7.19) proto odpadá

....". ....
setrvačná síla ~~' i Coriolisova síla C . Protože počátek souřadnic

_1e tot()žný s těžišt~m, je L mi~=O. VýsledI1i~~zjevných odstředi-

vých sil Q a Eulerových sil E je potom nulová. Zbývá tedy vý-

slednice L F akčních sil F a výslednice LZzjevných sil Z
....

podle (7.4). rry odpovídají zrychlení p relativního pohybu počátku

dané souřadnicové soustavy vzhledem k inerciální soustavě, a tedy urych
lení těžiště ar .Bude proto\\

[7 '" L tYl . ctr . (1)
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( 2)

To je známá věta o tě!lAti. Těliit~ se pohybuje jSko':'hmotný'bod, v němž

.. je soustf'eděna hmotnoetceUh,o tělesa, zapdsobení výs'lednice v,Aech
akčních s1l.

Oznaě1me~11 momenty setrvačnosti

I'IC. -:: 2:. m ( y1+t 1. ) I

ly = L rn ( 2
1

... X 2. ) I

--;IIa

dostaneme pro výsledn~ momenty dvojic odst~edivých zdánlivých sil &
podle (7.15)

MQ.)( -: ll) - I i: ) Wy 1.Ů.z: I

MQ.y : (r Co - t ~) lAJe WX ,

MQa: ~ (t~ -I,) w·~ wy •

Pro' Eulerovys11y (7.18) vyjde

(3)

(4)

.......... -""""..... .

Oznaě:Cme-li slolky v!sledn'ho momentu M.. 2.. r 'x, f akěh:Cch sil t MA I My ,
M~} " dá požadavek vymize~:! součtu (7.19) (tj. požadavek "rovnováhy"
moment~ v~ech sil podle d'Alembertova principu) soustavu Eulerových
pohybových rovnic

'l~ 0,1. - l I y ,- I ~ ) W>, W ~ : Hl<..I

rj';;j-lr!-Ill)w'iw~ ... M~I (5)

I ~ w~ - lIli. - ty ) WlC. W Y , Me'

....,.
Zde W", ,LUy ,tv~ jsou slo!ky vektoru...)'1 unášivé úhlové rych-
losti.

Příklad 20. UVedli jsme, že složky d'Alembertovy setrvačné síly nelze
obecně odvodit derivacemi nějaké skalární funkce. Gauss však přesto

dokázal dát d'Alembertovu principu takovýtVSI', aby vedl k minimalizač

nímu princ1pu,~
-IJí*.

Pro polohový vektor r v čase t +1; mžeme pro malé 7: psát
Taylorovu fadu

(1)
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-+ ~

Nyní ponee}:l,áme r 8 'l beze změny a u~ut,ečn;!mevar1aci pouze...
,zrychleni a, " jako kdyby Ilo () volnou pl;'om~nnon.,

Dostaneme

Podle d'Alembertova principu (6.5)

N

L t~ - m~ čt ).8 r~ ~ O.
I:. -=1

Zvolíme-li nyní Ór: shodně s vyrazem (2) pro čas t + T ) f bude

N

L (ft -J'YIt;at; ).6a, ;: o,
!-=1

...,.
Protože síly ~ variaci nepodléhají, plati identita

( 2)

(3)

(4)

( 6)

Tento vztah poděl~me (-IYJ~) a doeEldtme za bat. do rovnice (4). Vyjde

N .

L ~ (~- rYJ t: Cl: t b(~ - mt; a~) ~ O
t.=1 ll..

čili

kde

8w ... OI (7)

(8)

Proto!e 'tJ ~ C ,.Je rovnice (7) podmínkou minim~ :funkce hl . Pohybové
rovnice se tedy najdou vyhledáním minima váženého součtu čtvercťi abso
lutn:ťch hodnot efektivních s11 (F: -rn~ a", ) podle (8).

Jsou-li hmOtná body v soustavě volné, je Wrnľn =,0, nabot

( 9)
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platí pro věechna k =1, 2, ••• , N • Je-~i jej10ll pohyb omezen ně

jako-u vazbou, je Wm,." '> o. Ge.'Qssdv princip se proto nazývá princip
nejmeněího přinucení (omezení) • Jeho aplikaci ukážem~ v následujícím
příkladu.

Pfiklad 21. Hmotný bod se pohybuje po ploše 2 ~ f(x,y) za pfisobeni
síly F = i ~t F~;F!}. Ulitím Gaus.~ova principu najdeme pohybové rovnice.
Dvojí derivací podle času vyjde

Gaussova funkc e

(1)

". ...
má být m1n1máln! vzhledem k X. , Y ,
To vede k podm1nkám

jestlUe platí (1).

~ rYl X -t ( F~ - m 1.') fl( := O I

~ - mj t ( Fe - trl?: ) fy ~ o.

To jsou hledaná pohybová rovnice.

8. HAMILmNOv PRm-eIP

(3)

V d'Alembertově principu (6.5> se vyskytuj! síly dvojí povahy•.....
Jednak akční síly F t která ~vykle mají potenciál a jsou tedy mono-
genní, jednak setrvačné síly ~ ,kterc§ jsou polygenní. Integrací
podle času ,lze věak i k těmto silám přiřadit integrální veličinu a tim
odstranit uvedený rozdíl. Vyjdeme-ze vztahu (6.1), který platí 1 tehdy,

. závisí-li hmotnost· na čase. D'Alemberto.v princip spojíme s principem
virtuálních prací, takže pro soustavu hmotných bodo. dostaneme

bA ~ [ [F - dl; (WlV)].st ,. 0,
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Součet se vztahuje na všechny hmotné body dané mechanick~ soustavy i

·Rovnici (8~1)znásob:(me olt a 'zintegrujeme na int·é1'Valu·:t(1,,~'·t ~'ďit·

Budeme p~1tom pfedpokládat,. le akční s:C1Y'~aj:ť p,Qt_ne'~;L~v(rutQnl(ciU

nezávislou na rychlostech a le jde, o skleronomní soustavu. Pak"'exiatů

jepotenc1álni energie V -= - U • První člen na pravé straně (8.1) po

>integraci dává

,t2. ' Jt1. · JI> tt.
J [F.drdt -= 8Ud.t ... - oVcH·

t, -t 1 .f,

s využit:ím příkladu II mO.!eme pravou stranu (8.2) upravit. Bude

(8.2)

(8.)

Druhý ělen na ,pravé straně (8.1) budeme integrovat-per ·partes. Znaménko
L 'na okamžik pro stručnost 'Vynecháme. Vyjde

jt~~t (~1).brca '= rmv.Ó1 J~~t - Ji~'v.'~t ó7,tt '
tf t., "

(8.4)

Zvolíme-li b'r =O pro t=: ti 1 pro t." t'J,. , tj. zvolíme-li pevný
počáteční a koncový bod, vymizí "okrajový člen ft v hranaté závorce ve
vztahu (8.4). Zbývá poslední člen, v němž zaměníme pořadí integrace.... -~

a variace a dosadíme Gir / dt -= V • Budeme mit

P~1pojímé opět znamenko ~ a uvědomime s1, že

T := [ ~ \'YI IV1
2

.. 44 -

(8.6)



je kinetická eDerg1e soustavy. Dosazením (8.3) a (8.5) do rovnice
(8.1) vyjde

J
tl.

S (T-V)clt·-: O.
tf

(8.7)

Přebytek kinetická energie nad potenciální se nazývá Lagrangeova fUnkce
, a označuje se

L ~ T-V.

Rovnice (8.7) pak vyjad:fuje Hami1tono.v princip. Podle něho nabývá

integrál

(8. 9)

Pf-i odvození Lagrangeova principu jsme se omezili na konzervativ
ní soustavy. ~o v~ak není nutné. 'Lze p~edpok1ádat obecnější tvar po
tenciálová funkce (3.12) nebo (3.14). Zobecněné síly jsou pak dány
rovnicí' (3.15) a Lagrangeov~ funkce má tvar

L -= T + U (8.10)

místo (8.8).

Hami1tonOv princip je ekvivalentní s d'Ale~bertovým principem,
~, .

jsou-li akční síly monogenní. Takové tedy .musí být taká udržující
vazby, pokud jsou p~edepsány. Vazební podmínky musí být proto holonomní.
Nic jlnáho se v§ak nežádá, tak!e síly nemusí být konzervativní (sou
stava nemusí být skleronomní).

~estoje Jsou za uvedených podmínek oba principy v podstatě ekvi
valentní, je v jejich formě významný rozdíl. D'AlembertOv princip vy
povídá jaká je hra akčních a setrvačných sil zvlášt v každém okamžiku.
HamiltonOv princip pojímá hru těchto sil (a tedy i pohyb) ve všech
okamžicích jako celek.

x) Hamiltonovi vděaíme za jasnou formulaci principu, který byl
v podstatě znám u! Eulerovi a Lagrangeovi. 'Jeho pojmenováni
po Ham11tonovi navrhl Jacobi•
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P!'íklad 22lt U. kmitajícího §'tih14ho prizmat1ck4honosníku ·je kinetická
energie

t
T .: ~ m1 J (kI)1. útx

\)

a potenciální deformační energie

t
V : ~ EJ I(W") 2 cú~ ·

o I

(1)

(2) .

(3)

(4)

(6)

Přitom W (X, f-) značí prOhyb, mf hmotnost připadající na nosník jed
notkové d~lky, EJ ohybová tuhost. Podle (8.7) má být

t5.Jt~t Jelimlwi_"~ EJw"Z) dl( '" O.
tf' "

~V prvním členu budeme nejprve integrovat podle čaSu a dosadíme

. t't t~ . t Jt ~
i.b f W\H- -= JWbwdt .,,[WDW] t._ WáWdf.
~ j . t1 .

tl tf·' . t, H

Druhý člen v rovnici (3) budeme nejprve integrovat per partes podle X,
Bude

Zvolíme-li bW =O pro tet 1 resp•. t = t-2.. .., odpadne člen v hranaté
závorce v rovnici (4)-. Podobně odpadnou hranaté závox-ky v rovnici (5),

budou-li vhodně voleny okrajové podmínky pro X = O resp. x:: (,<pře

depsaný prOhyb nebo nulová posouvající síla resp. předepsaný sklon
nebo nulový ohybový moment). Dosazením (4) a (5) do (3) získáme vztah

J
t'l, fb tf OV) (" ,

_ cl t (m 1 W t EJ W ) II lN ~t X = O.
t, tl
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Vzhledem k libovolnosti s Jakou mO.!em.e zvolit ÓW (XI (;) JnUs:C v-$:raz
v obl' závorce vymizet.

Musí tedy být

"':I: -

EJ 1"w
ml 1)(i.t. (7)

( 9.1)

(9.2)

To je pohybová rovnice volně kmitajícího nosníku. Použili ,jsme ji
v pf'íkladu 1.

9. LAGRANGEOVY ROVNICE

Podle Ham1ltonova principu nabývá integrál (8.9) stacionární
hodnoty. Podle (4.10) a (4.15) resp. podle příkladu 13 dostáváme
z tohoto principu Eulerovu diferenoiální rovnici

d (' vL) ~L. O
dl; llq~ - I()CJ,; '" I

která musí být splněna pro Jakékoli i =1, 2, ••• , n • Podmínky (9.1)
představují soustavu pohybových rovnic. Jsou odvozeny z jediné skalár
ní funkce L ~ T+U [resp. L ': T- V , pokud platí 0.3)J . Protože tato
funkce má fyzikální význam nezávislý na volbě souřadnicovéhol systému,
budou rovnice (9.1) platit i tehdy, nahradíme-li zobecněné sO~8dnice

q{ Jinými soufoadnicemi Cll (i, ď = 1, 2, ••• , n ). Změní se
sice forma, ,kterou je Lagrangeova fUnkoe určena, ale hodnota této
skalární funkce bude v obou, soustavách souřadnic ste.jná. Lze ukázat,
le se situace nezmění an"i kdyl vztah mezi ' I soustavámi souřadnic bude
záviset na čase. Lagrangeovy pohybová rovnice (9.1) platí ve stejném
tvaru i tehdy, kdy! se nová soustava 8o~adnic vzhledem k staré pohy
buje~ Tato 1nvar1antnost skalární fUnkoe L , která obsahuje veškerou
informaci o pohybu dané mechanické soustavy, je nejvýznačnější vlast
ností Lagrangeových rovnic.

Dosadíme-li (8.10) do (9.1), dostaneme po úpravě

d I~T) ~T d ~U ~U
"dt \. 'Ccj i, - ~qi : - dt ( 'V4 i) 'fo 1Jq.i .

Levá strana' táto rovnice představuje i, -tou složku zobecněné setrva~

ná síly (se záporným znaménkem). P.ttavá strana představuje i, -tou složku
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zobeoněná akční síly. Nezávisí-li U na zobecněn;ých rychlostech,
odpadne první člen na pravá. straně. Potenc1á1nífunkoe U se" pak
obvykle nahrazuje potenoiální energií ·-V •

Rovnici (9.2) nyní znásobíme aq1' --qi cit a zintegI'Ujeme. Na levé
straně vyjde

Nezávisí-li kinetická energie T explicitně na čase, je totální
diferenciál der dán výrazem

11_ \ (~T • 0r ')
dl -:: L '>od' 0.111. t- -;;;- ctq~r: ·

ť=1 V-ft· -r ()qi (9.4)

.
Sečteme-li výrazy (9.3) pro -tJ = 1, 2, ••• , n , dostaneme vzhledem
k (9.4)

Obdobný výraz dostaneme na pravé straně (9.2), takže

"\
L

ro(Ti-U) •
~ • Cl/i - (T tU) ... ~OMt.
q~-

(9.6)

s použitím (8.10) a se substitucí

~L

Pi : '04t

dostaneme z rovnice (9.6) zákon zachováni

h

'[. Pl 4; - L • /tOH-Ct I

t =1

(9.7)

který je obecnějěí ne! (3.7) a plat! pro jakoukoli formu Lagrangeovy
funkce. Jediným požadavkem je, aby Lagrangeova funkce nezávisela expli
citně na čase. Veličina (9.7) je l -tá složka zobecněné hybnosti.

Rovnice (9.8) platí ,tedy pro skleronomní soustavy. Závisí-li na
zobecněných rychlostech pouze kinetická energie a nikoli :potenciálová
funkce a je-li nadto kinetická energie vyjádřena 'kva(iratickou'formou

.. 48 -



takže (9.8) dá

IJ.. T - r .- U -= T - U ~ T + V -: ~o "'Jl-

(9.10)

( 9.11)

To Je však rovnice (3.7).

Levou stranu (9.8) mO.!e~e. ,interpretovat jako celkovou energii
obecn4 skleronomní meehan1ek4 soustavy.

Pfíklad 23. Jak se změní pohybová rovnice
matemat1ckáho kyvadla, bude-li umístěno ve
výtahu·' s nerovnoměrným pohybem?

Dráha výtahu necht je S: Sl t) podle

obr. 9. Soui'adnice hmoty vrt jsou

Obr. 9

Kinetická energie

x

X .:: ť .6t% tf,

Y : ť COo Lf + ~ .

Rychlosti vyjdou

x - -ť ~ t{X) tf ,
..y '" -ť~ .1MIA\( t S

(1)

( 2)

Z obou funkcí lf( t ) I S( t) je pouze lf (~) zobecněnou 8o~adnicí.

Kinetická energ1e proto nemá kvadratickou fo~u (obsahuje lineární
•a absolutní člen v proměnn«§ 'f ). Jde o reonomní soustavu, pro niž

neplatí zákon zachování celková energie.
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Potenclálni polohová energie S8 s rostoucím y zmenšuje, tak!e

v .:: - m~y ... - rn~ (ťc.o:J\f to s). (4)

Z výrazO (3) a (4) vytvo~íme Lagrangeovu funkci L =T-'V a dosadíme
do (9. 1); p~itom 'j i "" 'f l t) ·

Vyjde pohybová rovnice

Pfi rovnoměrně zrych1en~m pohybu S '= ~ af. f , takže Š· ... CL • Pro malé

výchylky ~Lf =lf· Potom

(6)

8 doba kyvu vyjde

t : Jr ~ J~a · (7)

Ve stavu beztíže l a ... ~) vyjde podle (6) if'" O , tj. kyvadlo bude I'ovno
m~rně rotovat nebo stát.

Ffíklad 24. Na obvodu rovnoměrně rotu
jicího kotou~e je připojeno kladivo,

. kter4 mO,že volně kývat kolem závěsu O
(obr. 10). Vypočteme dobu kyvu kladiva,
jehož hmotnost je rn a moment setrvač

nosti k ose procházející těžištěm Jr.
Rychlost těžiště kladiva má složky

(1)

Obr. 10
Vy -= - Lvr~VVttwt -

- (w T ~ )~~ (rot t lf ) .

.. ;O ..

( 2)



Xinetická energie vyjde

( 3)

kde

(4) ·

značí lIoment setrvaěnoati k závěsná ose kyvadla. Pro mal~ výchylky
mai eme .došlidlt

Potenc.1ální energie odpadá, pokud se neuplatní tíhové pole. Tehdy bude

L .. T a z rovMee ( 9.1) vyJde pro q.,; : Cf l(;) pohybová rovnice

Jo q t mrpw'l.ťf= O,

Doba kyvu tedy vyjde

( 5)

(6)

(7)

Pfíklad 25. Pohyb planety kolem Slunce popíAeme v polárních soufadni
cích s počátkem ve stfedu Slunce. Uvalujeme pouze gravitační potenc1ál
Slunce. Dostaneme

(1)

V :

Z Lagrangeových rovnic vyjde

JernM
r (2)
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Integrací rovnice (4) dostaneme

( 5)

col je matematická forma Xepleroya-zákona o rovnosti p~och opsantch
prftvodiěem za stejD~ doby.'Integrací rovnice (3) pak dostaneme
- 8 pf1hlffdnut1m k (1) II (5) - zákon zachování celková energie 'r·t V =
=konet.

Pfíklad 26. Jso~11 p~edepsány neho1onomní vazební podmínky, napf.
podmínka (2.9), lze Je do výpočtu zahrnout u!itímLa8Z'angeo~ýchs~u

ě1n1teld. Pi'edpokládeJme jednu takovou podmínku. V l'ovnlc~

(1)

mají 80u~iftitele Ai význam zobecněných sU, jejichž· elementárni
práce ,tu vymlzí. Pl'oto!e (1) nelze integrovat, jde o polygenni sily.
Monogenní síly zahrneme do Lagrangeovy :f\mkce L • Hamiltondv princip
lze nyní vyjádflt jen jako podmí~ vymizení variace

'tt.. tl..

SJLdt-I~SUd& =0,
tf -tl

Za virtuální práci 5u dosadíme vfraz L Ai Sqt· • Podle pravidla
o variaci integrálu (4.14) vyjde z rovnice (2)

( 2)

(4)

J t{~ ~ [ ~t (' rv:. ).- ~L . ] Óa".-L (SV } dl " O, (3)
J_ .• • _ ' 'Val! 'Vat -I'
lí1 ,t-i -, -r .

Prntole Óq.t:. vnlíme nezávisle, pf'edstavuje rovnice (3) soustavu po
hybovtch rovnic ( i =1, 2, ••• , n )

~(~) - Y!::.. - 1.. I
dt 1qt uq; - ~

kde 'Pi ~ -l A~ je polygenní síla udriující neholonomní vazbu (1).
Rovnice (1) spolu s n podmínkami (4) postačí k určení neznámých

~1' 4:. , ••• , q,1'I t·L •
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P:fíklad 27. IC rotujícímu kotouě1, jeho!
moment setrvaěnosti je J , je připojena

nehmotná tuhá o jn1ce pohybujíc:! pístem
o hmotnosti m (obr. ll). Budeme p~edpo

kládat,le mechanismu8se pohybuje volně

a bez' tření. Jaký pohyb bude kotou~ konat?

Dráha pístu z horní t1vTati je

kde

Je-li ojnice dlouhá, je poměr rIt malý
a (JJ ~ o. Druhý ěl.en v rovnici (1) pak
odpadne. Zbývá

Obr. II

Der ivací zí skáme rychlost pí stu

. ",
X = rlf ,~.fI';t, lf ·

(3)

(4)

Kinetická energie soustavy vyjde

- I J'2. 1, -2 ~ .2, ~ z.,'/... 1-
I -= -r tf·t T mx -= -r J'f t II mrl( 4ť/nl(.

Z Legrangeovy rovnice pro volný pohyb x)

d (roT). 'DT
.dt to ti ..,.. 'Ulf ... O

dostaneme po mal' áprevi

x) PiCoi voln4m pohybu U = 0, 'tekle L· T •
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kde

(8)

p~edst8vuje malou veličinu, není~li píst přili! tě!ký. Volný pohyb
setrvačníku rozdělíme na rovnoměrnou sloiku wt a na periodickou
slo!ku 4J Lt) , takže dosadíme

Pro I LP 1« 1 bude

tal itp -= to1 1. w b - ~ ly ;"Úvv ~ wt I

~Ů'/l; 'J..<f .: JlM" 1.w t + i i.f eo~ ~ w t ·

(9)

(10)

(ll)

Dosazením do rovnice (7) vyjde nelineární diferenciální rovnice pro ~

(1- E UXJ~Wt + i€'f-61M.a.wt) li' +

+ ~ (€.o,z. + 2. w tť t 4/)(.dl% 2.wt + ~ lť tQj 2. w t) ",. O,

Spnkojíme-li se s lineární aproximaci, mOžeme nelineární členy v rov-
nici (ll) zanedbat. Zanedbáme· také malé veliě1ny obsahující součiny

f.. 0/ ' t.~!l.. • Potom zbývá

(12)

Prntole e« l,bude

(I)

Dvojí integrací vyjde

(14)

Integrační konstanty odpadají vzhledem k per1očlic1tě funkce 4' (t, •
Dostali jsme tedy - jako první aproximaci - k l'ovnoměrnémupohybu

superponovanou druhou harmonickou slo!ku 8 periodou T"= rc/u.; ( tU =
=konat). Celkem

(15)

Ve skutečnosti bude řeěení obsahovat jeětě další harmonioká složk.v.
Přesné řeěení rovnice (ll) nelze získat v uzavřeném tvaru. Je samo
z~ejmét ie ~~!ení (15) dává úhel ~ v radiánech .
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(10.1)

10. MALÉ KMITY KOLEM ROVNOVÁŽNÉ POLOHY

Pohybov4 rovnice, kter4 dostáváme ulitím Lagrangeovtch rovnic,
bývají nelineární. Jestliže .se omezíme na nekonečně malé okolí l'ovno
vážn' polohy, tak se linearizují. Ma to dvě velká výhody. První, že
~eAení těchto rovnic má stejnou fo~u, a~ je, počet stupňd volnosti
jakýkoli, a druhou, že platí princip, superpozice. Z po!adavku "neko
nečně malého tf okolí rovnovážné polohy ale'víme na požadavek "dostate čně

malá:ho" okolí, pf-i něm! nebude mít odchylka od lmeární teorie jeAtě

ládn$ významrrývl1v na výsledky-výpočtu z hlediska jejich technického
vyulltí.

Potenciální energie V je obeon6 nelineární funkcí zobecn~ných

souf-adnic tj.,; • Rozvineme· ji kolem rovnová~ná polohy "I io (i =1,
2, ••• , n ) do Taylorovy řady. Vyjde

," '()V 1!!. ,n rcfv
V = Vo+L ('DCi')cq; + 1..L ?- (Vq'1Jq ) .. qitjlt. t

ť-= , i" J=1 ~ ~1 J ' ~ o #

Za rovnováhy je podle (5.2)

(10. 2)

a tedy 'OV J'01t' = O pro ~ =1, 2, ••• , n • Potom druhý ělen na
pr8v~ atr8n~ (10.1) vymizi. Na prvním členu nezáleží, nebot je to
konstanta, která pf-i derivování odpadne. mžeme proto volit Vo = o.
Budou-li odchylky qi lb) od rovnovážná polohy malé, budeme moci za
nedbat všechny ~leny fady (10.1) t~etího a vyěšího řádu. Zbude

(10.3)

kde

(10.4)

ul nezávisí na soufadn1cích q~. Máme te~y kvadratickou formu" (10.)
s konstantními součiniteli (10.4). Mdleme ji napsat maticově ve tvaru

(10. 5)
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kde

{ Cf J : {q1 1 41. I •• 0 j Gj.,.. \ r je vektorposuvO,

[~ ] je matice tuhosti~

Matice tuhosti je souměrná, jak Vyplývá z rovnice (10.4) (záměnou

po~adí derivace se hodnota nezm~ní). Kmitání je možnt§ jenom kolem
stabilní nebo marginálně stabilní (indiferentní) rovnovážné polohy,
takje 8'-V ~ O. To znamená, je matice tuhosti je pozitivně semi,defi- o

nitní. Je singulární jenom v tom případě, mdle-li se -celá soustava
rovnoměrně pohybovat bez pOsobení vnějAich sil. x)

Zcelá obdobně mdžeme napsat i výraz pro kinetiokou. energii,. ~

, která závisí na zobecněných r~~ostech C}i.
Dostaneme

(10.6)

kde

(10.7)

V maticovt§m tvaru

(10.8)

kde 1M1 značí matici hmotno.sti. Je rovně! souměrná, p,ozitivně defi
nitní. Kinetická energie nemO!e být totiž záporná. Jen tehdy, zanedbá
me-li hmotnost p~íslUŠnou někter~ zobecněné souřadnici, vyjde matice
[ M1 singulární.

Pro Lagl'angeovu funkci L ': T - V dostaneme z rovnice (9.1) sou
stavu

cL ' 'DT) 'DV
"de l 'bí4~ + ~fCy3 '" fo}

(10.9-)

x) N8p~. h~ídel s kotouěi se mOje rovnoměrně otáěet. Pak existuje
netriviální f'eAení soustavy Ii(] l q) ;: {O! .
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ě1li

(10.10)

Pnulili jsme pf'itom známáho pravidla pro derivaoi kvadratické formy
podle vektoru, podle kter~hon8př.

1':.\

'Ou{Cf j C{Cf ~ T [ k] {t~ 3) =

":< ([ k ]1 + t ~] ) { (í~ j = t rk ] {'q1 ·
( IO.lL)

Síly, která udržují soustavu v rovnováze, jsme zahrnuli do potenciálu
V • Ostatní síly, které rovnováhu porušují, musime -p~ipojit_ zvláAt.

Vyjde

(10.12)

kde {f } je vektor budicích sil. Bude-li

(10.13)

kde { fo 3 =konst, vznikne- v soustavě vynucené harmonické kmitání

(10.14)

Pn dosazení (10.1) a (10.14) do (10.12) dostaneme

( 10.15)

Výchylky porostou do nekonečna, bude-li determinant výrazu v oblé
závorce nulový. Vznikne rezonance. Anulováním determinantu soustavy
rovnic (10.15) dostaneme charakteristickou rovnici

která má kof'eny (~l = SLl- ,n~ , ... , .n.~ <některé mohou splynout).
-Jsou to ětverce vlastních kruhovýoh frekvencí volného kmitáni. Jsou to
zároveň čtverce rezonančních kruhových frekvencí netlumené soustavy. x)

x) U kmitavých pohybO nerozlišujeme kladnou a zápornou hodnotu kruhové
frekvence 'j: SL ; zpravidla počitáme jene kladnými hodnotami.
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Voln~ kmity pf'edstavuji netriviální obecné řešeni rovnice (10.10),·
které 'existuje právě tehdy, platí.. li (10.16). Pf-edpokládejme, že

věechny ko~eny n~ ( l = 1, 2, ••• , fl ) jsou navzájem l'dzná.
Ne jsou-li, mO.!eme je odděllt malou zm~nou matic [ k ] resp. [M ] a
pak se vrátit limitním p~echodem k pdvodn:(m bodno·tám. Pro' voln~lcmity
platí homogenní soustava rovnic

( -ni [rl] + L~ ] ) i ~ ~ ~ ": [o J (10.17)

2-
Ke ka!d4muko:fenu Sl~ rovnice (10.16) vyjde jeden vlastní vektor
tU}t • Tyto vektory jsou navzá jem [M ) - l'esp • [~.] - ortogonální,

nebotx)

{
T . l.

u.}~ [M] t1.(, Ji ,. O pro

pro i 1:' J ·

(10.18)

Vlastní vektory jsou určeny a~ na mult1p11ka~ní konstantu. Mažeme je
normovat podmínkqti

(Kroneckerovn delta) a sestavit 'Z nich modální matici

( 10.19)

[U] t l' , ].: U1, I {,Ll ' - _. ,«tl .
J , • • (10.20)

Pak

tu] í LMJ IU] .: I I J,
[U]T[k](U] ~ t1\1. (10.21)

Matice [.A.1 je diagonální a obsahuje na diagonále ětverce vlastnich
kruhových frekvencí

(10.22)

:x) Mkaz sporem viz rlspfi./7/, str. 138.
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Poul1jeme-li modální matici (10.20) k transformaci

{q, 1: [UJ{x} I

dostaneme pohybová rovnice (10.12) ve tvaru

{x~ t [1\.] tx} = f r 1'
kde

(10.23)

(10.24)

I

(10. 25)

v soustavě (10,. 24) jsou věechny proměnná separovány, nebo{ matice [A]
je diagonální. Bude

(10.26)

pro .~ = 1, 2, .... , tJ .. Řeěení rovnice (10.26) lze napsat ve tvaru
součtu partikulárního a obecnáho řeAeni

kde

t

X1 ptltt ~ 12
1
, . Jrit!) ,ótin nt Lt -r) d t" /
-11 o

(10. 27)

(10.28)

(10. 29)

Na pravé straně rovnice (10& 28) je Duhame16v integrál. Tuto rovnici
lze odvodit metodou variací konstant nebo z fyzikálních úvah (ze
superpozice účink:O. elementárních 1mpulsO. v 1nteI'Va1u O~ 'r ..e i ).
Je-li buzení harmonické

bude odezva rovně! harmonická

,' (10.30)
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Transformace (10.23) pf~d.t~vu~. ~Q~kla~ vý~l.4n'ho vynucenáho
km!tání na jednot1!vévlast;nt tVQYt :kt.,.- do"t~'m' př~ voln~m kmi
tání. Podle (10.2) je totli vektor ~oP,~něnt9~ ~Qq~ lineárDí kom
binací vlastních vektore sP~"'J:(:Q~cll ",~1~:l· 'lO~l'l). Z*,tím co vektor

[q.} se mění zároveň v pro~1Io:l:'''' 1 V a"'t,~,,1;AAtme n. prav' straně
rovnice (10.23) součin matice rU] , ~~wrá Q~sahq~9 prostorové fUnk-
ce, v čase neměnné, a vekto~U {X} , ,"'1't lil' mě.,.~ pouze v čase.
Jde tedy o rozdělení fUnkcí ~Qela oQdQp~~ tQ~, ~t.~6 se pou!ívá při

~eěení parciálních diferenc1álntQb ~ovn~c (FQ~~e~ova č~ d'A1embertoya
metoda).

Vratme se nyní k soustavě PQ~YQQvt~h rQvn~c (lp.12). První ělen

na levé straně p~edstavuje <e! ~a ~~~'~o) v,~to~ .etrvačných s1l.
Druhý člen lze ztotolnit s vektor.~ e~a~~~Q~qh v,'tntch sil., Na, pra
v4 straně je vektor budicích· a1~. ~dyb~ ~~Q o ~t~t~ckou úlohu, bylo
by {f1 = konst, tq.) = konst ~ ti} ~ "' {O ~ , VfebN11ty bychom ziskal1
feěením lineární soustavy elgeb~&ickýcb ~Qvn~Q

(10.32)

Máme-li naproti to~u per1od1ck~ buzení, v~ni~e p.~~odický pohyb.
. . y

Ten mň!eme vyěet~!t pro kaldQu harmoniQ~o" $1Q~ku ~v1ášt a výsledky
superponovat. Pro jednu ha1.'JD.ol'\,1qkou ~lq~ku Ilostanem" užitím (10.13)

a (10.14) soustavu rovnic pro ~mpl~t~dy rynuQen~hO im~táni

(10.33)

jestliže označíme

(10.34)

jako matici dynamické tuhost!. UStál~né ~~r~Q4~cké vynucené kmitání
mO~eme tedy řeě1t formálně sQodně ~ ~loham1 steticktID1. Jediný rozdíl

"\ .

je v tom, le matice [k:. ] jii nent pozit~vn~ 4et~n:J.tní. Pro W 2 n~

se stane singulární a řeěení ~ou~t~v~ (~O,33) ,~+h~vá. To je případ

rezonance, který musíme z ~eě~~í 'vynucen~~o ~~t~~ vyloučit.

Řešení rovnice (10.))) ~Ieme poto~ napsat ve tvaru

(10.35)



kde

(10.36)

je matice dynamická poddajnosti. Jde-li o stat1ck4 zat:ťlení, je
úJ = O a matice (stat1ck4) poddajnosti

( C] , t k I-i

má za prvky pf-i č1nkov' činitele C{;4" •

(10.37)

Pf:! klad 28.

ním záVěsU

kyvadel?

Na dvoj1t4 kyvadlo podle obr. 3 (pfíklad 5) pdsobí v hor-
O stftídsvý moment H:: Mo AiMwt. Jak4 budou kmity obou

• 1 t/" · ·Pro malti výchylky 'f1 , VJ'L bude CJ:x3lfl= - c..f~ L, lxAIv <fl • Cfi I

takže

. (1)

( 2)

Proto!e L ~ T- V, vyjdou pohybová rovnice ze vztahu (10.9) ve tvaru

(3)

To je rovnice (10.12). Vynucená u8tálen~ kmitání je pak dáno rovnicí
(10.14) a (10.15). Tedy

Vlastní frekvence najdeme z rovnice (10.16). Oznaěíme zkrácen~

W1-.t
p~-

ct
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a dostaneme

Odtud

[
'1 - 'l.p

-10
-P] ~ hi- lt tl + 2. -= O•1-(> ; r (6)

Je ~edy

{

..~ .. 0... , 585.79'
p", 2. ±fi" ~

3,4142.

ni =O, 76537 ~ ~ ' (7)

Z rovnice (10.17) najdeme vlastní tvary km1td. Soustava (10.17) dá
pro první tvar

[ 2. - 2.ltL - ft )] Lff - l t ~ {I ) !.fl. - OI

-l'l.-ifi)~1 + 11-l'l.-f"t)Jlf1. = O.

Po úpravě dají obě rovnice tot~!, totiž

fl 'ff - lfz. = O.

(8)

(9)

Ře~ení tf," c. , p~ = c. Vi normujeme podmínkou (10.19), tak~e požaduje
me, aby platilo

h1 et t c ~Vi 1[~ ~ ] ~~} ~ 1. .

Odtud C =0,38268 / t vm,. J,e tedy

(10)

,. 1
{«} .

1 lrm
0,38268

-o, 54120

(ll)

Pro druhý vlastní tvar kmitu dostaneme obdobně



(12)

0,92388

0, 92388

-1,30656

- 0,38268

Modální matice vyjde podle (10.20)

0,54120 -1,30656
(13)

Ma!eme se pfesv~děit, 18 tato matice splĎuje podmínky (10.21).
X vynucen4mu kmitání (4) 88 p~1poJ:l vlastní kmitání ve tvaru

\

{'ff} ". C, ttt ~1 MM. (~-i: - 4',) rC~{UlLb1hv (~t -4'z,l (14)
lf'L obecn4

Integrační konstanty Ci , C1 , 4'1 , 4"'2- s8 volí tak, aby se
vyhovělo počátečním podmínkám; Jl1 , n L jsou dány rovnicemi (7).

Sep8rovan~ rovnice podle (11.24) ,vyjdou

i- [0, 58579

.l O
...

o ]{XI} M 0,38268

3, 4142 Xz. ..~ 0, 92388
(15)

Rozepsáním

...
X1 +

M
0,38268 ~rm I (16)

M
+ 3, 4142 ~ X2,." 0, 92388 I ,r:::" •

.c, ~vm

(17)

To je soustava (10.26). Partikulární ~eien1 vyjdou

0,38268 Mo Iť rrm
-----------A~Wt ,
0, 58579 ~ II - w~

(18)

0, 92388 Moll rm
-----~---- .... A~ to t ·
3, 4142 q I t - tvl
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Obecná feAení jsou

X1 obecná = A1 ~<ftt;"tn1t - 4'1 }J

~ obecná = Al. Mhv (nzt - 4'1.).

A1 , A1- , 4'1 ' 4'2- jsou lntegračn:íko1'lstanty, které se voli
podle poěáteěních podmínek. POvodní soufadnice dostaneme u~1tím

vztahu (10.23). Bude

(20)

(21)

0,38268
~-
ť vm. O, 54;L20

O, 92388 J)(1

-1, 30656 . l.)(1
(22')

Snadno se pfesvědčíme, le dosazením (18) a (19) do (22) dostaneme (4),
totil

(23)

Zde P1 ,1'1. jsou 'kofeny rovnice (6). Z rovnice (2) je zfe jmé,
le pro l' = 1 vymlzí kmlty první hmoty, takže bude

lft tJctrt = OI (24)

(25)

V tomtop~íp8dě funguje dl'uháhmota jako absorber kmitd první hmoty~

Vlastní kmity (obecné ~eAení) mají význam jenom pro popis pře

chodových dějO.. U skutečných konstrukcí vlastní kntity vlivem tlumení
časem pominou.

Poznamenejme jeitě,žeproměnnf§· x...;v separovaných rovnicích
(15) mají f'yzikální rozměr [m Vkg] ~ kde!to pdvodní ao~adnice lfť-
jsou bezrozměrová [rad]. .

~íklad 29. Najdeme matici dynamická poddajnosti pro dvojité kyvadlo
z pf'íkladu 28.

Podle rovnice (10.36) vyjde
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ll. TLUMENÉ DITY

Vznlk8jí~11 malá kmity kolem rovnováln' polohy, platí pro ni
lineární teorie z kap!toly 10. Tato teorii DI1leme zobeonit 1 Da p":(~

pady km1t~ lineárně tlumentch. IC potenciální energii V a kinetické
eD8'l'gli T pf'1dáme jeAt~ d1s1paění funkci

8 Lagrangeovu rovnici (10. 9) llpravíme na tvar

d l' ~T) ~b1V
at ru i 4~ + ~ {~1+ 1) tttl .. {f} ·

Místo 'rovni.ce (10.12) nyní dost'sneme

(11.1)

(11.2)

(11.3)

Poznamenáváme, le rovnice (11.2) nen:! Eulerovou rovnioí ládn'ho va~

l'iaěního principu. Vznikla pouhým formáln:!m l'ozlíhním rovnice (10.9).

Ulijeme-li nyní substituce (10.23), pf'1ěeml modáln! matici vypoěteme

pro netlumený pohyb popsaný rovnicí (10.10), dostaneme

(11.4)

Na rozdíl od (10.24) nejsou tyto rovnice separov'ny, pokud matice
rU]TIBJ1U] nevyjde diagonální. Aby tomutK bylo, musí 'mít matice
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a [M)-1.LiL ] stejn~ hlavni osy. Pak budou komutativni,

(11.5)

Protole mají stejné hlavní osy, budou se obě zároveň diagonalizovat. '
Rovnice (11.5) je splněns"pro

(11.6)

kde ~ ,~ Jsou konstanty. Vyhovuje-li matice tlumení rovnici
(11.6), jde o Rayle1ghovo t~umení. Separované rovnice (11.4) lze
v tom pfípadě zapsat ve tvaru

(11.7)

(11.8)

Obecn4feAení zkrácenárovnlce dostan'eme ve tvaru (pro 'L = O; index
" .~ .t,pro) struěnost- vynecháme)

:.. SS2.i [ A. i /\]

X obecn~ .. <z. A.t>tIV\Wt + Bcoowi ' I

kde

(ll. 9)

(11.10)'

Partikulární ~eěení mOlemeopět napsat užitim Duhamelova integrálu

~ J-b · - sn(t~t'). ""
XpOlri" "" -",- r ('t) e ,,. Já1J1JI\, w Lt -1:) dL.

, W o

V~sledriá ~eěení je součtem (11.8) a (11.10). Táto superpozice lze
ulít, protnle soustava rovnic (11.4) j~ lineární.

Rozepíi.eme~~i rovni.ci (11.3), do'staneme pro
n

[. ( yY)~' ~,. t bijcil + liti cti) == fi ·
J=1

i -tý řádek

(11.11)

Odtud poznáme vt~nam koeficientt'l '!'y, tJ -tj' a k: ~i . Zvolíme např'.
vAechna q.i, q.i .!?,ulov:á pro .f, =1, 2, ••• , n • J ed1né nenulov~

zl'ycb~eninech.t je Cft = 1 ms- 2. Pak!t" = h1tJ'.1. To znamená, le m~'
pfedStavuje i -tou zobecněnou silu (reakci), která vznikne, udělíme-li
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i -t~ zobecněnásoufadn1c1 jednotkov'zl'ychlení, p~1ěeml ostatní
soufadnlce zOstanou nulová.

Podobně bti p~edstawje i -tou reakci vzbuzenou jednotkovou
..- -1 ch i hrychlosti q,,- = 1 ms • Ostatní ry lost, jakol i zryc lení e vý-

chylky jsou pf-i tom nulovl§. Konečně k'i pi'edstavujei -tou reakci
vyvolanou jednotkov1m posuvem qJ' =1 m. Ostatni posuvy, rychlosti
a zrychlení jsou nulov4.

i'yto "defl,n1,ce pfedst,svuj! opět jen myAlenkový experiment; sotva
bychom mohli popsaná podmínky realizovat. Nejsnáze bychom mohli u8ku~

tečnit statickl§zatiieni, avěak nikoli pro tf} =1 m. Pak bychom moh
li zvolit např. qi =1 mm a i -tá reakce by vyšla 10-3 kil. Pi'i
ka!d4m takov4m pokusu bychom musil1 dbát o to, abychom nepřekroěili

rozsah p18tno~tl lineární teorie.

~eAení vlastních kmitO (11.8) umolňuje posoudit, kdy vlastní
kmity prakticky zaniknou., Bude to v ěase

(11.12)

Tehdy bude mít jejich amplituda méně ne~ 5 %počáteční velikosti.

Poznámka. Pro Rayle1gbovo tlumení (11.6) dostaneme vrovn1ci (11~4)

součin '[ U]í['B] t UJ jako diagonální matici. Jest11!e chceme dostat
d1s1pační člen v separovaných rovnlc!eh podle (11.7), musíme dosadit

(11.13)

kde bi;" =1 pro l.: i , jinak nula (ICroneckerovo delta). Hovofime
pak o proporcionálním tlumení; ě1nitel 2..0. i ~ i je pf! konstantním
5~ dměrrd (proporcionálni) vlastní kruhov' fttekvenci nt .

Pfíklad )0. Odvodíme rovnici (11.10) metodou variace konstant. Rov
nice (11.7) bez pravá strany

má feěení

-o- • ~ OX·t 2.fLgx ,. n>c- :
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Dosadíme-li (2) do (1),dos~an,m~ ..po4~u pro-kruhovou .frekvenci W .

(3)

odktld vyjdou dva kompleXn~ edrulen4§ kofeny

(4)

Máme tedy dvě ~eěení, která mdleme spoulitím Eulerových vzorcd
rozepsat do tvaru

(5)

(6)

Rovnice (5) p~edstavuje obecná řeAení (11.8). NYní najdeme partiku
lární integrál

Budeme pf'edpokládat', ~e má tvar (5), avaak konstanty ft.
nyni~ zá" 1814 na ~ase.

Tedy

- gS2.t [ () ." ," JX '::f. e A t ~VVLwt +~ (lí) eoc wt ·

(7)

~ budou

(8)

(9) ,

.
Utvoříme prvni derivaci podle času a členy obsahující derivace A

"B anulujemet\ Dostaneme podmínku

. ,~ ." '" '-
A AÍMI w t + B~w t" =O•

Zbývající členy derivujeme jeětě jednou a věe dosadíme 40 rovnice (7).
Členy 13 derivacemi A , ~ se zruě,í [nebot (5) je ~eiením.

rovnice ( a ~~H~~=

(10)

Z rovnice (9) a (10) dostaneme

<ll)



Integrací vyjde

(12)

Integrační konstanty jsme zvolili nulové, nebot jsme je již dříve

zavedli do obecnáho ~e§ení (11.8). Dosazením (12) do (8) vyjde rov
nice (11.10).

12. NUMER ICKÉ METODY V DYNAMICE

"'" y

Numericky i'-ešime vždy soustavy s konečným počtem stupno. volnosti.
Pro pružná tělesa je získáme fyzikální nebo matematickou d1skret1zaci.

Oddělením hmotnosti a pru!nostl získáme náhradní fyzikální model
osamělých absolutně tuhých hmot spojéných nehmotnými prUŽinami (pří

klady 182).

Nedokončením limitního přechodu p~i vytváření derivací dostaneme
diferenční vzorce, kterými nahradíme derivace v pohybových rovnicích.
Získáme tak soustavu rovnic pro neznámá funkční hodnoty v uzlových
bodech sítí (p~ík18d 4).

Nejužívanějěí metody jsou metoda konečných prvkO a metoda přeno

sových matic. VYSVětlíme nejprve první z nioh, a to na příkladu ro
vinná pru~né oblasti (obr. 12). Rozdělíme ji na trojúhelníky. Jeden
takový trojúhelnik (konečný prvek) má vrcholy 1, 2, 3. V těchto

vrcholech zavedeme zobecněná posuvy

{Ll.. J :: [Ull Vf lUZ I Vi I UJ I V,3 ] T

ve směrech os X , Y' • Pomoci interpolaěních polynom

(12.1)

definovaných tak, aby pro i,j =1, 2, 3 platilo

(12.2)
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najdeme ap:roxi-.c1 pos\l'9ň uvn1t~ tl'ojáheln1ku

(12.3)

y,

l------~O

Obl'. 12

Zkráceně

(12.4)

Známe-li posuvy U (x, y) , V (X, y, ,1I11..e pomocí Cauchyho v.o~cť1

vypočítat poměrná p~etvo~ení [E.} ~[€w: , tYl )I)('JJT. Dostaneme .1e rovněl

závisl' na vektoru posuvd

(12.5)

Hookedv zákon zap:íšenm.. ve tvaru

(12.6)

-10-



kde [E] Je matice elastických moduld a {b} "" [ (;)(, 6'~, t"ll.~ ll" .
Zavedeme jeitě vektor objemových s11(vzta!ených na jednotku tloul(ky
desky) {'tJ} .". t X, y ] T a vektor zobecněných sll v uzlových boClec.b

Potenciální energie je

v = ~ J{E-}T{S}CÁS - J{U{{PJCLS- fq.{ffl
, S

a kine·t1cká energie (v desce jednotková tlouAtky)

S pou!ltim (12.4) sl (1206) odtud dostaneme

T -= ~ {4}r J~ [1\ ]r[ A) d.s {4} .
S

S označením

tk] -:: j[B]ítEJIB]~~1
~

[M] :: 1~[A]ílA]d~,
~

{fl -; ) t~]TfpJc!S
!

vyjde z Lagrangeovy rovnice (10.9) soustava rovnic
_ A

tMJ{~l + [k]{q,~: tf) t {f}·

( 12.8)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13)

(12.14)

Platí pro jeden trojúhelník 123 na obr. 12. Se~teme-11 vAak pod11y
z jednot11v~ch trojúhelníkO, a jakými vytváfejí potenciální a
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kinetickou energii, dostaneme z La angeovy rovnice soustavu rovnic,
které. bud, mí t . formálně tvar .. ( 120 14), bude',' však ,zahrnovat v}echny'
síly i posuvy (va vl3achuzlový,chbodach). Objemová síly { f } i'
zobecněná síly {f \ mžeme slouěitdo jedináho vektoru zobecněných

sil 1! \ ., {r1+{f1 a pf'idat d1e1paěni ělen.Bude pak

(12.15)

Metodu konečných prvk~ lze rOzně modifikovat a zobecňovat. Pod
stat~ým jejím rysem je, le 'hladahápole aproximujeme po ěásteeh v síti
konečných prvkň. Pou~iváme k tomu a výhodou polynomd, protože se snad
no na počítači generu a snaéino s nimi splníme i požadavt3k (12.2).
Ten zaručuje, le posuvy uzlO patří do hledaného pole posuvd, takže
např. U, ': U (X1t Y1) ~ Aproximace musí vyhovovat určitým požadav-
kOm spojitosti a jednoznačnosti, o ktertch se lze poučit v literatuře

(nap~. Zlenkiew1ez, p~ipojený seznam).

Metoda p~enosových matic je v podstatě metoda počátečních para
metrO v mat1covám tvaru~ Hodi se pro statická úlohy a pro konstrukce
s harmonickým kmitáním, (volným nebo vynuceným) tJ Zejména pro takové

konstrukce, které se z člend ~azených za sebou a jen málo
větvených. Deformační 'a silová veličiny v libovolném ~ezu takového
člen~ sestavíme do vektoru stavových veličin {Z} • Dostaneme pro něj

diferenciální rovnici

V{i} '= [AJ{í} t tf} I

x.

kde, LA 1 ani {J} nezávisejí na)( • Tato rovnice má řeěení

)- t [A ] 'l(. ~ .- t [";\ 1
l L J .::= e l 11 j t i l; J ,

(12.16)

(12.17)

(12.18)

, ' :1\

kde {l} je partikulárni feAení, kter~ vymizí v řezu 1 ( X =O).
Dále {ll) je vektor počátečních hodnot. Pro exponenciálu v rovnici
(12.17) plati vzorec

[A] x [ ( 1 2- 2 1 _ 3e -:: I]t Al:X+'l.,.IA)X + 3!l~1x3t_ ..

POdle Cayleyho-Hamiltonovy věty nejsou všechny členy v rovnici (12.18)
11n~árně nezávislé. Je-li n řád matice 1f\] , lze libovolnou moc
ninu IA]jc. vyjádf'1t polynomem nejvýAe (n -1)-ního stupně. Pr,oto bude
m:ít ř'ada <12.18) obecně., jen n l1n.eárně nezávls1ýchčlend, takže

erA]~ CO CI J t ~t/{))( + C2, tA ]\1.+ ---1" Cn-1 [A](\~ rH. (12.19)
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Má-li tato rovnice kofteny .l .. A1.Á~ t - _., "ln I musí být splněna

soustava rovnic

(12.21)

(12.2(·)

..l.- X,-
v • ",,1 h-1

fl :: Co + C1"'~X + .•. + C.,-1 A,.~ X

\,,-ITJ-[Al\ -O.

t~chto l'ovn1cícht r ], znač1 jednotkovoumat1c1. lealdá matice sp1
SVOU vlastní charakteristickou rovnici

(12.22)

pro II =1, 2, ••• , rl • Odtud získáme neznám' hodnoty Co ai Cn - 1

jako funkce X • VÝsledek oznaěíme

[ U(x)] '= eCA Jl<

. a rovnici (12.17) zap11eme ve tvaru

(12.23)

J e-11 uV$lovanl člen dlouhý e ,bude stavový vektor na jeho :ko'nci

Melice L U'2.11 = [tJ l (,) 1 ve vztahu (12. 24) je p~enosová (kaskádní.)

matice. Unolňuje vypočítat vektor {223:: í! (t)} na konci ělenu,

známe-li vektor f i, ~ ": {i (0)1 na jeho zaěátku. P:fitom [~,} =
= t ~lt:)j •

Rovnici (12.24) mdleme upravit na výhodn~jAí tvar ulitím submatic'

(12.25)

Zkráceně tuto rovnici zap1i'eme takto

Navazuj,í-li za sebou ,~leny nap:f. 12,

23, 34 <obr. 13), bude"pro ně platit
soustava' rovnic

t ~} "= [U, 1{1,} ·

1 2 3 4

--4-_.~E--3--l-
U1 U2 U3

(12.26)

Obr. 13

.. 7.1 ..



t !tJ -= [ Ut] {"lt}

t l,~} .: [u'!..] t ~t..)

f ~lt ~ 'lir [us J t t~] ·

Tuto soustavu mdleme feAit bua vcelku jako

(12.27)

V1 I-I 'O 'oI I ,
-0-1 - -U-, -=r--'-O--

, 1. I ,
- - - 1- - - -t - - -1- - -

O lOl v3 : -I
={t} (12.28)

nebo po p~edběžn~ eliminaci vektoro {lt.1 a l ~3J

(12.29)

Výhoda soustavy (11.29) je malý fád matice, která vyjadřuje vztah mezi
počátečním a konečným vektorem c-eláho řetězce. Nevýhoda je horší nume
rická podmíněnost ve srovnání se soustavou (12.28). Rovnici (12.29)
zap:í.ěeme zkrác eně jako

. A
{ ~4 J ~ tU] t ltl (12.30)

-Okrajová podmínky zpravidla p~1p1suji nulovou hodnotu některým slo!~

kám vektoru {l4-J a tak~ některým složkám vektoru {1,} . Nuly ve
vektoru {~1~ mO!eme vynechat, vypustíme-li z matice zároveň sloupce,
která se jimi násobí. Zbývajicí rovnice dají řešení daná úlohy.

Rovnice (12.28) resp. (12.29) platí, jestliže jednotlivá ěleny

na sebe navazují tak, ta stavový vektor na levé straně daného dělicího

bodu se rovná stavovámu vektoru na pravá straně téhož bodu. Jestliže
tomu tak není, mus1me do součlnu přenosových matic vložit ještě "bodo
vou" (uzlovou) matici [B] , která transformuje levý vektor v pravý.
To uká!eme na p~ík18dech.

Metoda přenosových matic není zdaleka tak obecná a mnohostranná
jakometod,a konečných prvkO. J ej:l podstatnou výhodou však je, ~e pra
cuje s maticemi malých fádO 8 je proto vhodná pl'omalc§ poěíte~e. Byly
publikovány atlasy pfenosovýchmat1c (Pestel-Leckie popř. P11key-Chsng,
viz seznam literatury). Práce 8 nimi je velmi efektivní.
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Pf:!klad 31. Odvodíme pf'enosovou matici pl'okmitaj1cí Atíhlt p1'1zma
t1ckt nosník. Je-li prOhyb nosníku W (>ťat) = W{X) -dt~LQt a jeho spo
jit4 zatí!ení P(x) ,plsti s pfih14dnutím k obr. 14 pro ab7b y '.O~

vinl X Z tyto rovnice

'Uw ~ H 'Utvl ~T
'i}x :: tf, ])(.,. - EJ I . 'bx. -= T , "'O X :: -p /;.u.lw . (1)

o x dx

z

w

ds :: dx

W(X, t) =w(x)sinlAlt

Obr. 14

aM
M+-dx

8x

ar
T+ a; dx

První z těchto rovnic je kinematická (geometrická) podminka, druhá
p~edst8vuje HookeOv zákon a poslední dvě jsou statická podmínky rovno
váhy elementu na obr. 14. Nosník kmitá s kruhovou frekvencí W ,
takle na element dálky dx.. o hmotnosti ft dx. p:fipadá setl'V8ěná s:Cla
o amplitudě )J- w~w ()Cl ctJ<. •x)

Rovnici (1) p~epíAeme do matlcováho tvaru

w O 1 O O 'AJ O

lf O O
i

O 'f O (2)
'U - I;J

~
.- +M O O O 1 M O

T -,UW·).. O O O T -p

x) Je-li wtx,t) = W()()~cM-wt t je liJ (xlt) = -w\vlxlóv1A.wt •
Setrvaěná síla je pak p.(j.'J. (- w) ,.. jJ..W"-W{'I.) ch,6tiv\; wt· Do rovnice

Tst~pují pouze amplitudy velič1D.

- 75 -



To je rovnice (12.16). C,harakte:r1stická rovnice (12.20) dá čtyfi kořeny

kde (3 -= ~i 1~l . ( 3)

Soustava rovnic (12.21) má ~e~ení

~

Ct '" fJ..(S'- (c.mhpx - ú..~ (h) !

1
t3 -= '1 p'J (.-i0l.h (1 x - Á(/~"(.hd

(4 )

Rovnice (12.19) pro i1 = 4 vede k výsledku (12.22) ve tvaru

(,0 C1 -clJEJ - c, i tJ
.;)

(jltc Co -C1/ EJ - cll Ej
t Ulx)]

:)
(5).-

- t:Jlf-EJC2 - ~ltEJ c.:; Ce C1

J.- (jLt EJ C1 - ~\tEJ Cll. f!»4 c Ce3

Partikulární integrál {lJ dostaneme integrací rovnic (1) pro w =0,
p =konat ve tvaru

p~'f11.4EJ

fil "': pxJ 16 EJ

- px'J.j'l. (6)

- p"
Je-li nosník z8tí~en pouze staticky, dosadíme ~W~O a dostaneme

1 -x. -x1J'lEJ -x3 /6EJ

O ·1 x/ EJ X"I 2. tj ( 7)

I UlX)] a

O O 1 x.

O O O 1
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~íklad 32. Odvodíme přenosovou

matici pro rotující mez1kruhový
kotouč Ta ~ r ~ r, , který má

konstantní tlouětku h a rotu

je s konstantní kruhovou frekven
cí W • Radiální posuv je U

Na vn1t~ním i vnějěím obvodu md
ie být zatí!en, svlak pouze ro
tačně soum~rným radiálním napě

tím.

Máme k dispozici rovnici rovno
váhy (obr. 15)

6 a6rd
/ r+ ar r

Obr. 15

dCOr··,1 .. .('-)' ..... '- - -.-:' ('5 ~ \j r l' wL.(o r -= O
c~r r t )

a Hookeňv z·ákon pro rovinnou napjatost (tenký kotouč)

(1)

( 2)

Z těchto rovnic vyloučíme ~t a dostaneme dvě rovnice

du ~ 1 - #1-
cU :: -)A r + E Sr,

dG'r tl " 2-
ti(' ~ E (1. - ( 1-p.) r 6"r - W ~r ·

Tyto rovnice zapíěeme maticově

()

(4)

To je rovnice (12.16). Je z~ejmá, !e matice [A 1 bude stejná pro

rotující i nerotující kotouče. To znamená, že vliv rotaoe je zahrnut
pouze do partikulárního ~eěení, kdežto obecná ~eAení odpovídá staticky
zatí!enému kotouči. Vyjde

[V(r)] = (5)

- 77 -



Poznámka. Stavový vektor sestavujeme zpravidla tak, aby souměrně

um1stěn~ prvky tvof11y komplementární dvojice. U nosníku to jsou dvo
jice (W 1 T) , (lf' M) • U rotujícího kotouěe máme pouze jednu takovou
dvojici (tlI <?r). Součin prvkd :komplementárn.:!chdvojic má stejný fyzi

kální rozměr. U nosníku je to ['Hm] • U kotouče je tato práce vztalena
na jednotku tlouAi~y kotouče a na jedno~ku dálky obvodu. Má tedy r~z-

měr [Nm-l] • .

Pi':íklad 33. Najdeme kruhová irekvence voln4Sho ohybov4ho kmitání osa
zovan~ho prutu podle obr. 13. Do matice [Ulx)] odvozená v příkladu

31, rovnice (5), dosadíme X,. ť, , J' J 1, , tedy t~1 ~ ~ (lJi" i- =
= 1,2,3. Dostaneme tak tf':$. pf'enosov~ matice [UH-] , rU~3J aTUllt] •
Partikulární f'eěení { li ~ odpadají, nebo~ p = O (nosník není zati
!en)., ICstaneme rovnice

z nichl plyne

( 2)

Tuto rovnici rozepfAeme. Po vyn'sobeníp~enosových matic dostaneme

J 'W'" -U~ Uoc.ť> UOl~ Uot-O \Ni

Lfij UfJcX.· UfJf!J ~c1'4' {l,(J;& 'fi
= (3)M4 U'Jr:Á -ttJ'f.!> 4'11 U~S lMi

Tlt U(5oG Ub(j U~l ÚSó "i

Protole jsou oba kon~e voln~, bude M, • 0, T1 =0, M..,. =0, rlf .=o.
Z rovnice (J) tak zbude
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rw~ u~ 1A~~

lft+ t~~ U~A
-

{~:}
(4)

O UJ'~ 'U3~

O UtSQ'.I «b~ _

Posledni dva fádky rovnice (4) dají homogenni soustavu rovnic, která
má netriviální ~eěení jen tehdy, je-li detérminant soustavy nulový

Vyhledáme proto kořeny rovnice

(5>

(6)

a dostaneme hledan,é :frekvence. Zpravidla postupujeme t,ak, že přenosové

matice v rovnici (2) násobíme numericky pro zvolenou hodnotu W2. a
sleduje,ma prňběh funkce ) (VJ'L) •

P~iklad 34. Vypočteme deformace a namá
hání spojltáho nosníku podle obr. 16.
Pod pdsobištěm sily F je umístěna pru
žina s konstantou tuhosti k. • Ostatní
podpory jsou nepoddajná.

Nosník rozdělíme na tři části a
zavedeme stavové vektory

F

Obr. 16

j tlL 1. P . . L. {p
1 11 J, "L 12. j, t Z'1 t I t 2.3 3 l 13 3 a { l~J

Indexy L resp. 'p značí levou resp. pravou stranu příslušného

f'ezuI'o,zdělujícíhonosník. Pro každou část nosníku vypočteme přeno

sov,ou matici, takže budeme mit

{ l~} :: [ U1 ] i zd J

{ ~~L} [ . p
~ Ut] t II].} t (1)

{ lit J ' f>
= [ UJ 1{ l~ ~
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Chyb! nám vztahy mezi levostrannými a pravostrannýmivektory v ~ezech

2. a 3. !ytofezy odd~luJí první a druhou resp. druhou a tfetť ěást

nosn1ku. V fezu 2 vzroste skokem posouvající síla o hodnotu kw! - F
~omu odpovídá ~odov' matice

1 ·0 O O O

O 1 O O ·0

[B]2. ~ O O 1 O O

k O O 1 -F

O O O O 1

Zfejmě pak bude platit, le

f Z:} "': tB2.1{l~}

(2)

()

o fezu 3 víme pouze, le je tam DUlovI prdhyb, kdelto posouvající síla
se m~ní skokem' o neznámou hodnotu. Abychom tuto nesnáz obeili, "vypdj
číme" si podmínku nulov4ho prOhybu. na konci 4. Pfenosovou matici (U; 1
rozepíieme

ru'H ;{Lft u,~ -tL 1ii ;(J.1

«'11 U. tl ttt3 U 1'-1 Ut

[Vj ] :. -ŮS1 Ú3~ «-33 "3'1
.(,tJ

(4) ,

~"'1 <Lit'! ~43 Ú&I'-t -u '1

O O O O . ·1

Protole tfetí ~'st nosníku nenese vněji! zatílení, jsou prvky Uf al
'Ua., nulovt!. Z podmínkynulov4ho prdhybu \AI", =O dostaneme

(5)

a odtud

(6)

Spln~ní t4to podmínky zajistíme ulitím bodav' matice
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1 O O '0 O

O 1 O O O

í.B~1 -::. o o 1 O O

- tA111-Uf'f - U'fJ./UI4 - Uf3/{J,I,., O O

O O O O 1

Potom zajisti' bude

(7)

(S)

Z rovnic (1), (13) a (18) dostaneme

Tuto rovnici zapíieme zkráceně jako

A
{ ~ý 1 .., [U] { 2, ~ •

(9)

(10)

A
~rvky matiée I U] označíme indexy 0/.01.. , ()( (!J , .••• , Of, • Protol."

~

W1 = 0, M1 . = 0, mdleme první a t~etí sloup.'e mat10et V] vYnechat.
Bude

o U<X.~ UdE' oU ol.E,

lfLf a(!>~ U~5 .(J, (lJ f,

O .== .(), ~~ 1J.,~ó {t ~E. {~~} . (ll)

TLt {LS~ ~ós {N5e,
\. 4

1 O O 1
Tato l'om'ice'obsahuje čtyři neznámá. Zdánlivě máme k dispoz1c:i ět~i
nez''Yisl~', l'OVn1c,ě. Ve skuteěnost1 jemevAak u! podmínku 'Nt.; = O PO'"
u!11i, tak!e první ~ádek ze soustavy (ll) nemdžeme potřebovat (je li
neárně závislý na ostatních ~ádcích). ~sto toho však máme k dispozi
ci podmínku W:i =00 Vypo~teme proto ,1e5tě

Prvky matice [Ut] I B~J l Ud označíme indeXy Cla , tl,b ,
Uved'enou podm·ínku dostaneme :aDulováním prvního f'ádku (12)

...,
(12)

de •

(13)



IC tomu pflstoupí rozepsaný ti'etí řádek (ll)

(14)

!tel.mm (13) a (14) získáme Lf1 , Ti
llčiny, které nás mohou zajimat.

a tím i viecbny ostatní Ye-

(1)

Pfíklad 35. Kml~ání prutu z pf'íkladu 33 budeme ~eA1t znovu užitím
fyzikální d1skl'et1zace. Budeme pf'edpokládat, 18 v bodech 1 al 4 budou,,
soust~eděny osaměl' hmot1

rl11 -: ~ ev S., .(.1 )

m'2. = ~ ~ l $1 (,1 + ~2.<1),

mj '" i
ď

~ (St-ťz. +53 .tJ) J

rnlf '" 42, ~ ~3 e;z

(2)

43

Obr. 17

21 a le tyto hmoty budou spojeny
nehmotnými prulným1 pruty 8 ohy
bov1ml tuhostmi EJ1 81 I:J.3.

V rovnicích (1) značí ~ hus
totu, ~i prořez, ť.,; dálku
př:!sluAná část1 prutu ( i =~ 1,
2, 3). !rento diskrétní náhra\dní
model zachycuje obr. 17.

Pnulijeme pf'enosová matice (7) z příkladU (31), nebot bezhmoto'Vý
nosník se bude prohýbat stejně jako statický. Dosadíme postupně X _ll

= ti' J = J1 ,pak X = (t , J = J2. a koneěně X = tJ
J = :/3 8 dostaneme [U2.1] , [U)1.J a [V1I-3 J • ~to matice budou
čtvrt4ho fádu, nebat pf'i voln4§m kmitání odpadá partikulární integrál.
Pak budou platit rovnice

{et") ,. [U11] t 'lt 1.
I Ll' Pt e3 J .,. [U32.] { ~ \ I

Setrvaěnd síly o amplitudách W"-Wt m~ zavedeme ulitím bodoVÝQh 1Dat1~,.

O tyto síly se skokem změní posouvající síly. Takle (pro i =1, 2,
••• , 4)
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1 O O O

lBi] '"
o 1 O O

O O 1 O
(3)

- rnew1.,. O O 1

Výsledná rovnice, která odpovídá vztahu (2) v pf'íkladu (33) je

L~J " LB4][Ulf311B3JIU32][Bt][U7.11[B1] t'l~t· (4)

DalA! postup je stejný jako v pfíkladu 33. Rozdíl je v tom, le nyní
máme soustavu pouze se ětyfmi stupni volnosti. Dvě nejnižší vlastní
frekvence Jsou nulová (odpovídají rovnoměrn'mu pohybu prutu jako tu
háho celku). Zbývají tedy jen dvě nenulová vlastní frekvence. V pfí
kladu 33 jsme jich měli spočetně nekoneěn4množství. Počet vypočtených

frekvencí bychom mohli snadno zvý~1t, kdybychom prut rozdělili na men
§í díly. Výhodou ~eAení v tomto pfíkladu je, !e charakteristická rov
nice má tvar polynomu v proměnn4 úů~, takte se její kofeny hledají
snáze 8 rychleji. V p~ík18du 33 byla charakteristická rovnice trans
cendentní. Představovala sice exaktní feiení pro nekonečně mnoho
vlastních frekvencí, ale praktický výpoěet velmi vysokých vlastních
frekvencí nemá smysl. Jednak proto, 18 p~1 nich ul neplatí dostatečně

p~esně Bernoulliho teorie, jednak pro numer1ck4 selhání vlivem za
okrouhlovacích chyb. Bernoull1ho teorii bychom mohli nahradit n~jakou

pi'esnějA! teorii. Druhá potí! je proto mnohem záv8In~jií. O p~íě1nách

numer1ck~ho selhání metody p~enosovtch matic pojednáme v příAt1 kapi
tole.

Pf-íklad 36. Kmitání prutu z p~íkladu 33 budeme řeA1t metodou koneč

n$ch prvkd. Prut rozdělíme na tfl prizmatická ěásti (elementy) a za
vedeme osm zobecněných so~adn1c podle obr. 18.

1 3 5 7

w
Obr. 18
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Prdhyb Wv rozsahu O.;;: X ~ ť.-1 vyjádříme vetva:ru analogická.
k .rovnic i (12.3)

kde

'-I

W ()ll l:) :: L q,;(t) <Pi b<11
t=t1

(1)

( 2)

cE'!. (O) =OI t[3{O) ::: O, if!/f(O) ,. O,

~'(O)·:"1 p,) (O) c: O p~ (O) .. 0l .~ . , ,~ J

~'1. (ť,) "# O, f3 (l,) :=t 1/ p~ (tt) = O,

tP2' (1) .. OI cI~ (el) =Ol ~.: (l1) = 1.

Koeficienty Qoi 81 C(3i vybereme tak, aby platily podmínky obdobn4
k rovnici (12. 2)

<I1 (o) ci,

f,' (O) : O,

ťf, lť,) t O,

cl/ ((1) ,. 0,

Označíme-li ~: X/fl, dostaneme

tf1 (X) := 1 - :3 ~1 -+ 2 ~3
,

cf'!.. (X) ~e1( S-~ ~2.t Š·3) I

~J (x) .. 3 ~2 - 2 f1 ,
pi/lx) = .f.1 (- ~t+ ~3) ·

Rovnici (1) zapíAeme maticově

W (x, tl ., [4? J {q ) ,

kde

(3)

(4)

Potenciální energie prvního elementu je rovna d.etormační energii

·.tf

V, -= .~ EJ, J(W")2. d X ... ~ {q }í[ k,l {q} j (5)
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kde

(6)

Čárkami označujeme.derivace podle X • Vyčíslením tohoto vztahu
dostaneme matici tuhosti

12 6 e1 -12- 6ť1
6ť1 4ť12 - Gť1 "tf}..

EJ1 I.- 1

( ťfJ
.SI -

ťi3 -1'2. ' - f>ef 1'2.. -{,(1

6ť1 2.ťf! - hlt 4et'L

(7)

Kinetická energie prvního elementu o prO.:fezu ~f vyjde

kde

Vyjde

( tf
[ H1 1 = ~ S, .J t cp ] T [ ~ ] dx .

o

1S~ '1.2 li S1t - 13 li

~ S, ť1
i2ť1 4e1

1
1~e1 - 3ť[

[MI] :.

L.f2.0 51t 1'-' tt 15"' - 2.2. ť1

-13ť 1 - .3ť12. - 2.2 ť1 4e,'L

(8)

( 9)

(10)

A~ dosud jsme počítali s jediným elementem. Obdobně vypoěteme i matice
tuhosti a hmotnosti zbývajících dvou elementd. UVálíme-li, !e napf.
zobecněná posuvy C}3' q.1f jsou spoleěn4§ pro první a druhý element,
a ~e v t·omto i\ezu jsou pro oba elementy spo.leěná 1 vnitřní statická
účinky, dojdeme k závěru, ~e stačí matice jednotlivých elementO načí

tat (superponovat) do spo18čn~ho pole 8x8. Oznaěíme-11 prvky matice
[

., (.1)
ll, J symbolem k:.{,;. a obdobně i ostatní prvky, bude celková (glo-

bální) matice tuhosti
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I, I 1 ,,----'----r----r---
k1~J\) I k t1) I k lot) I k (1) " '- I I t

_ _ _ -1_ _1~ _I __1.:. _+_1~ __ ~ __:~ ~ __ -J 1 _

k ti) 1 ,,(1) 1 L lot> I L.<.1) I"" ~ I
t1 I 11. , "-13 .I "- Uf I" ·1

-----,--- I I'" " __ ..L _

k(1) I b~ot) a. lb\.. l~) I L (~) "" :
31 I -. ~13 t. J'+ "

- - - - - - - - - - -- - L - - - -~ - - - - L - - - '-- - - --k. - - -..
j{ (1), I k ti) b I C. i. ~~) I I. (2.) I "-

4i 'Ltf I ~1.3' I ~~l.f !""'-
f' , I . (ll)
"I \~ t'l.) I k t1.) { I <Z L (~) , L (3)

" I ~ I .~2. . C 1C..13 I ~1t;
•••• 0 _. _. - • ~ _o. - . - - - - - - - - - - - - .-t- - - - I- - - -1- - - -

I "" k l2.) I lL l'1) elf ~ (3) I ť (3)__ __, __ ; "to. "'1 I 42 t 23 I 'l.1+
. T I, . I I,- -- r -. --

I I" I k t~) I Ic t~) I k. \'!» I Je: (Lt)
..... __ ~ 1__ ::''-..~ ~1__ L!:" _1_.. _~~ __:__ 3~ __

: : I" " k. (3) I I, l3): II l3) I k: (1,)
I I" 41: "'41 t 43' 4lt

r.-- l ,__ ~'.-...L-- '. . I I

kde
~I - k ('1) k (2.)
V\, - 33 -i H 1

b - '- li). L l1-)
- ~Y+ ..,. ~1~ ,

C .L (1)+ k (1..)
fl...LIl+ 2Z.,

Nevyplněná místa v matici (ll) jsou nuly. Matice je pásová. Proto!e
prut není podep~en, mO!e se pohybovat jednak posouván!m, jednak rota
ci jako absolutně tuhý celek. To zn~ená, ~e

(12)

kde

= L1, 1, 1 ]T... , ,
-:: I 0, 1, 2, ... , 7 ]~

První ze vztaho. (12) znamená, le:souěet· prvkO. v ka!dém řádku matice
musí být nulový. Podobně druhá podmínka říká, ~e pro ·t =1 až 8
plati vztah

Těchto vztahO lze vyu!ít ke kontrole správnosti sestavení matice I~] .
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StejnoU matici tuhosti (ll) bychom dostali, kdybychom ne"prve
seěet11 poten.c iáln1 energii vAech tf! elemento.

(13)

a pak vypočetli prvky matice (ll) ze vztahu (10.4), toti!

(14)

pro i. 3- = 1 , 2 , ..., 8.'

Obdobně sestavíme 1 matici hmotnosti t M] • Pf1pomeĎme, le tato
matice nezahrnuje rotační setrvaěnost prdfezO, p~e8to!e poě:!táme

s úhlovými deformacemi. Kinetickou en·ergii (8) jsme tot·U počítali jen
pomocí rychlostí posuvd 7Jw I~ť a nikoli pomoc:! úhloytch rychlost:!
'Utw/7Jxot • Výpočet bychom mohli snadno zobecnit.

Výsledkem je pak rovn1cetypu (12.14). BuzeD! 38 nulov4, takle

(15)

Pro vo lná kmity

Dosazením (16) do (15) vyjde prob14m vlastních hodnot

(tk] --l.tMl){u.} 1: tO} ,

(16)

(17)

kdyl označ:lme ..t =n?.. Vlastní krubov«§ :f'1tekvence ft .= ~ dostaneme
faelením rovnice

(18)

Je to algebraická rovnice osmého etupn~.

Proto!e vektory [l}~ ~ , [qy J jsou lineárn~ nezávisl~, ne-'Ie
btt hodnost matice [k] větA! nel 6. Skutečně, matice rk ] je sin
gulární. Porovnáme-li rovnice (12) a (19) vld!me, le dvě vlastn! hod
noty vyjdou nulov~ a !e jim pfísluin~ VlastlÚ vektory jsou právě {qp}
a { q. rl. Dostaneme tedy jen ěest nenulovtch vlastních hodnot. Proto
le volbnu tvaru prdhybovky (1) Jsme omez111 deformační volnost prutu,
dostaneme tímto výpočtem vidy poněkud vatA! hodnoty vlastních trekvencí
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nel podle ex~ktníh,o vfpočtu ~;n.8~Y~,1~kým1 metodami. Chyba bude u nej
niliích :frekvenci malá, UYysokt~~ mO.~e být velká. Chceme-li i tyto
vysoká frekven~e dostat pf'esněj1',~ "'mUsime prut rozdělit na větA! poěet

koneč!1,fch elementň nebo zvýě1t p:fesnost aproximace (1). Mohli bychom
t~eba zvolit jako další zobecněná souřadnice křivosti (tedy druhá
derivace) v uzlových bodech a p,ou!:!t,m1~to (2) polynom pát'~o stupně.

Výhodnějěí je vAak volba většího počtu elementfi, nebot celý výpočet

pak p~obíhá podle stejnáho algoritmu. tJprava programu je p~itom stejně

snadná jako hra se stavebnicí.

~ iI;'. •

13. P:§:fČI'Ny,SELHÁNÍ METODY,PŘENOSOvfCHMATIC
, .

V příkladu 31 jsme odvodili p~enosovoumatici pro pr1zm'at~,ckýJ',

nosník,J5)" d.o ni I. vstltpoV&J.l funkce (4) s parametrem .. (?podle (]).X)

Dostali' jsme tak" matici [U ()(; tJ tw1.))] '. Ze zku!enost1v:!me, ~e metoda
pfenosových matic selhává, chceme-li počítat vlastní frekvenoe příl1!

vysokých ~ádd. Abychom mohli posnudit příčinu takového selhání, vy
počteme hodnotu

(13.1)

Pou!1jeme pf'1tom vzorco. platných pro velká argumenty x:

CcvJ h X
..
4~Ah)(

.. eXj 2. >~ 1= =

a do st,a~l'lIle

1 1 1 4-- ---
fY; ~7-EJ (J1.EJ

(j 1 1 ~--- ---
[OJ

fZlM, (?JEJ fl,)1 t.J
::

4i.t _(jl. -(j 1 r;
_(11) - (3'- (1J 1

(13.2)

(1).3)

x) "'l1r11r:ct (4r jsou znám' I'rylovovy :f'l1nÍc6e.



S pf\ekvapením zjlětuj'eme, le tato matice je singulární a má hodnost'
Věechny subdeterminanty ~ádu druhého, tfetího nebo ětvrtáho jsou rovny
nule. ,~9je t edy p~íč1n8, proč metoda pf-enoBových matic selháv' pi'i
výpoětu vysokých vlastních frekvencí. Obdobná p:f:íělna znemo!Ďuje apl~

kecl pfenosových matic na p~í11§ dlouhá nosníky na pruln4m podkladu
nebo na příli! dlouhá rotačn~ snuměrn~ skořepiny.

Jiná přič1na selhání metody p:fenosových matic tkví v povaze rov
nice (12" 29) ~ Bude-li za sebou ~azeno N člend, bude

(13.4)

PředpokláQ.ejme, !ta věechny členy budou stejná a rovny [U] • Potom

(13.5)

Pro velká N se věak mocnlna t UJN pfenosov~ matice [ UJ stáv'
ěpatn~ podmíněnou. Abychom to ukázali, vyfeAíme nejprve pl'obl'm vlast
ních hodnot

Anul.ováním determinantu t~to soustavy

\ [U] -A. tl] I :'0

(13.6)

(13.7)

dostaneme vlastni hodnoty. Budeme předpokládat, !e matice tU] je
h -tého ~ádu a že má jednoduchou strukturu s navzájem rdznými vlast

ními hodnotami ;\,1 si ,ln , kter4 ,sestavíme do pořadí

)A,1 I > I A, 1. \ > .. _.. ) tÁn' ·

Vlastní vektory { X.) až t xn \ -tvoří modální matici

a vlastni hodnoty diagonální matici

Pak plsti rozklad

[ U] ... 1V] [ A.] ( V] -4 •

.. 89 ..
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Odtud dostaneme umocněním

kde

I A ] N "" r>..~ J..: ___J. ~ J .

(13.12)

(13.13)

Kondiční číslo je definováno poměrem největší a nejmenší absolutní
vlastní hodnotyx)

Pro N-+ <x) je ('~f\(í{ ( [ U] N)~ 00 , nebo! platí (13.8).

Např. matice

fu1 = [~ ~1
má vlastní čísla Á.1 = 3, AL = 1 a modální matici

(13.14)

(13.15)

1 [1eV]": ff 1 (13 .16)

Proto (U '] má kond1ění číslo 3, ale např.

10 [29525,
LU] -= 29524

29524]

29525
(13.17)

má kondiční číslo 59049. Vidíme, že prvky matice (13.17) se li~í sl

cifrou na pátém místě a že plti výpočtu determinantu mohou vzniknout
podstatné zaokrouhlovací chyby, n,ebUdeme-li poěítat alespoň na Aest
platných c iť'er •

x) Čím je kondiční Čís.lo větěí, tím větší je n9bezpe~í zveličení

zaokrouhlovacích chyb.
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14. BICC.ATIHO TBANSFORMACE

Podst stou metody pfeno8ových matic je transfo1'Jll8ce poěáte&1tho

stavov4ho vektoru { 1: , ~ v koneěný vektor {l N+1 J

Okrajová podmínky máme p~edep8ány na obou
koncích, takte při jejich uplatnění muaí~

me pouJít transformace (14.1) v obou 8mě~

rech. Je-li daný ~etězec p:f:!11A slolitý a
dlouhý, md!e to vást k selhání metody
vlivem pf':!11ě -dlouhé" transformaČlÚ oes
ty. Tuto nesnáz mOžeme p~ekonat tím, !e
budeme hledat vztah mezi dvěma subvektol'Y
t4hol stavováho vektoru. To je vyznaěeno

na obr. 19. ~8nsform8ce 1, 2 .S8 zkrát!
na 3. Pdvodní transformaci napíleme pomo
cí submat 1c

z.
I

2

1

Obr•. 19

-

(14.1)

z. 11+

(14.2){-f~~-} : [-U~1Yď~-] {-fZ} ·
Subvektory <2-t: , Q',";.,.1 obsahuj! ve1iěiny, které jsou na ~evém okraji
nulová. Takováho se~azení prvkO lze vidy docílit vhodným pfeskupením
f'ádkO a 'sloupco. p:fenosov4 matice. Nová transformace bude mít tvar

Soustavu (14.2) rozepíAeme a dosadíme (14.3). Vyjde

[ Cl tt1} = ( [ u~1[ St ] t t U:pJ) {f.; 1,

(14.3)

(14.4)

(14.5)

Z rovnice (14.5) vypočteme {t~} a dosadíme do (14.4). Pro větěí
p~ehledno8t vynecháme závorky, kter4 vyznaěují matice a vektory.
Dostaneme

(14.6)
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Porovnápím tohoto vztahu s definicí (14.3) dojdeme.k rekurentnímu
vzorci

(14:.7)

Známe-li matici
f1 .. 0, Je
S3 ' ••• , ~ N-r1

Si , mdžemeodtud vyPočítat $ ť-t1 • Pl'otoie e1 =0,
S-t = O (nulová matice). Mťi~eme tedy vypočítat ~i. ,

• Pro poslední stavový vektor bude platit vztah

.. e Nt1 : SWH f N+1 • (14.8)

Nyní uplatníme okrajové podmínky z prav4ho konce a vypočteme tak ne
známá stavové veličiny. Jde-li o p~ípady vlastniho kmitáni resp.
vzpěru, dostaneme pro neznámá stavové veličiny homogenni soustavu
rovnic. Má-li ,m:lt netriviální' 'řefíení, musí mít' nulový determinant.
To je charakteristická rovnice, z ní! vypoěteme vlastní kruhovou
frekvenci resp. kritická zatí~en:í.

Ostatní veličiny vypočítáme nyn~ ve zpětném chodu pomoci vzorcd

(14.9)

kde podle (14.5)

(14.10)

Celá procedura p~ipominá Gau8s0v el1minační proces řešení lineárních
soustav algebraických rovnic (triangulaci 8 zpětný chod).

Riccattho trans:ťormaci (14.3) lze zobecnit i na nehomogenní úlohy
typu (12.24), které zapíěeme pomocí submatic takto

( 14.11)

Místo -(14.3) bude

( 14.12)

(14.13)
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(14~14)

(14.15)

Ostatní vzorce S8 nezmění. V-ektor 'Pi =O.

P~íklad 37. Vypočteme vlastní kruhov4 frekvence ohybového kmitání
volnáho prutu z obr. 13 (p~íklad 33). Na levém konci je M1 =0,
T1 = 0, tak!e

(1)

Pf-enosovou matici (5) z p~:!kladu 31 tedy přeskupíme tak, aby platilo
( 14. 2 ), tedy

I 1
to C1 I - (34 EJ C2. - (3'tE:J c.\ i

~+C3 Co 1 -(!,+EJC,1 - ~'fEjC2-
--------~------------

C-z.. c~ I
- EJ - EJ I Ce C1

_.fL _ C'l,. I c.o
EO EJ I f!,* C3

Ml
-I

_\_ 1

W

l. 'tf
't

( 2)

Pi'itom jsme dosadili X ': l.; ( t, =1, 2, J). Se submaticemi z rovnice
(2): mžeme vypoč:!tat matice [S11 a! [S't] , popf. LTt ] až (Tl].
Na prav~m konci bude platit rovnice. (14.8) ve tvaru

()

Levá strana je nulový vektor (volný konec nosníku). Proto musí být

(4)

To je charakteristická rovnice pro w L
• Ke každému kořenu wt =ni

nalezneme vlastní vektor {fit 1=t wj~) 4'~i)] T a ulitím matic (14.10)
dostaneme vAechny deformační ve11~1ny. S nimi jsou vázány i silové
veličiny podle (14.3). VAechny tyto veličiny mdžeme určit až na
multiplikační konstantu.
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Je-li program pro Riccatlho transfo1'JDaci vhodně uspořádán,pak
k výpočtu potřebujeme jen o málo víc nei polovinu paD1ět1 a výpočet

probíhá táměf' dvakrát rychleji nel př1b~lné metodě přenosových matic.
Je zároveň mnohem spolehlivější vzhledem k zaokrouhlovacím chybám.

Pfíklad 38. Jak se změní výpočet z příkladu 37, bude-li pravý konec,
prutu kloubově podep~en?

V tom případě bude
budeme mít

W~ =0, takže místo rovnice ()

(1)

Charakteristická rovnice je

(2)

1 2 3 P~íklad 39. Užitím Biccatiho transfor
mace vypočítáme vlastní frekvence ohy
bového kmitání nosníku uloženého podle
obr. 20 <staticky neurčitě) Cll Protoie na
levém konci je W1 =0, lpf =0, bUde'

Obr. 20

Užitím p:fenosové matice' (5) z příkladu '31 vypočteme stavový vektor
v řezu těsně vlevo od podpory 2

~ \\
I t \'

·.c~)

P~enosová matice byla vvpočtena pro část 12 nosníku ( X ~ l1 ).
Proto!e t (Zl} = fO} , vyjde

(3)

Rozepsání,m a eliminaci vektoru '{~f1 j dostaneme

_ 94.'-
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kde

Nyní potfebujeme podobný vztah dq8tat 1 pl'O etavový·vektor.v ~zu

těsně vpravo od podpory 2. Oba st_VOY' vektory 88 budou 11iit skokovým
pf1rdstkem posouvající síly. ~ou podporu nahradtme prulnou podporou
o tuhost i k: , takle bude

wi '1 O O O wt
~i O J: O O lftl.

Ml Mt
L

'~(6)

O O 1 O

r: k O ·0 1 Ti-

Označíme-li submatici

(7)

. (8)f·O?J-}= [~i-ij fÍ~} ·
1l0zep;sah1ih' a'l1pl'avóus IlOul1t1m (4) doste.e (po elim1nac i i ~tL. \ )

Nyní ·~e vrátťme k pfedatavi abeolutnituh4 podpory 11m1tp1m pi\echodem
k·.... ')() • Bude-li

'\Y1~ .\l'Ovnice (10) a (7)
'\ ' ~, \:

(ll)



(12)

Konečně prn část l.P-3 nosníku dostaneme

(13)

(14)

V této rovnici byla p~enosová matice vypočtena pro pole 2-3 nosníku, ·
tj. pro X1~ť~ • To je rovnice typu (14.2), takže matici můžeme vy
počítat podle (14.7)

( S3] "" (t l4.t. 1[s% ] + t lJo(~))l t U(.\Q( JI si] 1 [ U(3~] r 1

Bude

(15)

Protože na volném konci je {13 ~ :> tOJI mus:( být nulový determinant
matice [~) ]-1 , má-li existovat netriviální řeěení. Charakteristická
rovnice tedy je

(16)

Na tomto příkladu jsme ukázali, ie tuhou podporu je mo!né zahrnout
do výpočtu užitím Riccat1ho transformace jako ltm1tní případ pruiné
podpory, tedy jinak než p~1 obvyklám zpOsobu výpočtu metodou přenoso

vých matic (srovnej s příkladem 34).

Oba tyto zpOsoby, jakými respektujeme přechodové podmínky v dané
soustavě, komplikují sestavení algoritmu. Postup sestavení nat1ce (7)
z příkladu 34 nebo limity (12) z tohoto příkladu lze však shrnout pro
ne jběžnějšf případy do tabulek. Výpoče-c se t1m usnadní a zrychlí /10/,
III/. x)

Poznámka. Tak~ pf-i obvykl~m zpo.sobu uiití pf'enosových matic (jaký
jsme ukázali v příkladu 34) by bylo mo!ná zahrnout vliv tuhé podpory
uvnitř spojitého nosníku UŽitím bodová matice pro prulnou podporu a

x) O Riccatiho transformaci je zmínka pouze v publikaci /11/.
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:1~,~pQ~la~~m ~ lL ~OO. Na rozdíl od rovnice (12) z pf;(kladu 39
bY9homvAak nedostali podmínku nezávislou na hodnot~ k • Charakte

, r1st1cká rovnice pro ,nosník z pf!kladu 39 by měla tvar

(17)

Pro ťA,lJ'Y\,k~o):J musí b$t fl (w1.) =O, nebol ·htw'l.) lze zanedbat.
Kdybychom počítali s celou rovnicí (17) (tedy bez úpravy výpoěetn!ho

programu), musili bychom zvolit tak velkou hodnotu k. ,aby ělen

ft Cw~) byl zanedbatelný, ale ne zase tak velkou, aby doiilo k pf'ehl.·
centpoč:ítaěe. Postup vylolený v p:f!kladu 39 t~mto obt:ílím pi\e'dc~áz:(J

s'v'akza cenu sloi1tějiího algoritmu.

15. pAECHODOVÉ KMITY NELINEÁRNÍ SOUSTAVY

Neperiodické lineární kmity lze feAit bud spektrálním rozkladem
do fady vlastních km1t'O a pak ulitím Dubamelova integrálu (kap.lO)

nebo p:f!mou 1ntegrac'í rovnice

(15.1)

N~kdy se k t'to rovnici pf'1dává identita

(15.2)

Obě tyto rovnlc,e lze pak zapsat jako jednu UŽitím submatic. Vyjde

s'oustava rovnic prvního f'ádu, avšak s dvojnásobným počtem neznám;fch
funkcí

(15.3)

Budeme mít

kde

[A]tv~ + LB] Lv) - tO~J
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DosaZen:(mo (15.3) ti (:1'5.5). do'\'(15.'4)ft:'dostanemel'ovn1c1, která 'je totož
ná s rovnicemi (15.1), a (15.2l.>,Ópr'ava(15.'4~ pohyboVých rovnic bývá
vthodná, nejsou-li matic, v rovn1c'i'~(15.1)d!agonalizovateln~ a .e
~ll k dispozici program ~ešící soustavu lineárních diferenciálních
rovnic.

Jde~li o nelineární úlohy, nelze poUŽít principu ,superpozice"
tedy ani Duhamelova integrálu~Je vASk vidy molJi~ poUlít numerick~

integracerovn1c (15.1) nebo (15.4). Neltn'ear1ta se' zde,:projevuje tím,
le matice' tuhosti resp. tlumení nejsou ~onstantn1. Nejčastěji závis1 ·
matice tuhosti na zooecněn9ch ·posuvech: ft} r ~D1sipační člen ne
bývá v prakt ickýchúlohách dominantní, takže matici tlumení ~ze Č$sto

považovat za konstantní nebo dokonce za nulovou, aniž vzniknou příliJ

velká chyby.

Nelineární soustavu diter~nciálních rovnic (15.1) budeme řešit

inkrementální (p~írňstkovou) metodou. Budeme předpokládat, že během

jednoho integračn!ho kroku

se č,t~er~ov'matice v 'rovnici (15.1) nezmění, kde!to vektory označená

slol~ntmi závorkami vzrostou o pfírt'1stky t 6. t} ~, t 1.14} , {Aq.} a. l Af} .
Takže

(15.6)

Necht napi'. jen mat ice tuhosti I k:] závisí na {q 1 , kdelto t 1"1 ]
a [ ~] jsou konstantní. Pak za I k.] mžeme vdanám intervalu do~

sadit bua počáteční hodnotu [K({q.ttHlJ nebo pfoesněji prdměrnou hodnotu

(15. 7)

V tomto druhám případě z:!skáme hodnotu matice tuhosti v okamžiku
t .f A t iteracemi (opakovaným f'eěením a postupným přibližováním).

Abychom se vyhnuli zveličováni chyb derivacemi odhadnutýc,h funkcí,
·budeme za základní neznámou funkci. povalovat příro.stek zrychlení {At~}.

Zvolíme nějakou aproximaci {q: ('7:)} v dan~m integračním kroku. Počáteč

ní hodnotu (pro r :: O) označíme

(15.8)
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Pf-i lineární sprox1mac1budeme[ď'DIÍ!t

(15.9)

k'de fAc}J nezávisi na ěase 'C' (obr. 21). Integraci rovnice (15.9)

dostaneme

(15.10)

( 15.11)

..
q

o
:0-

t

Pro pf-írostky za ·čas - t" -a ~t odtud dostaríeme vztahy

~. rovnice ·(15.1) vyjde

t ~q: \,.. : t}- {Do4l - : t {4o ~ - J { ~oY ·
. To dosad1me do (15.12). Vyjde

(15.12)

(15.13)

(1·5.14 )



Nyní z rovnic (15.14) 8 (15.15) dosadíme do (15.6).

-Dostaneme po dpravě

(15.16)

kde

(15.17)

( 15.18)

Postupně počítáme {aq.} z ro~ice (15.16), {o.4~ z rovnice (15.15)
a {6.q, ~ z rovnice (15.14J. Tyto přírdstky přičítáme k vekto1'dm

t Cf' ~ , {4- \ a .. {q.l · Tak dostaneme hodnoty těchto neznámt~h:t'unk-

ci pro čas odstupnovaný po krocích At • Časový krok nemO.!e být pří-

llě velký, nemá-li vzniknout věti! nepfesnost nebo dokonce numerická
nestabilita. Nemis být ani pf't11i malt, nemá-li být výpočet neÚD1~rně

nákladný. U nelineární soustavy je volba mtegraěního kroku věc! zku
Aenosti. U lineární soustavy lze snadno určit mez numerická stability,

která mdle být vodítkem pf'i' volbě vhodného 1ntegraěního kroku (viz
nep!'. knihu /2/ Bathe, K.J. -Wllson, E.L. ,citovanou v seznamu lite
ratury). Jepochop1telná, 18 nepf'esnost numerického řešení se zvětAu-

je s počtem integračních krokd. fo vAak zpravidla nevadí, neboi u pf-e
chodových kmltd dochází k n~jvětiím v~cbylkám a namáháním obyčejně

jen krátce po začátku,děje.

Pf'íklad 40. Vypočítáme odezvu mechan1ck4§ soustavy o jednom stupni
volnosti <obr. 22) na pO-sobení síly 8 časovým prdběhem f (·t) <obr. 21).
Pružina má nelineární deformační charakteristiku q(u,) podle obr. 24.
P~itom q zDamená vratnou s.ílupl'uJ1ny, u, posuv hmoty m • Kon-
stanta lineárního d.tlumu;Je C • Dáno: m = 100 tK, .C . = 200 N m-1e,"o = 5000 N m-1 (tuhost prul1ny pro Ict' <:. 6 N, obr. 24). Charak-
teristika pruliny odpovídá ldeálnfmu prUŽno-plast1ck4mu materiálu.
Zadání je idealizováno pro snazěí výpočet a jeho kontrolu. ~volíme

Át =0,1 8.
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(1)

Protole jde o soustavu s jedním stupněm volnosti, jsou matice
T rovnici (15.1) jednoprvková. Dosazením daných hodnot do rovnic
(15.17) a (15.18) vyjde v jednotkách SI

k ": II + GG 000 I

IV'

Ilt -= ~ t + lDCOOOŮ + 310 ii .

Z rovnic (15.14) až (15.16) vyjde

( 2)

A,(j, c 600 LlU - 00 ů - JiL, (3)

~Ů ~ 30au- 3 tL - O,os- ii', (4)

AU : (Af+ 6600'ů + 310.Ů)/(k-t-6600C). (5)'

Za k.. dosazujeme v pru~ná oblasti k = ko = 5 000 N m-1, v plastická
oblasti k =O.

P~edpok1ádáme, že počáteční výchylka a rychlost jsou nulové.
Po integraci dostaneme prOběh výchylky v závislosti na čase vyznačenY

plnou čarou na obr. 25. Plastická deformace nastávají pouze v interva
lu 0,3 s <: t c::: 0,6 s. Pro' -t < 0,3 s je q <. 6·(N, pro -i:: =..0,6 8

vyjde áU < O (začátek odlehčování, tedy,návrat do elastické oblasti).
Výsledkem plastických deformací je trvalá deformace pru!1n. Abychom
posoudili její vliv, zopakujeme výpočet ještě jednou pro čistě elas
tické pruliny ( k = ko nezávisle na velikosti Pl1sobící síly).
Vyjde prOběh vyznačený na obr. 24 čárkovaně. Čerchovaně je vyznačen

statický prOhyb (pro elastické prui1ny a nehmotnou soustavu).
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ZAVĚB

Pf'edpokladem úspěAnáho i\e!en:! úloh z dynamiky je volba vhodně

idealizovan4ho modelu skutečné mechanick~ soustavy a volba výpočtová

metody, je! dává pf-ijatelně p:fesná řeAení užitím výpoěetní te~iky,

kterou. máme k dispoz1ci~ Zvolíme-li nevhodnou idealizaci, např.pova

luJeme-li některou poddajnou podporu za tuhou, zanedbáme-li někter4

vazby s okolímt vOle apod., pak ani přesná matematická řešení n~mdlé

dát uspokojivý výsledek.

Autor vycházel ze mk~šeno8t1, že nelze· dobře aplikovat metodu,
která ěpatně .roz'Umíme~ Proto věnoval tolik pozornosti základním prin
cipOm dynamiky, nanlch! spočívají vAechny metody řešení. Podrobně

komentovan4 feěen~ p~íklady výklad doplnily a ěasto i l'ozŠí~11y.

Snad se ta~· poda~11o vytvo:flt ·základ, který dá pozornámu čtenáři sebe
ddvěru k promýělení a ~eěení slol1tých úloh z dynamiky,'s nimi! se
v praxi setká.

P~1pojený seznam literatury obsahuje některé prameny, kter4 po
mohou čtenáři pf-i. sestavováni výpoětových program (/1/, /2/, /9/ až
/12/). ~éto otázce jsme v naěem semináři nev~novali pozornost, nebo~

byla nedávno probírána na jiných semtDáfich a kursech pořádaných

v rámci ČSVTS.
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