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V této publikaci se probíra~í p~íklady úloh z mechaniky,

pružnosti a pevnosti, v nichž se lze snadno dopustit neobvyk

lých chyb, plynoucích ze zdánlivě správné úvahy. Jde o p~ípa

dy nevhodn~ idealizace, o nepřesné nebo ned1s1edné stanovení

okrajových podmíne~, o nesprávné užití Saint-Venantova prin

cipu, o chyby pramenící z nedomyšlení věech alternativ ~ešení,

z neshody mezi fyzikálním a matematickým modelem apod.

Publikace je určena inženýrským pracovníkOm, konstrukté

rOm a technik~m pracujícím ve strojním oboru. K jejímu studiu

není třeba žádných speciálních předběžných znalostí.



Kdo se snaží poučit musí umět p~edevším pochybovat, nebot'

pochybnosti ducha vedou k 'zjevení pravdy.

Aristoteles

Jestliže se mýlím uzavírám z toho, že jsem, nebotten, kdo

není se neml~že mýlit; a tak právě z toho, že se mýlím

cítím, že jsem.

Augustinus Aurelius
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,Předmluva

V této práci se budeme zabývat různými případy netriviálních chyb a
zdánlivých paradoxO, které p~edstavují určitá úskalí v běžné práci kon
struktér~ a technikO. R~zná přehlédnutí, přepsání, chyby při numerickém
výpočtu pova~ujeme za triviální a jimi se nebudeme zabývat. Máme na mysli
chyby záludné t plynoucí ze zdánlivě správné úvahy, kterých se někdy dopus
tí i teoreticky zdatný a v jiném ohledu zkušený inženýr. Budeme se snažit,
aby probíraná látka byla svým výběrem i formou podání dobrou školou zkuše
ností pro každého pracovníka ve strojním oboru.

Příklady, které uvedeme, nejsou slo~ité a nevyžadují žádných zvlášt
ních předběžných znalosti. Většinou jsou převzaty z praxe, ale zde je uve
deme ve zjednodušené podobě. Text bude někdy úmyslně chybný; je na čtenáři,

aby poznal chybu dříve, než mu ji nakonec prozradíme.

Na rozdíl od jiných seminář~ pořádaných Domem techniky ČSVTS Praha
nebudeme probírat ucelené téma z určitého odvětví mechaniky. Naěe příklady

chybných a paradoxních řešení zasahují od statiky až k dynamice a nelineár
ní pružnosti. Soustředujeme se na hlavní myšlenkové postupy; nejde nám
tedy o detailní řeše-ní jednotlivých problémO. Domníváme se, že tak nejlépe
pnsloužíme pracovník~m z našich pr~myslových závod~, kteří se musí často

zabývat velmi r~znorodými technickými úkoly. Některé chyby, na něž zde
upozorníme, mohou mít v praxi nepříznivé d~sledky (mohou vést k chybnému
dimenzováni konstrukce apod.). Doufáme, že účastníci semináře se podobných
chyb nedopustí. Je-li tomu tak, splni seminář účel, přispěje totiž ke zkva
litnění výrobkó a zabrání mnohým zbytečným ztrátám pramenícím z chybných
konstrukčních návrhO.

Prof. Ing. Cyril Hoschl
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1. STATIKA SOUSTAV SE SUCHm ·~ENtv

Probereme nejprve jednoduchý
p:fíklad statiék4ho ",ýpoětu 8věl'!C3·,

které se uiívá k manipulaci s ple
chovými tabulemi. Uvedeme zjedno
dušenou konstrukční Qpravu, sche
maticky znázorněnou na obr. 1.
Tabule o váze II je udr!ována
v rovnováze vnější silou F .
Z podmínky rovnováhy vnějších sil
dostaneme, že f = Q' • Síly N ,
'r znázorněn~ na obr. 1 jsou
vnitřní reakce. V mezním případě

počne plech prokluzovat a z úchyt
ky vypadne. Proto~e vodorovné
slo!ky reakcí l\I jsou zleva i
zprava stejné, bude p~i prokluzu
a při stejném součiniteli smykové
ho tfení f sta jné i T , takže

B

a
Obr. 1

(1.1)

Čep A budeme tedy navrhovat tak, aby bezpečně přenesl sílu

(1.2 )

PrOřez BB bude namáhán tahovou silou Na 8 ohybovým momentem MB :

(1.3)

Obdobný výpočet statických účink~ v řezu ce si čtená~ snadno sám
doplní.

Dosadíme-li z rovnice (1.1) do (1.3), dost$neme

(1.4)

Na uvedeném výpočtu jsou nápadné dvě nesrovnalosti. Za prvé nebude
splněna momentová podmínka pro palec (leda ve výjimečném případě, kdy vý
slednice sil N , r v bodA A by prochá.zela dotykovým bodem mezi palcem.
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Q

Obr. 2

a plechovou tabulí). Za druhá dostaneme pro absolutně hladký povrch
( f ----. O) nekonečně velkou reakci- N ,ačkoli z názoru je z:fejmé, že

tato reakce by měla být v limitě spíše nulová. Kde je chyba?

P~edevším musí být
be ze zbytku splněny pod
mínky rovnováhy sil pro
palec.Proto~e jde o tě

leso zatížené dvěma si
lami (jednou silou v bo
dě A, druhou v bodě do
tyku palce.s plechem),
musí obě tyto síly ležet
na společné p~ímce. vý
slednice sil ~ , T
v bodě dotyku palce
s plechem tedy musí pro
cházet bodem' A. MUsí
tedy být (obr. 2)

bez ohledu na velikost součinitele smykového tření. Z podmínek rovnováhy
plechu dostaneme, ~e

(1.6)

(1.7)

Také tyto podmínky musí platit vždy, at je tření jakékoli. Síly N1 a
N

L
již nebudou na jedné přímce, protože tři síly, a to

musí procházet jedním bodem, mají-li být v rovnováze. Takže za rovnováhy

muei být také

Ti ~ Ni tf oC,,\ '

Čtyři rovnice (1.5), (1.6) a (1.7) obsahují p'ět neznámých, a to T" , Nf ,
'T,], N" a 0\1. Nestačí proto k řešení úlohy. Další podmínky poskyt-

ne Amontonsňv-Coulombňv zákon smykového tření

(1.8)

Předpokládáme, že síly mají smysl vyznačený na obr. 2 a že l1hly 0(1

~t jsou kladné. Zákon smykového t~ení poskytuje dvě nerovnosti.
NemOžeme je používat jako rovnice. To byla zásadní chyba prvního postupu,
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která nás p~1vedla k chybným rovnicím (1.1). Pod)DíDky(1.8) mOžeme zapsat
s pouI1tím(1.5) a (1.7) taká tak, ~e

(1. 9)

I

Úhel !X?_ je dán konstrukcí svěrky 8 tlouš!kou plechu. Aby svěrka mohla
správně pracovat, musí být 0(1- meněí nel t~ecí úhel

(l.lO)

Pracovní rozsah svěrky mžeme zv,ětěit ·zdrsněním tohoto povrchu např.

vroubkováriím. Pak Ót bude velké a k prokluzu na palci nikdy nedojde;
druhá z podmínek (1.9) bude vždy splněna.

Kdybychom opatřili vroubkováním i protějěí dotykovou plochu, znesnad
nilo b~ se tím uvolnění svěrky po manipulaci.

Z rovnic (1. 5) až (1.7) do'staneme

~

Ti .~

(1.11)

(1.12 )

Pf-itom O<t@oc1 ~f1 podle (1. 9) pro ~1 > O • Vypočteme-li nyní namáhání
čepu A, bude

Q..
t9~1 -t +'~oc.?~ ~ 1+ tfJ'1cl1. :::

Q,. 1
~ '-:=to

e~oC1. itaá.1 '+ ~9~?...
(1.1])

Tat~ hodnota bude největší, když 'ti ťX1 ::: O • V tom pf-ípadě by však bylo ťa
ká ~i ~ 0, což je nepravděpodobné. Pokud nedojde k posuvu desky, nevíme

o "skutečné" velikosti této tečné reakce n1c; je staticky neurčitá. Uvědo

míme-li si však, jak probíhá celý uchopovací proces, dojdeme k závěru, že
deska se relativně ke svěrce zpočátku posouvá a to tak dlouho, až se palec

'Id Pf'edpokládáme, Je tX1 > O. Podle (1. 8) by věak mohlo být -11< igC)(.1 < .. li
a 'r~ by mohlo být dokonce záporné.
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natolik pootoě!~ ie vzniklé reakce N ,'1 , T1.. postačují k pře1noau

síly Q. • Tomu odpovídá p:fípad na mezi 8mykov~ho t:fení, kdy ~0l.1 ~ 11 .
Není "ddvodu, proč by se měl úhel 0l1 ."zmeněovat po skoněenám zatěiování.

Dosadíme-li tedy t~ci1 =-f1 .a uváiíme-ll, ie 0(1- je mall úhel, dostaneme

(1.14)

Namáhání v f'e zu BB nyní vy jde

~ ~ *Je-li ·h =h. = f 8 tgot1-<f ' budou síly FA ,M~ i moment Ma
větší ne~ síla FA podle (1.2) a hodnoty Ne , Ms podle (1.4).

Chybný výpoěét, který jsme uvedli na začátku naší úvahy, tedy vede k pod
dimenzováni svěrky.

Výpočet bychom mohli dále zpřesnit, kdybychom uvážili vliv čepového

tf'en1 v bodu A a pop~. vyosení střední roviny plechu. a středu závěsného

oka (p-o.sobiětě síly F ) pf'i změně tlouštky plechu h • Tyto podrobnosti
ponecháme stranou. Nejde nám totiž o výpočet konkrátní sv~rky, ale o vy
světlení molných chyb, které vznikají, když soustavu nerovností plynoucí
ze zákona smykového tf'ení nahradíme neuváženým zpOsobem rovnostmi. Pozna
menáváme, že konstrukce skutečně užívaných svěrek je slojitějŠí. Palec bý
vá přitlačován do záběru pdsobením ještě dalšího silováho momentu kolem
čepu A, který se vyvozuje pf'evodem od závěsné síly F

. Uvedeme jiný pf'íklad. Na-obr. 3 je schéma konstrukce dvojitá ruční

úchytky k vytahování plechO uložených v~ stohu. Plech o tlouštce h je
vytahován ze stohu; klade pf-itom odpor vyjádřený silou Q • Na plech pO-"

sobí reakce v bodech D, E, p~enáěené z úchytky. Tyto body nebudou obecně

na společná normále. Je-li síla Q příliš velká, začne v jednom z těch

to bodd smyk; reakce. se tak dostane na povrch tttf'ecího kužele". Kdy! na
stane smyk 1 v druhém bodě, bude situace taková, jak je znázorněno na
obr. 4. Pl-itom

TN -;:. -,
t (1.16)

Tyto síly tedy známe." Nyní určíme nositelku reakce v bodě B (musí pro
cházet prOsečíkem síly" F s nositelkou reakce v bodě A, tj. bodem K).
Jde o rovnováhutf'í sil pOsobících na horní část úchytky !BL. Reakci
v bodě B pak určíme z momentové podmínky k bodu C pro ~ást DCB nebo
graficky z podmínky rovnováhy t~í s1l pOsobících na tuto část. Připomeňme,

!e tf1 síly jsou v rovnováze, procházejí-li společným bodem 8 jejich
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vektory tvof'í uzavřený složkový obrazec. Pro část DCB je tímto společný.ln

bodem bod U. Z ~eěení pak vyplyne i reakce v bodě A.

E

Obr. 3

T

U
Obr. 4

A

Obr. 5

Ale je tomu tak opravdu? Předevěím si všimněme, le obecně nebude spl
něna podmínka rovnováhy vnějších sil. Bude z.ajisté f;:. Q. , ale dvojice
těchto sil nebude mít obecně stejný moment jako dvojice sil N opačného

smyslu, jak by to vyžadovala podmínka momentové rovnováhy. Síla N je
totiž podle (1.16) prostě rovna Q.í 2.f , je tedy - podobně jako síla f
zcela určena. Ramena silových~dvojic N popř'. F ,tl jsou však dána
konstrukci a nezávisí na součiniteli ti'en'í f (kdežto síla tJ ano).
t~omentová podmínka nebude proto obecně platit.

Úvaha by byla správná, kdybydolni část úchytky ACE byla pevně spo
jena se zemí (byl by to "rám") 8 volně 'vložený plech by bylv'ytahován si
lou & ze sevření vyvozeném silou F . Tak tomu ale není!

Ve skutečnosti chceme, aby, ve stykových bodechD, L .. nedoělo ke klu
zu. Zde tedy bude úchytka při správné funkci kloubově uložena na plechu
pevně spjatém se zemí (plech je tedy "rám"). Pak' obě čelisti DCB a ECA

tvoří "tříkloubový nosník", zatí~ený známými silami v bodech B, A. Jsou
to reakce RA , 'Rt!" které snadno vyšetříme z rovnováhy členu ABL.

Analogická, ale p~ehlednější úloha je naznačena

na obr. 5. Řešíme ji bua početně (jde o úlohu C
staticky určitou) nebo graficky. Při grafickém
řešení vynecháme vždy jednu z pOsobících sil,
abychom v nezatíženém členu dostali nositelku
obou reakcí (je to spojnice kloubO, nebot dvě

síly mohou být v rovnováze jen tehdy, mají-li
společnou nositelk~). Tím získáme řešení i pro
zbývající člen. Pak oba případy superponujeme.

~že se stát, že reakce v kloubech D a
E. (správně vyřešené podle popsaného postupu)
nepadnou obě dovnitř třecího kužele. Pak to
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znamená, že se úchytka v takové poloze neudrží, že nastane smyk spojený
bud.s pootočením úchytky do jiné polohy nebo úplné vyklouznutí plechu.

Detailním ~ešením, které je rutinní úlohou ze statiky, se nebudeme
zabývat. Chtěli jsme jen ukázat, jak chybná idealizace vede ke zcela
faleěným výsledk~m.

Amontonsdv-Coulomb~v zákon smykového t~ení poskytuje pro vazební síly
v soustavě těles podmínky, které lze matematicky formulovat jako sou
stavu nerovností. Jedině u takové dvojice, u které dochází k relativ
nímu smyku styčných povrch~, musíme nerovnost nahradit rovností.
Neurčíme-li tyto dvojice, správně, tj. nahradíme-li jiné.nerovnosti
rovnostm.i n~bo nahradíme-li je i tam, kde k tomu není ddvod, dostaneme
~ešení, které nesplňuje některé podmínky rovnováhy a je proto falešné
nebo které vyhovuje podmínkám rovnováhy, ale za p~edpokladu jiného ulo
lení soustavy; řešíme pak nevědomky zcela jinou úlohu. Falešná faešení,
která takto získáme, mohou vést k chybnému výpočtu součinitele bezpeč

nosti a k chybným závěr~m, pokud jde o funkci konstrukce.

2. NELINEÁRNí TUHOST V ~Ru2NÝCH SOUSTAVÁCH

.c

F

a

Budeme řešit "školní" pf'íklad soustavy slože
né z vetknutého prizmatickáho nosníku 8 ohybovou
tuhostí EJ1 a vzpěry o.. tuhosti v tlaku ES1.
( S2,. je prd~ez vzpěry). 'Soustava je zatí~ena

silou F podle obr. 6.

Přenáší-li vzpěra sílu P ,prohne se nosník
na konci o

Obr. 6 (2.1)

(2.2 )

o stejnou hodnotu se zkrátí; vzpěra, která přenáěí tlakovou sílu?

b

Ze srovnáni obou posledních rovnic dostaneme

P = F 1

- 10 -
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Řeěení vyhovuje zvláštním p~ípado.m. Je-li vzpěra velmi tuhá ( S1, -+C)() ) ,

je l' = r (celou sílu f zachytí vzpěra, deformace nosníku vymizí).

Je-li naopak vzpěra velmi tenká ( Sl,..~ O ), je 'p = O (vzpěra nenese
nic). Změní-li se smysl síly F ,změní se i smysl síly P (z tlaková

síly se stane tahová).

Takové p~íklady najdeme velmi často v uěebnicích a ve sbírkách pří

klado. z pru~nosti a pevnosti. Učí studenta schématickému, chlbnému myšle
ní; zbavují ho pochybností, která by mohl~ vést -ke zjevení pravdy"
(Aristoteles) •

(2.4)

N
.........
.c

N
.........
.o

Obr. 7

Ve skutečnosti lze jen velmi obtížně vyrobit
vzpěru, která by byla dokonale rovná a přenášela

sílu právě vose. Spíše to lze prohlásit za nemožné.
Ukážeme, jak se změni případ na obr. 6, zavedeme-li
do výpočtu malou excentric!tu t danou počátečním

zakf'1vením prutu (obr. 7)

'. . 'JC)(
1{ ~ 1J.,vn, b ·

Uvedeme jen přibližný výpočet. Zvětší-li se prOhyb
účinkem tlakové síly 'p ,popíšeme jej rovnicí

. Jt'~

Y ::: l f +1)A~ b )

(2.6)

(2 • 7)

kde ~ je přírOstek prOhybu uprostf'ed vzpěry. ~)

PrOhyb na konci ,nosníku bude (stejně jako dříve)

G\,3

~ ':: ~EJ1 l i= - P) ·

Vzpěra bude jednak tlačena, jednak ohýbána. Délka tyče ťo měřená po
oblouku na obr. 7 se ~mění'na délku ť 1 (účinkem tlakové síly P ) a
klouby se dále přiblíž~ o posuv ~; (účinkem ohybu).

Určime nejdřivevztah mezi délkou to a počáteční vzdáleností klou
ba b • Podle obr. 7 platí ~ že

l-Q -= Jb ~ 1 t (dtl (~x)1. o.x ~ t'l1 .i" .~ ( ~~ y.] dx ::
v o

· - ti :tr..~f1. ·r b . 1GX 1 'JeZ-i?.
~ b .-t II~ C(VIl. -r.:- CÁ)( :. b 1--'.(.. tJ- o...\J'J U "I- ~)

-) Malou změnu délky b jsme zanedbali.
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Z Hookeova zákona

(2.8)

• ..0

Obr. 8

Je to změna délky tyče účinkem tlakové síly ~

Zanedbáme-li vliv tohoto zkrácení na počáteční excen
tricitu vzpěry, bude posuv ~ podle obr. 8 dán
rovnicí vyjadřující neproměnnost délky t 1 za ohybu

*h* .b ·-a

b
it + ~~) (YY*dx =: bY:_u. + ~, J(y'F-dx _

Dosad~me-l1 sem podle (2.4) a (2.5) a uvážíme-li, že

,t ' L} i ·U jsou velmi malé veličiny ve srovnání
S' bit- a že kj*~ tJ ,dostaneme po integraci 8 po

úpravě

(2.10)

Deformační podmínka je

A -= .to - .t., t .tU; • (2 • II )

Další podmínku najdeme z principu virtuálních prací. Změní-li se ~ o Óft '
změní se Mo, o ?>t.L

o stejnou hodnotu se podle (2.l~) změní prOhyb nosníku A • Síla F vy
koná práci

oA .~ F Su; , (2.13)

'To je práce vnějších sil. Deformačníenergie v nosníku se změní o

(2 .14)

(2 .15)

(neboť výslednice sil pOsobících na nosník je F - P a pro.hyb se změní

o O"'U, ). Deformační energie ve vzpěf'e příslušná tlakovým napětím se zna-
telně nezrněni. Změní se věak ohybová deformační energie vzpěry; pro tuto
energii máme vztah .

~ .. b 1 x 1+q:2. rb ( X'~ ,
U~ : T EJi ~ CYII .- 1l" )'1. c()( : T E:lz. bIt AtM; \. T) ol 't. -:;r

o . o
_ -!. J:'1it .
- 1+ EJ'1- b3'
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Př:lsluiná změna je

Princip virtuálních prací dá rovnici,

SA = SU, + 6 ~h

(2.16)

(2.17)

tj. virtuální práce vnějších sil S8 rovná virtuální změně deformačníenergie.
Po dosazení

(2 .18)

čili

(2.19)

To znamená, že změnu ohybové deformační energie vzpěry '5 U1 vyvodí síla

1> ~a posuvu O-V." což bylo možno očekávat.

S pou!1tím (2.12) dá (2.19)

(2.20)

Proto!e O~ S8 nerovná nule, vyjde o~tud

kde

(2.21)

= Eulerova vzpěrná síla. (2.22)

Rovnici (2.21) mňžeme napsat také ve tvaru

Cl:1 -

.p
Q._? f ) (2.2-3 )

z něho! je patrno, Ž8 ~ -? 00 pro 'P.~ ti,

~ def~rmační podmínky (2.11) dostaneme s pou!itím (2.6), ,(2.8) a
(2 .10)

(2 .24)

- 13 -



Rovnice (2.2l) a (2.24) p~edstavují p~ibli!ná ~eěení naěeho problámu.
K

)

Vyl,oučime-li z nich silu P ,dostanemenellneární závislost pro.hybu ~
na síle F ,ačkoli materiál je lineárně elastický. Je to zp~sobeno tím,
že nyní pf'ihlížíme k ohybovému namáhání vzpěry, která se s rostoucím pro.
hybem :větěuje. Vyloučíme-li naopak pr~hyb ~, dostaneme vztah mezi si-
lami r a '? ; po úpravě

(2 .25)

měli její platnost omezit podmínkou
splněna, platila by místo ní rovnice

o

I
I
I
I,
I
I,

I

_-------... tI

1

Obr. 9

rov. (2.3)

p
Q

Srovnáme-li toto řešení s rovnicí
(2.3) vidíme, že se liší o poslední
člen na pravé straně rovnice (2.25).
Závislost (2.25) je schematicky zná
zorněna na obr. 9. Je zřejmé, že sila
P nepřesáhne sílu ~ a že poměr

Fl P není konstantní dokonce ani
v případěU'tYI,·f ~ O (čárkovaný

prOběh) •

I kdybychom tedy řešili ideální
případ dokonale přímé vzpěry a sou
osé síly 'p ,nemohli bychom se spo
kojit s rovnicí (2.3). Správně bychom
p.,Q, . Kdyby tato podmínka nebyla

pro (2.26)

Kdo tedy učí studenty průmyslových a vysokých škol, že f'ešení úlohy
z obr. 6 má tvar (2.3), prokazuje jim špatnou službu.

Změní~li se smysl síly f , stane se ze vzpěry táhlo. Řešení podle
(2.25) a (2.3) pak prakticky splývají pro velké absolutní hodnoty síly P .
Tehdy vymizí poslední člen na pravé straně rovnice (2.25). Vymizí i výsled
ný prňhyb, nebot podle rovnice (2.23) se bude pr~hyb L} blížit/hodnotě

-r ·

K) Řešení ztrácí platnost p~i větších pr~hybech f '@- ; pro jiná tvary
počátečního zakřivení prutu by je bylo tf'eba zobecnit napt. tak, že by

se tvar vzpěry vyjádtil Fourierovou ~adou.

- 14 -



V našem ř~šení jsme předpokládali, že vzpěra vybočí v rovině nákres
ny na obr. 6. Ve skutečnosti bychom se měli přesvědčit, zda nevybočí dří

ve jiným směrem. To záleží na poměru hlavních momentO setrvačnosti prňře

zu vzpěry.

V na§i úvaze se ukázaly dva možné zdroje chyb. První chyba vzniká,
když nekontrolujeme možnost vzniku elastické nestability konstrukce
(v naěem příkladu dosaženi Eulerovy vzpěrné síly, případ P = Q. ).
Druhá chyba vzniká, když zanedbáváme vliv tvarových nedokonalostí, který
se projeví zvláště v oblasti tlakových namáhání (v našem případě u vzpěry).

Mohlo by se zdát, že tyto chyby jsou stejného druhu, že totiž obě

vznikají zanedbáním vlivu deformace na velikost vnitřních stati~kých účin

kO. To je sice pravda, ale přece jen je zde základní rozdíl. U ideálního
případu rovné vzpěry je ·r = O podle obr. 7. a ohybová napětí ve vzpěře

nemohou vzniknout, dokud není ? = ťl , tj. dokud tlaková síla v prutu
nedosáhne kritické velikosti podle Eulerovy teorie; síla F pak m~že na
bývat jakékoli hodnoty vyhovující nerovnosti (2.26) t aniž ·se tim ovlivni
síla P (viz čárkovaný pr~běh na obr. 9). ~e-li však f >- O, bude vždy P< Q.,
a oh~b vzpěry vznikne už v podkritické oblasti.

Je t~eba upozornit na to, že elastická stabilita mOže být porušena
. nejen tak, že se vzpěra prohne jako celek (globální nestabilita), ale ta-·
ké tak, že se vyboulí stěna jen v některém místě (lokální nestabilita).
Tento druh nestability vzniká u tenkostěnných konstrukcí. Zvětšujeme-li

rozměry profilu tenkostěnné vzpěry tak, že zároveň zmenšujeme tlouštku
stěny, takže hmotnost vzpěry se nemění, zvětšuje se kritická síla, při

níž dochází ke ztrátě globální stability) a zmenšuje se kritická síla pří

slušná lokální nestabilitě. V takovém případě existuje při dané hmotnosti
a délce vzpěry určitý rozměr profilu, při němž je únosnost vzpěry největší.

Vliv geometrických odchylek od ideálních ~varO těles probereme ještě

v příští kapitole.

Ukázali jsme, že i u soustav lineárně pružných těles ~že dojít k neli
neární závislosti deformací na zatěžujících silách a to i tehdy, jsou
li předepsány korektní okrajové podmínky. Řešení podle teorie lineární
pružnosti pak nepopisuje správně skutečnost; odchylky jsou velké, blí
ží-li se namáhání některých člen~ mezi elastické stability.

- 15 -



3• GEOMETR tCKÉ ODCHYIK Y OD IDEÁLNíCH' TVARO 1tLES

Geometrické nedokonalosti mohou změnit zásadním zpOsobem chování kon
strukce. Stlačuje~li se osovou silou ,p například "dokonalá" válcová
elasti-cká skof'epina o poloměru, )... a o tlouštce stěny h« Y, dává teorie
prulnosti pro kritické tlakové napětí (~~ ? 121tl"~\ na mezi lokální elas
tické stability tento vzorec:

Eh
,~ ().1)

+1e/h

1

Obr. 10

o-1

Zde p, značí Po issont~v poměr

p~íčné kontrakce.*) Pro fL = 0,3
dostaneme, že ~~~ = 0,605 Eh/r,
Při t4to hodnotě by mělo nastat
zvlnění stěn, znamenající "roz
dvojení rovnováhy" (kromě doko
nale válcového tvaru existuje
ještě rovnováha sko~epiny s po
rušeným tvarem). Ve 'skutečnosti

se hodnoty (3.1)' nikdy nedosáh

ne, skutečně pozorované hodnoty
kritického napětí jsou dva až

třikrát menší. Je to zpť1sobeno

jednak tvarovou nedokonalostí
skutečné skořepiny, jednak pruž
ností ostatních čle,n'O. soustavy,
např. zkušebního stroje. První
vliv prozkoumal teoreticky
W. T. Koiter /"Proc. K. nad.
Akad. Wet. tt, Series B, vol. 72
(1969), p. 40/. Nanášíme-li na
osu úseček poměr amplitudy geo-

metrické odchylky e k tlou~ice sko~ep1ny ,h a na osu pot-adnic poměr

dosažitelné kritické síly 'P\C:;k teoretické hodnotě 'Pll'" počítané pro
e = 0, dostaneme závislost znázorněnou na obr. 10.

~) Ve smyslu toho, co jsme uvedli na konci p~edchozí kapitoly, zmenšuje
se G'r;(" , jestliže zvětšujeme poloměr r a zmenšujeme tlouštku ~,

Podmínku stálé hmotnosti lze vyjádřit požadavkem rh = konat.
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Obr. II

o

Druhý vliv prozkoumali Mossakovskij
a Sme1y j I" Izv. An-SSSR, Mechanika' i ma
šinostrojenije" (1963), No. 4, 8. 162 

1661. Závislost tlakového napětí " na
poměrném stlačení t trouby lze sche
maticky znázornit na obr. ll. Bod C od
povídá rovnici (3.1) a představuje horni

mez kritického napětí. Pro Ea.< t.< ee exis
tují tři možné stavy rovnováhy. Hodnotu
~B =E e,'B označili Kármán a Teien jako
dolní mez kritického ·napětí I"Journal af
Aeronauticel Scl. tl (1941), No. 8, pl. 302/.

Změna rovnovážného tvaru však probíhá za
konstantního E jen u velmi tuhého zku-

šebního stroje. Je-li zkušební stroj pružný (s malou pružinovou konstan
tou), probíhá tato změna spíše při konstantním napětí t1 a za dolní mez

bychom tedy měli brát hodnotu t;"A '= E E.j\ (obr. ll).

Z obr. 10 a II je zřejmé, že tenké skořepiny jsou v oblasti~vzpěru

obzvlášt citlivé na geometrickou nedokonalost (popř. nehomogenitu) a že

jde o konstrukční prvky, u nichž při překročení meze elastické stability
dochází k dramatickému, poklesu únosnosti.

(3.2)G" :: G"'{ t G'Q = G"t ( 1 + 8 ~) .

Jako další příklád vlivu geometrických nepřesností

uvedeme vyosení tahové si1y vzhledem k ideální ose prutu
kruhového prořezu o prOměru c(, • K tahovému napětíCOt=

~ lfFi Je oll přibude ještě ohybové napětí <;u :.:: 2tFe. Ircd. 3 ,

takže výsledné napětí je (obr. 12)

d

Obr. 12

Vyosením síly F např. o desetinu poloměru (e./d = 0,05)
vzroste tedy napětí v krajnim vlákně prOřezu o plných 40 $.

Na to je tf-aba pamatovat při posuzování výs1edkO únavových
zkoušek vzork~ namáhaných tahem-tlakem a p~i experimentál-
ním výzkumu, kdy naopak z naměřených hodnot poměrných pro
dloužení vnějších vláken chceme usuzovat na velikost p~so

bící sily.

Jako dal~í příklad uvedeme
plá~t tenkostěnné ~álcové tlako
vé nádoby s přesazením ve švu
podle obr. 13. Obvodové napětí

Gi je p~1 dokonalém tvaru ná
doby rozděleno po tlouštce stěny

rovnoměrně. Účinkem přesazení

Obr. 13·
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vzniká v okolí Avu pf'ídavná ohybová napě.tí, které lze odhadnout 8 poulitím

vzorce

(3.3)

Ohybový moment je totil pfiblilně ~he I'L a prdfezový modul h1-1 ,.
To znamená, le napf' •. pf-i pi'esazení e = 0,1 h vzroste maximální napěti

z hodnoty <Oi; na 'lt- + <;)0 = (i-b ( 1 -+-. ?J.e/h ) t tedy asi o 30~. !roto
zvýěení se sice male vyrovnat místní plastickou deformací, ale 'za určitých

okolností mdle zpOsobit ne!ádoucí snílení provozní bezpečnosti. Dochází
k němu u 8pOj~ namáhaných v únavě nebo u zk~ehl!ch mater1áld. Uplatní se
pf'itom nejen p~íd8vné ohybová napětí (3.3), ale i koncentrace napětí vznik
lá poruěením hladkosti svarového spoje. Zk~ehlá zóna v okolí svaru mdje mít
zvýAenou vrubovou citlivost a maže taká obsahovat drobná trhlinky, zárodky
pf'íAtího lomu.

Uvalme dále vliv nekruhovosti prllřezu tenkostěnná tlakové válcové ná
doby. Bude-li mít prt1~ez tvar elipsy o poloosách r + T. , 'r - E. místo
tvaru kruinice o poloměru r (Q.~ ~« r ), bude se pr'O.f'ez účinkem vnitf'
ního pfetlaku pf-etv~et z elipsy zpět na kružn1~i,a to tím dokonalej1,ě1m

v .

bude p~etlak větě! (ovAem za pfedpokladu konstantní tlouětky stěny a homo-
genity). K~1v08t 've vrcholu elipsy na konci dlouhé poloosy je

JSOU-li CA. t b
takle

dálky poloos. V na~em p~ípadě je

(3.4)

Změna k~ivost1 tedy mO!e nabýt největěí hodnoty

e
-'rl (3.6)

Tomu odpovídá ohybový moment (př1padajicí na jednotku délky ~ezu)

E: h·3
------ '3t 'IC

-1'2. ( '\ -f-t.) (3. 7)

a ohybové napětí

~ E-~l
.... _-

·1 -p.1.. -r 'L

- 18 -
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Také toto napětí se vyrovná plastickými deformacemi, nebrání-li tomu k~eh

kost materiálu nebo časový prdběh zatěžování vedoucí k ánavě materiálu p~i

relativně nízká úrovni namáhání.
. 5 2

Vezměme nap:l'ík1ad oce1,E = 2.10 MN m- , f' = 0,3, ,... = 500 mm,
h = E- = 10 mm. Pak

3-.= 2 '(3. 9)

což není malá hodnota. Přitom ~ /'r = 0,02.

Vzorec ().8) byl odvozen za p~edpok18dut !e prO~ez je eliptický, ale
jen velmi málo odliAný od kružnice a že čela nádoby jsou daleko, tak!e se
nemdle uplatnit jejich výztužný vliv (dál ne~ asl 2,5 fYl1'). Vzorec <3.8)
dává pro ohybové napětí horní mez, nebat ani při velkém přetlaku se nedo
sáhne dokonalé kruhovosti pO-vodně nekruhového p.rťif'ezu. Výhodou vzorce je
jeho jednoduchost, nebot přesnějěí výpočet ohybových napětí (podle teorie
eliptických prutd nebo podle teorie skořepin) je velmi pracný. *)

Ukázali jsme, že tvarová nedokonalost mle zásadně změnit deformační

vlastnosti tenkostěnných skořepin namáhaných vzpěrem. Avě~k i u jedno
duAe namáhaných těle,s mťi~e vést ke vzniku přídavných ohybových (popř.

i jiných) napětí. To je zvláště nežádoucí u součástí vyrobených z křeh

kého materiálu a II součástí namáhaných v únavě.

4. MONTÁŽNí NEPŘESNOSTI A' DOTIKOVÁ TUHOST

(4.1)t -=:. 2h +. O, Srn.

Vypočteme namáháni ocelového šroubu s dři

ke'm o prWněru ci , kterým se stahují dva' plechy,
každý o tloušíce h (obr. 14). P~edpokládáme,

!e se po dosednutí otočí maticí o úhel (A

Při utahování ěroubu se jeho dřík prodlužu
je a plechy se stlačují. Z pokuso. vyplývá, že se
ěroub deformuje částečně 1 v matici, takže je
t~eba počítat s efektivní délkou šroubu

Obr. 14
Plechy se stlačují jako by šlo o ideální tlak
válce o vnějším průměru

*) Dvořák, J.: Strojírenství 17 (1967), Č. 3, str. 171-174.
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(4.2)

kde S je otvor klíče. Vnit~ni prOměr je přibližně cl • Pak tuhost

ěroubu je

a tuhost plecho.

L _ Je t D'l..- cp·) I

K.t, - E $ h

(4.3)

(4.4)

Prodloužení šroubu označíme

náěená šroubem F t bude
D1 , zkrácení plech'd 5~ . Bude-li síla pře-

(4.5)

Součet obou těchto dálek dá dohromady posuv matky po dříku šroubu. Je-li
výěka závitu .~ , bude platit tato deformační podminka:

(4.6)

Úhel otočení matky ~ měříme ve stupních. Odtud vyjde - s použitím rovni
ce (4.5) -

(4. 7)

Dosaame napřik1ad E = 2 .105 N mm-2 , (?J = 15 o, cL =20 mm, I~ = 2, 5 mm,

fh = 16 mm, h = 24 mm, S = 30 mm. Vyjde

5 1C. 202 6 1 .= 2 .10. ( 16) = I, 122 .10 N mm- ,4 • 48 +' 0,5 •

lZe VZorce (4. 7)

1C • I (30 + 24)2 - 202 J 8 6 -1= ,234.10 N mm •
8 • 24

F ._ 1,122 • 8,234 15. 2,5 =
1,122 + 8,234· 360

- 20 -
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Tomu odpovídá napětí v df'íku ěroubu v pr'Ořezu, který nebyl z8s1abenzávi
tem ~)

60,103 • 10

jl: • 202 /4
328 MN m-2 •

Zdálo by se, že tímto zpť1sobem, tj. mě!'ením úhlu otočení klíče od dosed
nutí matice šroubu, lze snadno kontrolovat předpětí šroubu. Avšak v praxi
se to tak neprokázalo. Ddvod je ten, že skutečné povrchy nejsou ani rovné
ani hladké. K![)

Předpokládejme nyní, že povrch je drsný a že jeho nerovnosti maji
efektivní hloubku 30 p. m. Tyto nerovnosti se při utahováni šroubu omačka

jí a plasticky zdeformují, takže skutečný posuv matice po ěroubu je třeba

brát jako rozdil

C, li _

360
30

1000
= 15. 2,5

360
0,03 = 0,074 mm

a nikoli jako 01i /360 = 0,104 mm. Proto vyvozená sila F bude menší
v poměru 74/104 a taká napětí v d~iku šroubu bude jen

'(;~ = 328 • --l1... ~ 234 MN m-2 •
·S 104

Bude tedy o 29 ~ menši než udává výpočet pro ideálně hladký povrch.

Omačkán:!m nerovností povrchu se do deformační

charakteristiky vnáěí jnelinearita; • Pztotožejde zčás

ti o plastické deformace, bude dotyková tuhost ji

ná při prvním a jiná při opakovaném zatí~eni. Pro
jeví se zvláště tam, kde se. stýká mnoho vrstev
tenkého materiálu. Stlačuj.~11 se například stoh
tenkých plechd, je závislost napětí t 6'( na po
měrném stlačení l ~ 1 a na tlouětce plechň h
taková, jak je na obr. 15 schematicky znázorněno.

~) Připomeňme, že 1 N mm-2 = 1 MN m-2 •

10-1

Obr. 15

~~) Vlivem přídavného ohybu šroubO zpOsobeného nerovností popř. nerovno-
bě~ností dosedacích ploch se nebudeme zabývat; tuto problematiku po
važujeme za obecně známou.
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Čím jsou plechy tenčí, tím je nelinear1ta této deformační charakteristiky
výraznějěí. Na to je třeba pamatovat při vymezování v~lí mnoha tenkými
distančními vložkami. Čtyři vlo~ky po 0,05 mm oudou mít poněkud meněí tu
host než jedna vložka 0,2 mm; teprve při větším utažení se bude rozdíl
vyrovnávat. Pro ocelové plechy stlačované ve stohu uvedli Tretjakov,
Albrecht a Solověv experim9ntální výsledky, jež lze popsat rovnicí

'\ E \. = 0,00947 ... h
-0,3040 0,1129

· \l3 i (4.8)

Obr. 16

. . 2
v rozsahu \Ci\ <. 250 MN m- a pro tlouštky h = 0,15 až 2,5 mm

/Věstn1k Mašinostrojenija (1961), No. 8, str. 39 - 42/.

Uvedeme jiný příklad montážních nepřesnosti.

Chceme usadit ocelový hřídel o prňměru D na
třech nepoddajných ložiskách vzdálených o t
(obr. 16). Ložiska budeme usazovat s použitím pře

depjaté ocelové struny o pr1~rněru d" ; předpětí

je F ,hustota oceli ~ • ,Prllhyb struny vlast
ni tíhou uprostřed rozpětí 'Lt bude

(4.9)

Tento vzorec snadno odvodíme z diferenciální rovnice dokonale ohebné
struny

(4.10)

(4.11)

kde 1 -= l n:ó.1/Lt) ~~. znamená tíhu připadající na jednotku délky. Okrajové
Dodmínky jsou y (o) .:: Ot \J (tť.) ~ O • Vyjde

tl
~ -:;: 'LF X t tt - x:)

a prOhyb uprostřed rozpětí bude

~e~
~ -~•.. .,.,

2.F (4.12 )

("'"

To je však vzorec (4. 9). Hodnotu O tedy "proměříme". To bude chyba
v souososti domněle dokonale usazeného ložiska. Po vložení hřídele do
pánví mOže nastat případ, že hřídel bude dosedat jén v krajních ložiskách.
Jeho prOhyb vyvolaný vlastní tíhou bude
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(4.13)

kde

(4.14)

Protože J = 1(; nq. / "it , bude nakonec

(4.15)

Htídel dosedne na všechny tři ložiska teprve, když předpětí struny P
bude splňovat nerovnost

Napětí ve struně pak bude

3rt"
80 (4.16)

(4.1 7)

Je zajímavé, že pravá strana této nerovnosti neobsahuje prdměr struny oL .
E 5 -2 D fJe-li např. = 2.10 MN m, = 200 mm, \,; = 2000 mm, bude podle

(4.17)

~ :~ -l.. . ( 200)
s -- 20 \ 2000

2

(4.18)

Potřebné napětí tedy bude poměrně velké. Bude-li předpětí dosahovat právě

hodnoty podle pravé strany (4.18), bude prOhyb struny a hřídele vlastní
tíhou stejný a bude dosahovat hodnoty

= = 7800 • 9 281 • 22

2 ." 1&00 • 106 0,128 mm.

Hřídel se sice bude dotýkat všech ložisek, ale reakce se budou p~enášet

jen v krajních ložiskách,_ prostřední nebude vňbec zatíženo. Tíha ~ hří

dele se tedy zachytí reakcemi

'D- ._'Qr.... Q
~i - , ..) ;
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Zaškrabeme-li krajní lo~iska tak, aby se eliminovala nep~esnost daná prO
hybem struny 6 , tjo o 0,128 mm, budou reakce

(4.20)

Tento výsledek dává "školní" úloha o hřídeli třikrát ideálně podepřeném

podle obr. 16 a rovnoměrně zatíženém.

Je z~ejmé, že nepatrným zaškrabáním se podstatně změní rozdělení

reakoí. Ve skutečnosti nejsou ložiska absolutně tuhá a nepoddajná, ani \
je nelze nastavovat a zaškrabávat s absolutní p~esností. Vliv pružnosti
se uplatní ta-k, že rozdělení reakcí se bude blížit rovnoměrnému ( R1 .....
= R2,. = R3 = Qi 3 ) a to tím více, čím bude pružinová konstanta lo~i

sek menší (ovšem jen bude-li u všech ložisek stejná). Vliv vdlí a montáž
ních nepřesností se projeví změnou rozdělení reakcí a tím i změnou provoz
ního namáhání hřídele.

Probraný příklad nás poučil o tom, že výpočet staticky neurčitých

pružných soustav má smysl jen tenkrát, známe-li přesně okrajové podmínky
a deformační vazby. WAlá změna těchto podmínek nebo deformačních vazeb·
mOže někdy zpOsobit velkou změnu namáhání některých člen~ soustavy. S ta
kovými případy se setkáme ještě několikrát při dalším výkladu.

V táto kapitole jsme se p~esvědčili o tom, že ti staticky neurčitých

pružných soustav mohou vzniknout podstatná změny napjatosti, jestliže
se jen málo změní okrajové nebo deformační podmínky (uplatní-li se
nap~. odchylka od souososti, plastická deformace mikronerovností drsná
ho povrchu aj.). Detailní výpočet staticky neurčitých soustav má smysl
pouze tehdy, známe-li deformační a okrajové podmínky s dostatečnou

p~esností. Vyplatí se ~dh8dnout možné d~sledky montážních ~epře8nosti.

5. NAMÁHÁNí KLIKOVÝCH ~íDELŮ

Nebudeme zde probírat tuto speciální problematiku stavb·y strojd.
Zájemce odkazujeme na odbornou literaturu, např. na autorňv článek ve
Strojnickém sborniku sv. ll, SNTL, Praha 1954. Zde upozornim~ jen na to.,
že staticky neurčitě ulo~ené klikové hřídele .jsou namáhány mnohem složi
těji než hladké hřídele za jinak stejných podmínek. Je to dáno t:ťm,<!e

se ohýbají a zkrucují' nejenom čepy hi'ídele, ale t~é jeho ramena<ale
ložiskov' a ojniční čepy Demají společnou osu.

Probereme například, jak se chovají dvě kliky v téže
máhání krutem podle obr. 17. Kliky svírají úhel 180 0.

pf-i ne
si
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idealizovali jako tanky prut ulolený ve tf'ech ložiskách. Odchyl1cyefektiv
n~chdélek při výpočtu deformací od skutečných délek čepo. a' l'amen/zane4.bá
mat proto~e nám jde v současné chvíli jen o to, abychom ~'oukázali \najistý
zdánlivý paradox.

(5.1)

Uvolníme ložisko B. Účinkem krouticího momentu se ohnou 8 rozevřou

ramena u obou klik tak, že výsledná deformace bude jako na obr. 18. Je-li
ohybová tuhost ramen při ohybu kolmo k nákresně na obr. 17 rovna E:J1 ,
tOl' zni tuhost čepo. G~~p ,bude

M" r'l.
~ \fr ,

E]1

První člen na pravé straně rovpice (5.1) odpovídá dvojnásobku pro.hybu nos
níku na jednom konci vetknutého; zatíženého konstantním ohybovým momentem

Mo = M~ • Jde o ohyb ramene. Druhý člen popisuje skok v pr'Ohybové čá-

ře zp-dsobený z~roucenim ojničního čepu o' úhel Lf • Obr. 18 je poněkud

,nezvyklý tím, že deformace jsou zakreslovány s velkým zvětěeníIit a tak, aby

čepy h~ide1e zOstaly ko1mék nákresně. Zakreslený prOmět ohybové čáry tedy
znázorňuje pouze ramena, čepy se promítají do bodO vyznačených krou!ky.
Zlom čáry v bodě B. je dán'" zkroucením čepu v ložisku B. Podobně' se pro

jeví 1 zkrouceni ojn1čn~ch čepO 1, 2 o úhel ~ • ZOstanou-1i středy

ložiskových čep~ A, C na ose spojující ložiska, vybočí ložiskový čep B
z této osy kolmo k nákresně na obr. 17 o hodnotu Ó • Chceme-li jej vrá
tit zpět, musíme pf'ipojit reakci R čárkovaně vyznačenou na obr. 18.
Zptisobí deformaoi 6ep111 ramen. Ohybem čepd vznikne v místě B prdhyb
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o. b a

Obr. 19

Krutem ramen a ojniOníoh čep-o.vznlkne (obr.19)

- ,-- ·Rbr2.

Ol ~ ~,. 1 ( (C\.+ bt + ti4
) + ZO Jp ~ (5. 4)

10' oJ t: ut

Ramena se promítají do neoznačených zakroužkovaných bodó; ohybová čára je
lomená vlivem krutu v ramenech. Např. zkrouceni druháho ramene vzniká
účinkem momentu ('Ri2.·)(tA.-+ ti) ; pro zkrut dostaneme

Tím vzniká relativní posuv podpory A vzhledem ke klikovému čepu v pod
poře B o velikosti ~'Y" ta·-t-b). To věak je první člen na pravé straně

rovnice (5.4). Obdobně odvodíme i druhý člen, který odpovídá zkroucení
prvního ramene momentem (12.J2.) .. Otl ~ Tfetí člen značí krut ojničního čepu.

Reakci R vypočteme z deformační podmínky

~ím je dáno i ohybové namáhání hřídele, ačkoli jsme hřídel zatiž1li pouze
krouticím momentem. Nelze tedy o čistém krutu v"Obec hovořit.

U řadových motorO jsou klikové hřídele mnohokrát staticky neurčitě

ulo!eny. Výpočet reakci a namáhání hřídele. je slo!itou pros~orovou úlohou.
Výsledky jsou iluzorní, nebereme-li v úvahu poddajnost, nesouosost a vOle
v ložiskách~ 'Proto se v praxi posuzuje namáhání klikového hřídele jen po
dle jedné, nejvíce zatížené kliky, 'o které se předpokládá, že je uložena
staticky určitě na nejbližších ložiskách; vliv vzdálenějěích podpor se
z~nedbává. Zatížení kliky představuje časově proměnná síla na.ojničním

čepu, která má radiální a obvodovou složku) a krouticí moment přenáěený

danou klikou z ostatních částí klikového h~ídele. Setrvačné síly se zpra
vidla počítají za předpokladu rovnoměrné rotace hřídele; torzní kmitání,
které se často vyskytuje II hřídel~ řadových motorO, se počítá zvláši a
superponuje se. Účinky torzního kmitání se však mohou projevit vlivem sta
ticky neurčitého uložení hřídele a vlivem členitosti klikového mechanismu
mnohem složitěji než se na první pohled zdá.-) Ke statická neurčitosti
hříde·le se přihliží jen výjimečně. Často postačí, uvažujeme-l i pouze tf'i
sousední ložiska a vliv ostatních zanedbáme. Podrobnější výpočet má smysl
jen tehdy, známe-li dostatečně p~esně podminky skutečného uloleni h~ídele.

*) Viz autordv článek v časopise Strojírenství, sv. ! (1954), č. 3,
s. 163 - 170.
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V této kapitole jsme ukázali slolitost namáhání staticky neurč1těulo

!ených klikových h~ídelO, která vzniká 1 při jednoduchém zatížení.
Vysvětlili jsme zdánlivě paradoxní vznik ohybového namáhání klikového
h~ídele zatíženého pouze krouticím momentem. Účinky torzního' namáhání
jsou proto u klikových hřídelO mnohem slolitějAí než u hladk.ých h~íde

10. Kroucením se obecně vyvodí i ohybové namáhání, při němž vznikají
nenulové reakce v ložiskách.

6. ÚLUDl()STI CASTIQLIAR)VY V!TY

F

z

Obr. 20

x. .--....

Probereme p~íp8d vetknutého nosníku obdélní
kového prOřezu h ~ b a zatíženého na konoi silou

F (obr. 20). Platí-li Bernoull iho- Nav ierova
hypotéza, vyjde prOhyb na konci nosníku, jak
známo

(6.1)

F

\, \
\ , \. ,
, \ \

\ \ \ \
\ ,\ \
\ \ \ \, \' \

\ \ ,\
\\ .

\ \" 3
\ ,\
\ \\ 2
\ \
\ \

\ \

\ ~ 1

Obr. 21

Vzorec (6.1) se odvodí tak, že se přihlíží pouze.
k ohybovým deformacím nosníku a vliv smyku pOso
beného posouvající silou F se zanedbává.
Předpokládá se, že prOřezy zOstávají rovinné,
vzájemně se natáč~j:!, ale neposouvají se (obr. 21).
Jak roste ohybový m~ment, tak se zvětěuje 1'k~i

vost nosníku, takže středy k~ivost1 1; 2, 3 se
k nosníku přibl1tují.

Ve skutečnosti nejde o čistý ohyb, tak~e

v pr~~ezu vznikají také smyková napětí. Z rovnic
rovnováhy lze jejich velikost p~ibližně odvodit,
přijme-li se pře~poklad, že rozdělení normálových
napětí v prO~ezu se účinkem smyku nezmění.

Dostaneme pak tyto vztahy:

~o -
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~.
F

Obr. 22

dx

Rovnice (6.2) a (6.3) popisují prdběh<ohyboveho

a smykováho napětí v nosní·ku zn'zorněnémna)()br.

20. Účinkem smyku vznik' z:l'ejmězborcenípr~f'ezO

podle obr. 22. Je u věech pr'O.i"ezOstejné,ts.kie
dálka podélných vláken se tímto ······zborcentm neMění·.

To platí, pokud je posouvající síla···konstsntní
a posuvy jsou ~alé. V neutrál.níosepllsobi/smyko
vé napětí

Podle obr. 2,3 vznikne na elementu o délce ~X

relativní posuv ?t o{.~ = ~o dx / G • Zvětšení prO-
hybu účinkem smykových nap~tí ~~ proto vyjde

Celkový pr~hyb ~ude

(6.4)

. ~ 3 '. ~

r- ~ C t-:t· 3 E h-
b -:: O, + Di -= - I 1 ·t - - -)

.0 3'EJ \. B Q e"-- · (6.6)

Probl~m mOžeme f'eě1t také jinak. Vypočteme celkovou energ1inapjatos
ti v nosníku *)

v = 1 (' ~a.rI\J + 1 J' (1-'1....JVtE j ~ ~v 1G L ~ ~

S pou~itím rovnic (6.2) a (6.3) vypočteme, že

b t. h /'1. be (h11
.U =1E. ~ clx J G'1.(x,~)d~ t ?G J 1;'''(~)d~ -.;

)l.:O l,.c-h/'L ~'::""'''''1

(6.8)

Uvážíme-li, že J := bh3i11 , mOžeme poslední vztah napsat ve tvaru

(6. 9)

*) V lineární elasticitě se tato energie rovná deformační energii, je však vyjádřena

jako funkce silových (a nikoli defornlačních) veličin.
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Podle Castiglianovy věty je posuv pOsobiště síly

_ I~V Ft 3 3 E ht

&' - 'bF ':o J Ej (1 -I- 10 T 7f ) . (6.10)

I

Porovnáme-li tento výsledek s rovnicí (6.6) vidíme, !e se druhý člen v zá-
vorce liší. Vliv posouvající síly vyjád~ený druhým členem v rovnici (6.6)
bude v po~ěru 10 : 8 větší ne! podle rovnice (6.10). Jak je to mo~né?

Vždyt pokaždé jsme použili stejného vztahu (6.3) pro výpočet smykových
napětí.

Rozdíl posuvO vypočter4ch podle obou vzorcO je

Protože posuv S je dán parciá+n:( derivac:( energie napjatosti U podle
sily F ,odpovídá hodnotě tlD příro.stek deformační práce

AU (6.12)

Obr. 24

o tuto hodnotu by měla být práce U podle

(6.9) větší, abychom dostali její derivací pr~

hyb (6.6). Ukážeme, jak to' souvisí a deťormací

nosníku v místě vetknutí (obr. 24).

Deplanaci pr~řezu popisuje funkce 'l{ (1.) •

Záporný zkos se bude rovnat derivaci této funkce

(až na konstantu C), takže

'\1 - 3 + r' -= _t"'(i:). (6.13)
... , - cll \w (7

(6.14)

K tomuto závěru dojdeme, když si připomeneme definici zkosu jako změny

. pravého úhlu a geometrický význam první derivace jako směrnice tečny k .čá

- ře '\((2) • Přitom uváží~l že konstantnímu zkosu odpovídá lineární pro.běh

''{, (~) , tedy otočení průřezu nosníku jako tuhého celku. Bude

3F .~. )
1(. 2 - 2(; h b (l - 3\11. č3

t C2 + C1

Protože 'lf lol .. O , musí být ~";O. Dále požadujeme, aby ~1l \= O
(obr. 24). Proto C =- 1 a i 2-=0
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(6.15)

P~i zatěžováni nosníku se pr~řez v místě vetknutí postupně bortí podle
této rovnice a ohybové napětí <;'0 (x.:.l, c) dává elementárni síly ekviva
lentní reakčnímu momentu FL . Tyto ~íly spot~ebují práci

-t r\1/2. Gft JI\ hk .
Ui :: i j 0.>0 l2lt) 'l{.L:) b ch: ~ h'; l'1l l i!;)da:

-hl1. • hlt.

(6.16)
ť~--- .
G-bh

~'2 F1.1, rhll

:: Gb h" J 2
4
d ! ... :c

-hll

Jedna polovina před integrálem na pravé straně (6.16) je proto, že posuvy
1(, (~1 naro.s·tají úměrně s ohybovým napětím <?o (se silou F ). takže

element-érní práce je dána součinem výsledného posuvu "'ť lt) a prOměrné

(tedy polov1n'j konečné) hodnoty elementární síly ()"l.t,l)bá! . Práci U1
musí dodat síla F navíc proti pOvodnímu předpokladu, nebot v rovnici
(6.7) se s touto prací nepočítalo. O hodnotu U1 je třeba zvětšit hodno
tu U t abychom dostali' skutečně celou .energii akumulovanou v nosníku po
dle naěeho deformačního modelu na obr. 24. Opravdu platí t že

(6.1 7)

To plyne ze srovnání rovnic (6.12) a (6.16). Tím je zdánlivý paradox vy
světlen. Správný vzorec pro prOhyb je tedy (6.6).

x

Obr. 25 y

Obr. 26

~vedeme dále výpočet kloubově uloženého rámu zatíženého silovou dvo
jicí podle obr. 25. Ohybová t·uhost E:l = konst.S1oŽky reakce _ve spod-
ním ~l~ubu označíme X t Y (obr. 26). Ve ·svislém ramenu dostaneme ohy-
bov! moment
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(6.18)

a ve vodorovném

(6.19)

Budeme přihlížet pouze k ohybu, vliv stlačení či roztažení prutu a vliv
posunutí prů~ez~ posouvající silou zanedbáme. Protože kloub se ve skuteč

nosti neposune, musí být podle Castiglianovy věty

(6.20)

(6.21)

Přitom Ll značí celkovou energii napjatosti uloženou v rámu, která pří

sluší oh~bovým napětím. Zřejmě

A (o., ((,I, "
U -: ~EJ l. oj Ml-ty) cllj';' J Mi (x) dx.] ""

: ~EJ l d!l (4X1. t 3 X'( 10 Yl ) - :kt2 tio ( 2X+Y)'t :; tAM~ 1·
Proto platí podle (6.20) tyto deformační podmínky:

odtud

8aX + 3aY ~ G Mti
I

:) a X + 2.o~ '( -= 3 Mt ·
(6.22)

3
X -= T

Mo
a.

Me
(6.23)

Toto řešení však nevyhovuje momentové podmínce rovnováhy

(6.24)

Jak je to možné?

Chyba vznikla tím, že máme dvě deformační podmínky (6.20), ačkoli

úloha je jen jednou staticky neurčitá. Má-li platit r~vnice rovnováhy
(6.24), není Y nezávislá veličina, ale je

'( = ~ Mo - X =f (X)

a místo rovnic (6.20) má být jediná rovnice
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(6.26)

Kromě rovnice (6.24), která musí být samozřejmě splněna,· bude platit už
jen jedna deformační podmínka (6.26). Ta dává

(6.27)

Správný výsledek je řeěením rovnic (6.24) a (6.27) a je

(6.28)

Předpisem deformačních podmínek (6.20) jsme dosáhli nevědomky toho, že
f'e§eni (6.23) odpovídá případu znázorněnému na obr. 27 t který se liší od

zadání na obr. 25 vetknutím na horním· konci rámu.

a

Obr. 27

F

Obr. 28

Jako dalš~ příklad probereme výpočet prodloužení svazku tři vláken,_
pro která platí nelineární zákon (obr. 28)

(6.29)

Obr. 29 .

Je-li trv:. 1 , dostáváme HookeOv zákon, tj. lineár
ní vztah mezi tahovým napětím a poměrným prodlouže

ním vlákna. Bude platit podminka rovnováhy sil

C6.30)

a deformační podmínka (obr. 29)

Při zatížení se uzel A posune do polohy A' .•
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Protože

( A = prO-řez) t (6.32)

bude

a prodloužení prvního vlákna vyjde

Obdobně

Deformační podminka (6.31) proto dává vztah

~+Ih,
Z rovnic (6.30) a (6.36) vyjde (s označením mv = --;yv- )

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

f
~ ';:' - . ,

1.+ I).. tOj 1M,oL

'F ~~'-1C(,

1 + 1. C01~oL
(6.37)

Posuv společného uzlu bude podle (6.34)

(6.38)

Kdybychom jej chtěli počítat podle Castiglianovy věty, vypočetl'i bychom
energii napjatosti

(6. 39)

První integrál dává
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'Y\,~---
tr'~+1

p~+1

l EA)lY\I
(6.40)

Prot.ože první vlákno přenáěí pouze sílu 1> , musí být

(6.41)

To je· však hodnota 'Yv -krátvětěí než podle (6.34). Kde je chyba?

Poněvadž jde o nelineárně pru~ný materiál, musíme použít komplemen

tární energii napjatosti

(6.42)

U lineárně pružnáho tělesa- je· U-l": U
rovnost neplatí. První integrál dává

není-li však ~ -:.1 , tak tato

Pak skutečně platí, že

(6.43)

(6.44)

Obr. 30

a staticky neurčitá síla ? je taková, že minimalizuje komplementární
energii napjatosti ··U W- podle (6.42).

Další úloha se týká polonekonečného pru
tu na rovnó podložce podle obr. 30, který
zdviháme na jeho kone i malou silou 'F •
Ptáme se, jaký bude zdvih 5 t je-li tíha

připadající na jednotku délky nosníku ~ a
ohybová tuhost EJ .

Prut odlehne do 'vzdálenosti t ,kterou
určíme z podmínky, že Mtx: tl ... 9 (dál má
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nosník nulovou křivost,a tedy i nulový ohybový moment). Protože'

M('t) : F)( - ~ llx.l.

bude F,t - ~ qX2. =0 a odtud

'1.F{,.::;_.
<l.

Energie napjatosti je

rf, H2o
U = oj tE:J dx -=

(6.45)

(6.46)

Dosad:íme-li sem z rovnice (6.46) CL =: 'l.F/e, dostaneme

. , ~ Ft.,tol

U ~ Go EJ ·

Zdvih S nyni vypočteme pomoci Castiglianovy věty. Vyjde

(6.47)

(6.48)

Tento výsledek je falešný. Zapomněli jsme, že délka i je závislá na
sile F , takže správně mělo být

~ cU 'CV ~e
() -= ':F + ~l . 1F '=

~ Fl~

-== 60 EJ ;:
Flf

---'"
q3EJ

(6.50)

Týž výsledek bychom dostali, l~dybychom' z rovnice (6.47) vyloučili E •
Dosadili bychom podle (6.46) a vyšlo by

(6.51)
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Potom

(6. 52 )

co~ je výsledek shodný se vzorce~ (6.50).

Kdybychom nechtěli použít Castiglianovy· věty, mohli bychom si před

stavit, že nosník je v řezu x= t vetknutý. Ze známých vzorc-o. pro vetknu...
tý nosník bychom vypočetli

(6.53)

To však znamená, ~e jsme mohli derivovat vztah (6.47) parciálně podle F
(při L = konat) a dostali bychom totéž. Jak je možné, že bychom v tomto
případě nemuseli derivovat U jako složenou funkci U[ F,l{F)] ? Je to
tím, že v tomto případě řešíme lineární úlohu o nosníku vetknutém ve vzdá
lenosti, 'která je předem známa.

V této kapitole jsme se p~esvědčili, že Castiglianova věta je velmi
účinným matematickým nástrojem, ale nebezpečným v rukou nezkušeného
výpočtáře. Je-li materiál.nelineárně pružný, je nutné rozliěovat

obyčejnou (fyzikální) energii napjatosti od komplementární (fiktivní)
energie napjatosti. Dále je třeba dbát o správné určení stupně sta
tické neurčitosti. Do výpočtu musíme zahrnout skutečně věechnu defor
mační p~áci. Neplatí-li pro danou soustavu zákon superpozice, je tře

ba zvláAtní opatrnosti.

7. PROBLEM.'lTICKÉ OKBAJOVÉ PODMíNKY

Chceme počítat napjatost v závěsném oku táhla podle obr. 31. Rozhod
neme se, že budeme f'ešit pOlkružnicový křivý prut nad řezem A-A zatíže
ný v rovině soum~rnosti silou F .' Nabízí se představa, že prut je v ře

zu A-A vetknutý (obr. 32). Uloženi prutu v rovině A-A však nebude
absolutně tuhé. Uvolníme-li úplně vazbu v této rovině (až na normálovou
sílu), dostaneme. případ podle obr. 33. Zdá se, že. jsme nyní tuto vazbu
uvolnili nadměrně.

Jiná možnost je považovat prut. za kloubově podep~ený (obr. 34). Jde
o určitý kompromis, p~i němž uvolňujeme na konci prutu jen jeden stupeň

volnosti. Jiným kompromisem by mohlo být, kdybychom považovali konce pru
tu za posuvná, ale bez možnosti otočení (obr. 35).
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A

Obr. 31

A

A

.
I

Obr. 34

Obr. 32

F

B

Obr. 35

j.

Obr. 33

Výsledky, které dostaneme, se navzájem podstatně liěí, jak plyne ze
srovnáni výs1edkO odvozených z teorie tenkých křivých prutO pro tyto tti
případy - viz tab. 1. Te orie tlustých prutO by dala kvalitativně stejné
výsledky a neoudeme je p~oto uvádět.

Tab. 1

Obr. MA M~

32 -0,1106 fr -0,1515 F.,

33 ° -o, 5000 Fr
34 O -0,1817 Fv-

35 0,1817 Fr -0,3183 . f"r

Rozdíly jsou zásadní t u momentu HA se dokonce mění znaménko. Jakou
idealizaci tedy vybrat? Nejlépe žádnou a řeěit. napjatost v oku bud experi
mentálně (např. fotoelasticimetricky) nebo metodou konečných prvkň s u~i

tím teorie rovinné pru~nosti. P~itom je tfeba pamatovat i na to, te napja
tost bude značně záviset na vOli mezi čepem a okem a to· zvláště, je-li
tato v~le malá. O tomto problému bylo již napsáno' hodně literatury a ne
budeme se jím podrobněji zabývat. Chtěli jsme jen ukázat, že zpOsob idea
lizace mOže zásadně ovlivnit výsledek výpočtu.;
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Závisí-li výsledek výpočtu podstatně na volbě okrajových podmínek a
nevyplývají-li okrajové podmínky dostatečně přesně z fyzikální sku

tečnosti, je třeba brát výpočty založené na subjektivně podmíněné

idealizaci s reze~vouo

8. VZPĚR HUSTĚ VINUTÝCH ŠROUBOVITÝCH PRUŽIN

Hustě vinutou šroubovitou válcovou pružinu z drátu cjJci. , s polomě

rem vinuti Tas počtem MI závlto. připa9-ajícím na délku t nahra
díme elasticky ekvivalentním válcem s ohybovou tuhostí B a s tuhostí
ve smyku C. •

Obr. 36 Obr. 37

Při namáhání čistým ohybem se moment M přenáší do jednoho závitu
podle obr" 36. V řezu určeném úhlem lf bude p\isobit ohybový moment Mó
a krouticí moment M" (obr. 37)

Mo = MC01lf

M~ M11~"" 4' · (8.1 )
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,
Protože pro kruhový prOřez máme

(8.3)

(8.4 )

a dále E. ~ 1(11Jt) (7 (f je Poissonovo číslo)1l vyjde z rovnice (8.2)

, 32M~
V, ~ Edit (1.1"fo) ·

Pro ekvivalentní ohybovou tuhost B
otočení prOřezO vzdálených o Lim,

Odtud

musí platit podmínka' rovnosti úhlO
u náhradního prutu a U pružiny, takž~

(8.5)

B :: (8.6)

Je-li pružina ohýbána ve stlačeném nebo roztaže
ném stavu, odpovídá t skutečné délce pružiny

v tomto stavu.

Pro případ smyku platí obr. 38. Ohybový mo
ment v řezu daném úhlem lf je

(8. 7)

Drát pružiny přitom není zkrucován. Energie napja
tosti proto bude

Obr. 38 _1. ~

'jl;' r~

1E1 ( 8.8)

S využitím první z rovnic (8.3) vyjde

(8. 9)

Ekvivalence smykových deformac<í se vyjádři rovnicí

( 8.10)
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odkud

( 8.11)

T8ká 'zdese délka ť vztahuje k deformované pružině.

F

x

F

~Tím jsme vyf'eěl11 první část úlohy. Nyní stačí řeě1t v~pěr náhradního
prutu, který má - na rozdíl od obvyklých pf'ípado. ětíhlý~h pruto. -

relat1vM malou tuhost ve smy
ku' C • Musíme tedy přihlédnout
1 k~ smykové deformac i. P1"Ohyb
W vzpěry se proto bude skládat

z hodnoty ~~ vyplývající
z čistě ohybové deformace a .
z p:fírO.stku WIJ. vlivem smyku
(obr. 39). Bude platit,že

(6.12)

~Obr •. 39
Zderlvujeme~li tento vztah,
budeme moci dosadit podle
definice smykové tuhosti e

..,..
d,W~ : +d,x. /

(8.13 )

tak!e vyjde

r
_to

C
(8.14 )

Zde 'T je posouvající sila v pro.ře zu.

(8.16)
aw dW1 F aw
--=--t---'d)(. Clx C dx.'

Proto podlerovnlce (8.14)

Uvá!ime-li rovnováhu uvolněné části po
dle obr. 40 dojdeme k závěru, že

dw
T : F,6tt1N l~1 ..:... ::- - •, 'e!x

Obr. 40

F

Mo F
...........~----f-+YJ---7

N ::'
T .
'x

(8.17)

Jeliko! 'd"w1 Idx.1,:: - Mo/'1~ a zároveň lvic=. Fvv ,
vyj~e po další derivaci z rovnice (8.16)

dtw p ~ d~.w

d){~ '" - B W T C c{)<.1- .
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Dostáváme tak problám vlastních hodnot.

s okrajovými podmínkami

( 8.18)

WlO} :a O; wtt) :: O.
( 8.19)

Pf'edpokládáme-li řešení splňujíci nulovou podmínku ve tvaru

dostaneme z rovnice (8.18)

( 8.20)

( 8.21)

Má-li být splněna i druhá okrajová podmínka, musí být Ál cel1~tvým ná-
sobkem čísla 1(; • Nejmen§i nenulová vlastní hodnota dává A,::: 1tli a odtud

(8.22 )

Označíme-li Q Eulerovu kritickou silu, která přísluší bezsD1.ykovému
ohybu (pro C. -+\X) ), bude

(8.23) .

a z rovnice (8.22) vyjde podmínka pro kritickou silu

Odtud

(8.24 )

-1 .+ Q.' C
(8.25)

T

· T

-
Hezký a jednoduchý výsledek, jenomže je chybný. Chybná. je rovnice (8.15).

MUsíme si totiž uvědomit, že účinkem smyku se úhel
pr~~ezO nezměnio Kdyby byl~ posouvajíci sila konstantní,
vznikla by účinkem pouhého s~vku daformace znázorněná

na obr. 41. Pro v~tší názornost jsou závity kresleny
hustě. Jde o abstrakci, nebot čistý smyk nenniže v prutu
existovat, je vždy provázen ohybem. NemOže být to~iž

Obr. 41
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T('i) *' o a zároveň M(x) '$00 • Čtenář' už jistě pochopil, v čem spočívá

chyba 0- nemd!e plátit t !e lf : cJ.w Id.x. t musí být tf 0= d.W'l' d.x • S chybou
tohoto druhu se setkáváme ve starší odborné literatuře často. Teprve

. ~)
Haringxova práce učinila v této otázce jasno~

Správně mělo místo (8.16) být

(8.26 )

Po derivaci ~ dosazení c(tW1 / ci'.(1.r: - Fw 'B vyjde diferenciální rovnice

(8.27)

která' se liší od rovnice (8.18). Pro řešení (8.20) odtud dostaneme

,. F ( F .
Jv'" -= B 1 01'" T) (8.28)

a pro .,l-::. :rcI' s pf'ihlédnutím k rovnici (8.2)

J F)Q, ': F l1 ,t c (8.29)

(8.31)

(8.30)

Je-l i (, ~ ,00 t bude možno výraz .~ 1t t:
nahradit (1 +1. e.) pro E '= 4&/C«1 • Pak

~ ~ 11 Cl 1 lQ) (\
{= T - T1·,..c '::::&,

Odtud

0,5

F-Q.

1

V limitě tedy dostaneme Eulerovu vzpěrnou

silu Q. , což odpovídá definici této síly.2Q
C

1

Obr. 42

o
Rozdíl mezi vzorci (8.25) a (8.30)

je zřejmý z obr. 42. V něm jsme na osu po

řadnic vynesli poměr kritické síly F
k Eulerově síle bl a na osu líseček Eulerovu sílu Q dělenou tuhostí

ve smyku C (obě tyto . vel ičin.v mají týž fyzikální rozměr).

K) J. A. HARINGX: On the buckling and the lateral rigidity of halica1"

compression spr1ngs. - "Proc. Need. Akad. Wet ... 55 (1942), s. 533 a 650.
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In!enýreká nauka o pru!nosti tiles vychází z některých zjednoduěení,

jejichž p~íkladem je Bernoulllho-Navle~ovahypotéza pro n~8níky namá
haná ohybem. P~i zobecňování teorie pro slolitější úlohy mohou vznik
nout snadno chyby, které p:fehládne i zkuAený řešitel. Jde o chyby,
kterými 8e 'liší idealizovaný fyzikální model od kpnečného matematic- .,
kého modelu. V probraném p~ípadě šlo o to, le p~i uvalování ,smyku
pOsobeného posouvající silou ne~rochází spojnice středd prd~ezd kolmo
k pr~~ezdm, jak p~edpokládá zmíněná hypotéza platná pro bezsmykový
ohyb.

9. OHYB TENKÍCH DESEK

Kirdhhoffova teorie ohybu tenkých desek je známou inženýrskou teorií
založenou na několika zjednodušujících předpokladech. Zvolíme-li souřadné

osy ~ ,y· ve střední ploše desky, předpokládá se, že ~f je zanedba-
telné a že je zanedbatelný zkos p~sobený smykovým napětím 'L!X 8 f!y
dále se předpokládá, že normály ke st~ední ploše se nezakf'ivují 8 zo.stá
vají i po deformaci kolmé k ohybové ploše. Těmito předpoklady se převádí

prostorová úloha z teorie pru!nosti na rovinný problém se dvěma nezávisle
proměnnými.)(, ,y

Tato teorie desek je obecně známá a je podrobně vykládána v dostup
ných učebnicích a monografiích. Nebudeme se jí proto v podrobnostech za
bývat. Strojní inžený~i zpravidla nejlépe znají teorii rotačně souměrných

desek a běžně užívají vzorcO tam odvozených. Teorie tenkých· rotačně sou
měrných dese,k je totiž ještě jednodušší, obsahuje jen jednu nezávisle pro
měnnou,a to poloměr. Setk~jí-li se s případy desek jiných tvarO, pak si
vyhledají potřebné vzorce v p~íručkách nebo - jde-li o orientační výpočet 
nahradí. skutečnou desku jinou~ rotačně souměrnou, vepsanou do zkouman~

oblasti. Výsledky jejich výpočtO se pak mohou lišit od skutečnosti zejména
ze dvou do.vodd. Prvním je vliv membránové J..1apjat~sti, která zpOsobuje, že
tuhost tenkých desek je vždy poněkud větěí než vyjde z Kirchhoffovy teorie
(rozdíl se zvětšuje s rostoucím prdhybem). Druhým je kvalitativní rozdíl
mezi deskou s lomenou 8 hladkou kruh~ou hranicí.

Abychom prozkoumali vliv membránové napja
tosti, probereme případ vetknuté kruhové desky,
rovnoměrně zatížené podle obr. 43. Pro ohyb ta
kové desky plati podle Kirchhoffovy teorie,di
ferenciálni rovnice

- 43 -
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(9.1 )~(.L~(YUl\) =_1l~ ,
d.r \. r dr , '. 1J)

kde lf ~ -d.W Idr W je prohyb desky, 1). Eh3/1Q(1- f1..) její ohybová
tuhost. Dvojí integ1'8Cídostaneme rovnici

1. . ~;'-C<ya·t(_·
2. l' 2- r

Okrajová podmínky .. jsou

(9.2 )

lf(O) -= O ,

Odtud

(9.4 )

a konečně

~r .
tO - _,.I_ ( ·L. 1.)
1 ~.16{) a -r ·

Protole dw: - 'Pelr a W(o.) : O ,vyjde dalěí integrací pro.hyb

. ·w : --Í- (0..1.- r1.) 'l.
64 b ·

(9.6)

Tyto výsledky jsou familiárně známé a platí pro desku ohybově tuhou, jež
není schopD.$ pf-enáěet membránov~ napěti. Taková
deska ve skutečnosti neexistuje. Obl's-lme proto
úlohu 8 ptejme se, j~ký by byl prdhyb desky, kdyby

. měla pouze membránovou tuhost a její ohybová tu
host by vymizela (to odpovídá desce "nekonečně

tenké"). Lzep~edpokládat, že by se deska p~etvo

~ila p~ibližně do tvaru kulového vrchlíkup polo
měru ~ • Pravoúhlý element této membrány je ne-

O'" kreslen na obr. 44.~) Svislá síla 1'(0 ci'fc f'cl.lf
by byla v rovnováze 8 výslednicemi sil C5'h.~dlf
pop~. G' h.~a'l' po.sobícími po stranách elementu~

tak!e
Obr. 44

~) Desku těchto vlastností budeme nap~íětě nazývat membránou.
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odtud vyjde křivost membrány

(9.8)

Je-li prdhyb malý a '<kulový vrchlík mělký, je křivost dána zápornou dru

hou derivací prdhybu, takže

Integrací s okrajovými podmínkami

vyjde

W(a.) =O

(9. 9)

( 9.10)

W 'Cl

Nyní ještě musíme apl~kovat 'Hooke~v zákon, abychom mohli z rovnice (9.11)
vyloučit dosud neznámé napětí (O • Protožeradiálni úsečka o délce (.."\, \
se přetvoří do délky

( 9.12)

bude poměrn~ prodlouženi

Z rovnice (9.11)

tak!e

ctw-ar ":10 -

( 9.13)

( 9.14)
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Z Hookeova zákona pro rovinnou napjat~st plyne (srovneje obr. 44)

E
---6',
~- ~

Z posledních, dvou rovnic dostaneme

- !pta?
~~ .: -=-- ,
" 4-fl- !lit h'1- ,

(9.16)

( 9.1'7)

Označime-li prOhyb uprost~ed membrány Ó , bude podle (9.11)

( 9.18)

Umocníme na t:fetí a vyloučíme ~3 s použitím (9.17). Vyjde po úpravě

( 9.19)

Závislost největšího pr'Ohybu na tlaku je tedy nelineární.

Srovnejme oba případy. Pro ohybově prulnou desku ulijeme index 1, pro
membránu 2. Podle (9.6) a (9.19) bude

= 3(/1-p.'&.) .
16 ( 9.20)

( 9.21)

Ve skutečnosti bude deska podléhat ohybovým 1 membránovým deformacím zá
roveň. Bude tedy Si ~ ·61 a 1'1 + r1.:' l' . Odtud

( 9.22)

Pro prOhyb desky tak dostaneme kubickou rovnici

( 9.23)
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Obr. 45

o 5

Rovnice (9.23) byla 'odvozena z velmi zjednodušené
úvahy (skutečný tvar próhybové~plochy se nepodobá
kulovému vrchlíku), ale neodporuje přílišexperi

mentálním výsledkOm a dáv~ názor na úlohu membrá
nových napětí v teorii desek. Vynecháme-li druhý
člen na levé straně (9.23) ,. do~taneme hodnotu Ó
s lineární závislos,tí na tlaku' -p, • Srov'nání
obou připadO poskytuje schéma na obr. 45.
Lineární prOběh, který odpovídá Kirchhoffově

teorii, je nakreslen čárkovaně. ~) .

V naši úvaze jsme předpokládali, že deska je
vetknutá bez možnosti radiálního posuvu. Není-li tomu tak, vzni~á radiál~

.ni· posuv a v obvodovém směru pak 'p~sobí na obvodu desky tlakové membráno
vé napětí. Při větších p.r~hybech tenkých desek m'O.že toto napětí přestou

pit mez stability a zpfisobit obvodové .zvlnění desky. Je třeba ještě pozna
mena~, že podmínka dokonal~ho vetknuti membrány je v rozporu s předpokla

dem homogenní napjatosti C'r' = "-t = c; = konat podle' obr. 44. Dokonalé
vetknutí totiž nedovoluje obvodové roztažení, které provází takovounapja
t,ost ve shodě s rovnicí' (9.16). Tuto nepřesnost pomíjíme, nebot celá úvaha
je jen přibližná.

Nyní ještě upozorníme na zvláštní paradox.
Je známo, že dé1~u kružnice lze vypočítat jako
limitu délky obvodu pravidelného mnohoúhelníku,
zvětšujeme-li poče~ jeho stran bez omezení.
Nabízí se možnost považovat kruhovou desku za

mezní případ mnohoúhelníkové desky (obr. 46).
Budou-li okraje desky kloubově podepřené, ne
dostaneme v limitním případě kloubově podepře-'

nou kruhovou desku, ale spíše desku vetknutou.
V limitě totiž z~stávají úsečky AS, BC různo

běžné, přestože spolu svírají nekonečně malý
úhel)a určují tečnou rovinu ABC k ohybové
ploše, která splývá s prO-metnou na obr. 46
(se střední rovinou nedeťormované deskj')"
To odpovidá podmínkám vetknutí a nikoli kloubového

Obr. 46

podep~ení. Mezi tímto

~) P~esnějši metody výpočtu najde čtená~ nap~. v monografii TlMOSHENKO,
S. - WOINQWSKY-KRIEGER, S.: Theory of pl~tes snd sbe11a, McGraw-Hill,
New York 1959. (Ruský překlad: Plastinki 1 obločki, Nauka, Moskva 1966).
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(9.24 )

limitním připadem mnohoúhelníkové desky a kruhovou deskou je tedy kvali
tativní rozdíl.

Označíme-li ex úhel stran polygonu, který tvoří hranici desky a

zavedeme-li v některém vrcholu polygonu polárni souřadnice r ,tf tak,
aby deska byla kloubově podepřena na stranách tť:: O resp·. \fi::: c:J.., ,je
pr~hybová plocha v okoli tohoto vrcholu popsána rovnicí

W-= Ci. y k ..11M, ( ky) I

kde lL :. ltjc:J.- • Je-li úhel (){ tupý, je 1 <.. k '-<2. Pak UW/'Vy = O
pro'f -+ O t O~ lf ~ ()(.. Zavedeme-li pravoúhlou soustavu )( '':! tak,
že osa .i( splývá s přímkou tf:: O , dostaneme křivosti desky (druhé. par-

ciální derivace) v okolí vrcholu

I k ( k-1.. r
VV)"'J -:=. - o. t - 1) 'r .4t~ L. Lf ( '2.- t )} )

W yy = O~ k. (k- ~)rk-~ All\-1. I lf (1- k)] ,

Pro r..::a C jsou tyto křivosti nekonečné, je-li l.(' l- O • Pro tf: O jsou
nulové. To znamená, že v rohu desky '(',. O nejsou křivosti definovány. *)

Poznámka

Ukázali jsme, že membránová napětí II tenkýc'h desek způsobuji relativ
ní zvýšení tuhosti desek ve srovnáni s Kirchhoffovou teorii. K obdobnému,
avšak opačnému jevu dochází při ohybu tenkostěnných křivých trub. Vlivem

zploštění průřezu se několikrát zmenší ohybová tuhost ve srovnáni's vý
počtem podle Bernoulliho-Navierovy teorie ohybu. Jde-li o trubku s polo

měrem středn~ce R ,která má kruh·ový prliřez o poloměru 'f a tlouštku
stěny h ,postačí podle Theodora von KÁRW.ÁNA nahradit ohybovou tuhost
EJ ; E~ Ji r'\ h hodnotou 3{i[)

*) V odborné literatuře bývá citován chybný Marcus~v; d~kaz, že tyto kři
vosti jsou nulové [MARCUS, H.: Die Theor1e elastischer Gewebeo

2. vyd., Springer-Verlag, Berlín 1932, str. 46]. Poznámky k tomu viz

též ROSSOW, M. P., "Journal af Applied Mechanice", sv. 45 ·(Sept. 1978),
s. 689 - 6 SO (Brief Notes).

ft) Zeitschri:ft des Vereines Deutscher Ingenieure sv. 55 (1911), s. 1889.
O tenkostěnných trubkách obdélníkového prOřezu pojednal Š. TI~ŠENKO

v čas. Trans. A8ME sv. 45 (192), s. 135. Viz též překlad jeho knihy
"Pružnost a pevnost", dil II, Techn. věd. vyd. t Praha 1951.
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1)
1 1"' ~'lK

:.= 'E1 1\O+,1 '1.;\,1-

kde

hR.
A, -::. r'la

Z těchto vzta.ho. je zřejmé, že 'E] /10< B ~ EJ. Vigness dokázal, že
stejný vzorec (9G26) plati nejen při ohybu v rovině střednice, ale i p~i

ohybu v kolmém směru. *) Vzorec byl odvozen za předpokladu, že křivost
střednice a ohybový moment jsou konstantni nebo se mění jen zvolna.

V této kapitole jsme poukázali na úlohu membránovýcH napět:ív teorii
desek. Způsobuje, že tuhost desky je ve skutečnosti o něco větší než
kolik vychází z Kirchhoffovy teorie. Rozdíl se zvětšuje, je-li prOhyb
desky větší. Závislost prňhybu desky na jejím zatížení je proto mírně

nelineární. Dále jsme poukázali na rozdíl mezi deskami kloubově ulože
nými na hranici, je-li tato hranice hladká nebo lomená. Zminili jsme
se též o zmenšení ohybové tuhosti zploštěním pr~řezu při ohybu tenko
stěnných trubek.

10. NESPRÁVNÉ UŽITí PRINCIPU SUPERPOZICE

Jak známo plati zákon superpozice tehdy, je-li závislost deformací
na zatíženi lineární. Tak tomu nemusí být, je-li materiál nelineárně elas

tický nebo mění-li se vnitřní statické účinky se zatiženímo S tím jsme se
již setkali v ěesté kapitole.

Nyní probereme případ, kdy bude zdroj chyby méně nápadný~ Budeme po-
, čítat napětí, které vzniká, když se na pružný buben naviji pás tenkého
plechu pod stálým tahemo Ohybovou tuhost plechu zanedbáme. Necht má svi
tek okamžitý polo~ěr ~ ; poloměr bubnu je Cl (obr~ 47) o Je-li tahové
navijecí napětí G"::~. a tlouštka plechu b\p «~ , vznikne navinutím
jednoho závltu plechu radiální tlakové napětí - 0(;'" , které stlačuje

ostatní vrstvy ve svitku, o velikosti

*) HARTOG, J. Po Den: Advanced strength of materialso Me Graw-Hill,
New York 1952 Cl
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Obr o 47 Obre 48

Tento vzorec vyjde z podmínky rovnováhy elementu zakresleného na obr. 48.
Budeme nejprve předpokládat, že buben je absolutně tuhý. Svitek pak před

stavuje pružné těleso, jež je na poloměru r·: CL. neposuvně upevněno a na
poloměru 'r::. (.J zatiženo napětim DG'r . Protože v limitě bude <5~ -+ ciť,

bude bb~ velmi malá veličina. Napjatost, která vzniká jejím pósobenim
bude mít rovněž infinitesimální velikost. Proto radiálni i obvodové napě

tí ve svitku označíme jako diferenciály. Přechod k diferenciálům umožňuje

okolnost, že navijený plech je velmi tenký. Napěti Ci()-r~c{6t jsou pak dána
vztahy

l
= dA + J.8 rl. .

Podmínka nulového radiálního posuvu na poloměru r ': Cl vyžaduje, aby ob
vodové prodlbužení na tomto poloměru vymizelo

(10.3)

Dosazením ~ rovnice (10.2) dostaneme podmínku

Protože O~"(" ~ dGr I '
r:~

máme

-- 50 -
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Z obou posledních rovnic vypočteme ci 11 ,d'B

Dosadíme-li nyní ~6"y: - fe.o!eJ~ ' dostaneme po integraci v mezích Y<(V< h

_ (1 ~cf~
A - - ft (1+f') j ~'2.l1 tf-) +C\.1. ( -1-f-) =

-= - ~ ť~~ r~'!.(11-f'-) + a'l(-t-~)]~ =
(10.6)

b2. (11'ft) t CZ'L. ( 1 -~ )

r 1- ( 'I 1"fo ) .1- Cl.1. ( 1 ~fl')

Položime-li pro stručnost i). '= O , tj. budeme-li předpokládat, že vliv

Poissonova čísla není podstatný, vyjde

(10. 7)

a podobně

(10. 8)

Je-li tedy svite~ navinut až do poloměru ~.:. b , dostaneme napětí na
poloměru ·r (C\.( 'Y< b ) tak, že integrujeme rovnice (10.2) a využijeme

přitom (10~7) a (lO~8); respektujeme také počáteční navíjeeí napětí

(:'t(ť~r)::~. Vyjde

(10. 9)
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Vzorce (10.9) se uvádějí v literatuře jako Simpsovy /SIMPS, R. B. - PLACE,
J. A., "British Journal of Applied Physics", sv. 4 (1953), č. 7, s. 213 
216/. Ve skutečnosti je Simps a Plece neodvodili, ale převzali ,z učebnice

J. Caseho /CASE, J.: Strengt~ of materials, Arnold, London 1938/. Tam se
uvádí tento příklad k procvičeni principu superp?zice II rotačně souměrné

napjatosti.

Vzorce (10.9) se často cituji v literatuře věnované technologii.
Užívají se k výpočtu tlaku, kterým je zatížen bube'n válcovaci stolice.
Pro tento tlak vychází

(10.10)

Bohužel dává tento jednoduchý vzorec výsledky, které odporují experimen
t~m. Někteří autoři se jej proto snažili opravit. Přetlevším je třeba uvá
žit vliv pružnosti bubnu. Nebude-li 9uben tuhý, ale pružný, vznikne na
jeho povrchu účinkem tlaku r radiá1ni posuv AA.-= - 'pIc ,kde C je
konstanta vyjadřující tuhost bubnu. Zmenši-li se vnitřní poloměr svitku
z hodnoty. ~ na Cl"~ , zmenší se tlak Ph na hodnotu p . Z teorie
rotačně souměrné napjatosti dostaneme pro tento případ>deformačni podmín
ku (pro J).. = O)

Odtud dostaneme ttsprávnou" hodnotu tlaku 10 mezi svitkem á bubnem
i

(10.12)

Vzorec (10.12) je rovněž často citován v odborné literatuře.' Je-li
t -.. \X) , dostaneme ~p:= Jpb ., Je-li t<: ~ , je P< Pb • To je stále

ještě hezký a -jednoduchý výsledek, jenomže je chybný.

O chybě se snadno přesvědčíme, vypočteme-li obvodové napětí ~t na
poloměru r:. b . 'Dostaneme superpozici

C:l: '\
r:.b

a,1..

b-':"-o~1.-
(10.13)

První člen na pravé straně odpovidá rovnici (10. 9) pro r., b . Druhý vy

jadřuje účinek tlakového rozdílu (Pb'- l' ) na povrchu bubnu. Ten vzniká
tím, že jsme bubnu dodatečně přisoudili pružnost. Protože Pb -- r'* O ,
není l;;'1; \'(.. b'" k , jak vyžaduje počáteční podmínka při navíjení.
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V čem je
Buben tot

navinuté c

autoruv čl

s -- 4

Vznikla nesprávnou aplikaci principu superpozice.
navijení tuhý, aby pak až nakonec ustoupil tlaku

1>.""-I!~""'''''''''A'tIf á se tlaku už během navíjení. Je to také svým
statických účinků vlivem deformace. Správný vý

jši a nebudeme ho zde uvádět ze dvou dňvodO. Jednak
jednak proto, že i jeho výsledky se neshodují s ex
řešeni ziskáme teprve tehdy, přihlédneme-li k neli-

tuhosti mezi plechy při radiálním stlačování cívky /viz
v časop UActa technica ČSAV", sv. 23 (1978), Č41 4,

t

tím jsme se
e

ole jsme upozornili na omezeni plat?osti principu superpo
i, je-li materiál nelineárně elastický po'př. je-li

i a neplatí ani tehdy, mění-li se vnitřní sta
deformace & Na příkladu napjatosti ve svitku tenkého

něho na buben válcovací stolice pod stálým tahovým napě-

svědčili, že je třeba podmínky platnosti principu super
pečlivě prozkoumat.

ll~ O SAINT PRINCIPU

Obr. 49

I

! /
\ I /

\«'0('
.~

. , /
\ .

icímá

tvaru dutého kru

průřezu

na parou
se určit,

n81mWlar.la~ Jsou-li rozměry

malé ve Sl polomě-

rolovat zvlášt

i a napja
budeme stěnu o šířce b

ižně za nosnik na obou
a zet podle

na jeho ích je

tost0

považovat

ích
obr~

-- jak'

rem

Obr

p
(11.1)

Potom budeme zkoumat, jak se bude dané těleso glo-
b deformovat4 Kdyby tvořilo úplný uzavřený

enec, vznikl by ve vnitřni i vnějši válcové
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sko~epině p~ibližně stejný radiální posuv, nebot skořepiny jsou vázány
bočními mezikruhovými stěnami a šíf'ka mezikru~í Q je relativně malá.
Proto by vzniklo ve skořepinách obvodové prodloužení nepřímo úměrné polo
měru, tedy 4 =.u. Ir a obvodové napětí by mělo přibližně velikost

(vnější skořepina),

(11.2)

u
(;1:'!. ::. E ---

,- al2..
(vnitřní skořepina).

Zanedbáme-li účinek napětí v krátkých boč

ních stěnách ( Ct« b ), vyjde podmínka rov
nováhy pro p~lkruhovou část (obr. 5'~

s použitím (11.2) pak vyjde

(11.3)

(11.4)

'. 1. ...lTr -,t-
. 8Y-

Obr. 51
Q).i. .. b a. . 2r- a..

~1 I h L; r (11.5)

(11.6)

Prstenec však není úplný. Chceme-li dostat napjatost v segmentu podle
obr. 49, mU3ime v bodech A účinek napětí G"t1' c;elJ.. odečíst. Budeme
řešit jen polovinu topného tělesa. Vzhledem k souměrnosti si totiž mOže
me představit, že deska je v bodě B vetknutá. Prakticky to znamená, že
musíme v bodě' A připojit sílu

(ll. 7)

a silovou dvojici

(11.8)
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Tím se bude topné těleso (žehlicí "deska") účinkem' tlaku p narovnávat.
Tohoto efektu se používá u manometrických trubek. *) Nyní již móžeme
snadno určit namáháni v kterémkoli místě. Např. ve vnitřní stěně v bodě B
bude účinkem sily N vznikat tlakové napětí l\l CO..1 (j.. j 2. bh (připomeňme,

že CA, zanedbáváme proti b ) a ohybový moment Nr ('I - CM1ot) se sečte

s momentem Mo • Účinek momentu Mo na napjatost však bude zanedbatel
ný, protože Cl« b . Ze stejného d~vodu bude G't1 == G'tl :. PCt. J 2.h. Proto
výsledné napětí bude **)

Ve vnitřní skořepině bude

(11.9)

Nco.)()(.

1bh
(11.10)

Zároveň 8 těmito obvodovými napětími bude pň~?bit na okrajích osové napě

tí podle (11.1). Pevnostní podmínku tedy budeme psát pro rovinnou napja
tost znázorněnou na obr. 53- Použijeme-li Guestovy hypotézy, bude

(11.11)

Zde G'1) značí dovolené napětí.

Z obr. 53 je vidět, že ten, kdo by chtěl

posuzovat n~pjatost topného tělesa podle vzorc~

platných pro tenkostěnné válcové tlakové nádoby,
by se dopustil hrubé chyby.

Aniž jsme si to uvědomili, použili jsme
Saint-Venantova principu. Po prvé, když jsme
účinky napětí ~éi , G'"t nahradili je jich vý
slednicemi 'N ,~o <obr. 52; po druhé, když jsme

N

Obr. 52

B

*) Jej ich podrobnější výpočet obsahuje kniha FID nosJEV , V. I.: Uprugije
elementy točnogo priborostrojenija. Oborongiz, Moskva 1949.

**) Je-li tlouštka h« b ,bude moment setrvačnosti prňřezu J';t 2.bh (Cilt)'l.
a průřezový modul v ohybu WQ --= J / (a 12) ~ ubl, .
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zavedli v bodě B vetknutí topného těle

sa. Nestarali jsme se přitom o to, jakým
způsobem se na těleso přenášeji v tomto
místě reakční síly N(; B a moment

Me' (obro 54). Jde-li o absolutně tuhé

těleso, m~žeme p~sobicí soustavu sil vždy
nahradit jakoukoli jinou staticky ekviva-
lentní soustavOUe Je-li ~ěleso pruž~

né, je to možné jenom za že pů-

sobiště sil v obou lze uzavřít

do oblasti, jejíž objem je zanedbatelný
v porovnáni s objemem tělesa~ Jinými slo

vy, p~sobí-li na touž malou daného
tělesa dvě staticky ekvivalentní silové
soustavy, pak napjatost a ořeni

v ostatních místech, dostatečně vzdále
ných od zatižené části tělesa, nezáleží
na tom, která z obou soustav i~ Tak

lze formulovat Saint-Ven~nt~v princip$
Tato formulace má však určitou slabinu,
~terou nám objasní násl í příklad.

osO( )
h

Obr~ 53

"
..- -.

'""""'- ,

~~

pr
- (1 - C,

prť!ře

tek
l' i X h

vrstva le
poddajnost

Obre 55

Na obr~ 55 je znázorněna soustava
dvo~ tenkých nosník~

Zll. Nosniky mají jednotkovou š

že pr~fez každéhb z
Jsou spojeny četnými

uloženými rozpěrkami, kt zaručuji, že
prl!hyb W' (xl je II obou tÝž$

Vzdálenost střednic obou je Q
(obrG··56)$ Je to mezni !dealizova-

né sO,u.stavy dvou planžet ených vrst-

voulepidls@ Při výpočtu podobných soustav
se často předpokládá, že jsou ohy-

bově/pružné, ale účinkem nedefor-
mují (platí tedy pro ně Bernóulliho-Navierova hypotéza),

lepidla se deforT"1uje smykem, ale tlouštkavrstvy se
napětí se zanedbává. K této idealizaci nás vede skutečnost,

pidla je tenká a její modul pružnoDti relativně malÝe
je tedy soustředěna do nosniků, smyková do vrstvy lepidla
dy se často využívají při výpočtu

tuje-li modul pružnosti ve vrstvě

jiný smysl než ten, že udržuje v
stejnou funkci maji rozpěrky na
ku, která není schopna přenášet



Přijali jsme tuto p:l'edstavu jako mezní připad idealizace jen pro zjedno
dušení dalšího výkladu.

Je-li nosník zatížen .č1stým ohybem (ohybový moment Mo = konat),
nevzniknou v něm žádná smykoVál18pětí. znamená, že vrstva lepidla
..... kdyby šlo o lepený nosník -by mebyla zati~e:na a nejsou zatíženy ani

I
rozpěrky v soustavě na obr. 55. Ohybovou tuho'st složeného nosníku určíme

pomocí obr. 56. Přihlédneme přitom k tomu, že h .« Q, • Vyjde

Prdhyb na konci nosníku je pak

(11.12 )

MO.t~l

'E.h (At.
(11.13 )

Je-li složený noeník zatížen spojitě rozděleným-.břemenem CL = konet,
rozdělí se toto břemeno stejným dílem na obě planžety. (nebot W1 (X) =
= w1.( X) = W.'Lx) ; oba nosníky se deformuji stejně). Protože ohybová tu-

host každé planžety je

dostaneme prOhyb na konci takto zatíženého nosníku

Probereme nyní případ složeného nosniku, jehož pr~hyb je popsán
rovnicí

o

!l..
W(X) :-

Jr'- 2.

Zřejmě W(O) ~ O. Derivace dá

(11.16)

W'fx) (11.17)

1

Obr@ 56

a také W'lo) :. O • To tedy že jde o nosník

na počátku vetknutý (obr@ 57)~ Dále máme tyto deri
vace:

3'C:L Wo

- 1(Jt - 2.) .21-.

- 57 -
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Jt3 Wv itx
WUl ()() .~

é~ 1,i
)

tt {lL -1) tJ

W'\I(x)
1t4

\VV Xx
-= - ;i{/vv 'li8 (n: -2-) 1,4

(11.19)

(11.20)

Uvážíme-li, že pro každou planžetu'platí známé diferenciální vztahy

Ir = - EJ W'., LX)1 1 ,. (11.21)

E lV')Ci 1 '= . J 1 W ex.

seznáme, že v daném případě jde o složený nosník zatížený podle O~-&.C 57

přičemž

Jt4 \,Vo
<tQ ~ - 2.'L1 lx:: i) .. ~ EJ1 8 lIt-'l.)" ť'f

l
x

w

Obr.. 57

Dosadíme-li sem podle (11.14), dostaneme

(11.22)

(11.24 )

Posouvající sila .na konci nosníku nepOsobi, nebot \V IU (O) ::J. O • Ohybový
moment v tomto místě je Me;': - 'lM "l ( X ~ G) ~ , tedy

~1-- 'Eh~wo

Mo ·~1 'tll( - '2.). <:2.

Chceme-li nyní dostat případ nosníku zatíženého pouze spojitým b~emenem

q(X) , musíme odečíst účinek ohybového momentu Mo podle obr.. SS.
Případu podle obr. 58b- odpovídá na konci 'X =. t prt1hyb Wa směřující

dol~ (srovnej s obr. 57). Od ně·ho tedy odečteme priihyb bo podle (11.13).
Za ohybový moment Mo přitom dosadíme z rovnice (11.24). Vyjde prňhyb 5
na konci nosníku znázorněného na obr. 58a
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i1.
D ==Wo -bo ~ Wo ---

Eha~ 1'2.( 1C-2.)

'1:1.. h'1

.,.. Wo [1- 11 (11;- 'L) · ().,-). (11.2 5)

(a) (b) {cl
::

Obr~ 58

Je-li k, < 1,18 a. , je tento výraz kladný. To znamená, že nosnik zatí
žený silami směřujícími nahoru podle obr~ 588 se prohýbá dolň! Jak jsme

mohli dospět k tak nápadnému rozporu?

Je to tim, že jsme použili nesprávně Saint-Venantova principu. Uvaž
me dva staticky ekvivalentni případy zatížení konce složeného nosníku
podle obr~ 59 respe 60. Statickou ekvivalenci vyjadřuji rovnice

Obr. 59 Obr. 60

p

(11.26)

ProtAže pusobiště obou sil se nacházejí v relativně malé oblasti na konci
nosníku (na délce L« t ,kde L je jen o málo větší než rameno""o ) ,

I
můžeme podle dřive uvedeného zněni Saint-Venantova principu oba případy

zatížení zaměnit~ Ve skutečnosti to není pravda, nebot v připadě podle
obr. 59 v~bec žádný průhyb nevzni~ne (planžety se pouze natáhnou nebo
zkrátí, ale neohnou), kdežto v připadě podle obr~ 60 vznikne pr~hyb
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(11.27)

Oba případy se tedy - pokud jde o vyvolané deformace - podstatně liší.
Správně jsme měli odečist v rovnici (11.25) právě tuto hodnotu s:; mis-

to So pak by vyšlo $

Tento výraz je vždy záporný, takže rozpor nevzniká (nahoru zatížený nos

ník se prohýbá rovněž nahoru)e

Formulaci Saint-Venantova principu je proto nutné tak, že
deformační práce obou staticky ekvivalentnich systém~ musí mít srovnatel-
nou velikost. To v našem případě nebylo splněno o Energie atosti při

zatížení podle obr. 59 je

(11.29)

.kdežto při zatížení: podle obr 4) 60 je

(11.30)

Protože Q>h (při zjednodušeni rovnice (1 12) jsme

konce silnou nerovnost), je Ut podstatně větši než U1

do-

Při aplikaci Saint-Venantova principu je někdy nutná obezřetnost.

Zaměňujeme-li dvě staticky ekvivalentni 80 sil, můžeme tak
učinit jdU tehdy, lze-li působiště sil obou soustav uzavřit do jedné
oblasti J ~ejiž objem je velmi malý ve srovnání s emam zatiženého
tělesa a má-li deformačni práce vyvolaná těmito soustavami velmi
přibližně stejnou velikost$
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12 • ZVLÁ~TN:t JEVY PŘI KRUTU

se odvozuji diferenciální
a vnějším spojitým za

arovy POP~8 Žuravského věty

Ss teorii krouceni
(nerovnoměrného) krutu

Jen na 'některé zvlášt
literatuře vš e jen málo pozornosti a kter~

v inženýrských výpočtech

Budeme předpokládat,

prizmatických těles a že
~enkostěqných próřezft~ V
nosti, kterým sa v
by se tak mohly stát zdro
nebo p~i experimentální

V nauce o pružnosti a
vztahy mezi vnitřními etat~~6.J~&~

tížením' 9.., o Bývají ozna

CL - - (12.1)

i nosníku@

Ihned vidíme, že p~1

1- = O fl Nosník, v němž

= To = konat, přičemž

po·souvající sily nelze
vykle vliv posouvajici sily na
je zpl1~ob~m;, který jsme vyložili v

kovým napětím, kteréposouvajicí
z podmínky rovnováhy uvolněné

kruhového prd~ezu, kde je toto
dostaneme z obre '61

::: Mo - je vždyr = O
jen posouvající sila 'T .-
::: O ,neexistuje. POsobení
inženýrských výpočtech se ob

zanedbává (nebo ~e uvažu
)~ Počitá se jen se smy

napěti se odvózuje
pro neutrálni osu

těi a rovno '17~ ( c= O) ::"Lo'

A ::

x dx

Předpokládáme, ~a

Proto~e

je po ploěe 2rdx o

J (12.3)



dostaneme z rovnice (12.2) s použitím (12.1)

(12.4)

Integrace se vztahuje na pl11kruh (obr. 61 vpravo)., takte Pt.: TCy'2./'l..
Protože 5=. ct A.. 'l'T" A ( ~'T" je souf-adnice těžiště) á podle Pappovy-Guldi-

novy věty plati, že

(12.5)

máme Cr -: Ltr }31C a z rovnice (12.4)

''t" ;: ..t.. ..2- ·
o 3 Xy2- (12.6)

Probereme nyní namáhání drátu,
z něhož je vinuta šroubovitá válcová
pru~ina, axiálně zatížená silou F
(obr. 62). Závit má at~ední poloměr R
V řezu pod úhlem lf pt1sobí krouticí
m.oment (obr. 63)

(12. 7)

Obr. 62 a příčná síla

(12. 8) ,

(12.10)

(12. 9)

sposouvajíci sila G. vyvodí napětí

podle vzorce (12~6), tot1~

Kroutici moment vyvodí smykové napěti na
0Ia:aj1 pro.řezu o velikosti

Obr. 63

YíI
/',

X
lf'í_miiL-----~~. .._... -8IJlP

F

Obě napětí se sečtou v krajním vnit~nim vláknu, takže

/ÍbMt. ct
t'h'I(,t)L '= T -fo to = :ll: d,! (1 -+ b Ft ) · (12.11)
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Vzorec (12Gll) platí za p~edpokladu1 že R j.~ relativně k cl velké,

takže lze užít vzorců platných pro přímé pruty~

Pozorný čtenář jistě postřehl, že předchozí text, počínaje rovnici
(12.10), je faleěný a že poslední věta je zcela nepravdiváo Síla ~ to-
tiž není "posouvajici známá z teorie nosníkO-, protoženeni spjata
s ohybem a vzorec (12~6) nelze použit, protože byl odvozen z rovnováhy
elementu podle obr@ 61, na který p~sobí ohybové napětí; to v křivém prutu
na obr. 63 nepOsobi~

Zj ednoduěe:ná "inženýrská" teorie nepostačuje k výpočtu smykového

napěti vyvolaného čnou silou Q «J Výraz v závorce v rovnici (12.11)
se nahrazuje tvarovým činitelem a( , takže máme

(12.12 )

a pro se udává v literatuře.poloempirický vztah~)

(12.13)

Probereme nyní pfipad kroucení přimého tenkého drátu ~d $ Vzorec
pro úhel zkrouceni

(12.14 )

plati jen tenkrát, i krouticí moment mez úměrnosti ani mez
elastické stabilitY0 Tuto druhou podm.ínku zapíšeme ve tvaru

Index G
nil (A~ G~

připominá

l)~

badatele, který tuto teorii roku 1895 uveřej-

P:f4edpokládáme, že materiál je ideálně elastickÝ$ Na mezi elastické

stability nastane rozdvojeni rovnováhy (bifurkace). To znamená, že kromě.

rovnováhy v drátu s tvarem existuje ještě rovnováha v drátu ohybo-
vě deformovaném~ Protože se na drát přenáší na koncích jen krouticí mo-
ment Mk: a e, netrniže v drátu vzniknout žádná posouvajíci si-
Iso Počáteční tvar de~ormovaného drátu musí tedy odpovidat čistému

:Jr) J) = 2. R
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ohybu, tj. musí mít konstantní k~ivost. Protože to nemOže být rovinná
křivka (kružnice), je to ěroubovice.~) Její rovnice jsou

(12.16)

Na začátku deformace bude Cl velmi malé, tj. k~1vý prut se bude jen
nepatrně liěit od přímého. Protože nezáleží na posuvu počátku souřadnic

ve směru .osy ll. ,zvolíme llo :: O , takže bude

(12.17)

Tečna ke šroubovici svírá s osou ~ úhel

(12.18)

Je-li a., malé, je malé i 'f a složky -etv/d-x., ctwiclx.. Pro ohybový
moment bude proto platit vzorec

(12.19)

Mo

- "'-:'"2~...,. Mk

,M k1

Podminka rovnováhy s krouticím momen
tem dá <obr. 64)

(12.20>

( M"1= M"je kroutici moment v prOf'ezu).
Dosazením (12.18) a (12.19) do (12.20)
dostaneme

Odtud

Obr. 64 (12.21)

(12.22)

*) Ohybový moment pi41 rovinném ..ohybu b'y měl vektor kolmý k vektort,t
krouticího momentu, takže by s nim nemohl být v rovnováze.



Podlninka periodic

tedy 110,

pro jeden II vyžaduje, aby ).,i =. in: ,

M~
~ --,

E1 (12.23)

Protože J ': rc /61+, bude

(12 024)

To je Greenhillova hodnota krit_vA~VA.4~ krouticího momentu~ Je tedy

Je-li mimo to tahem silou F ,vyjde kritická hodnota krou-

ticiho momentu ze vztahu

a'"
m: O,'30Slt -L 1+ 2,064 (12.26)

Zde t vzdálen·ost ložisel{, urno úhlové vyc ani střed-

nice prutu0 i

F : (12 e 2 7)

= O ~ Je zřejmé, že tla~

němž vyboči~ Naopak platí,
; rovnici (12~26) totiž

( Fe. je Eulerova v sila) ,

ková sila e krouticí moment,

že kroutici moment e snost v
do tvaru

pro F < O~

Na to se často

možno zobecnit i pro
u jsme uvedli pro kruhový pr~řez,

tvar ZU~

á (až na výjimky)
dóvodů volně vybočit

J~~~'HU~Áe soustava napě-

krouceniq Podélná

se

I'fernůže-li

vzniká tímt

ibližně vypočítat z teorie

Všeobecně je

rovinnost
ze své rov
ti, kterou 2~e

irnku tvoř~í me zikruhové zy
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napětí však vznikají i při volném, rovnoměrném krutu a to tí~, že podélná
vlákna se přetvářejí do tvaru šroubovic, jejichž délka je rOzná podle to
ho" jak jsou vzdálena od osy (od středu krutu). Zpravidla jsou tato napě

tí zanedbatelná a proto se tomuto problému nevěnuje pozornost. Nemusí
však být zanedba~elná II tenkostěnných otevřených profil~, u nichž mohou
vzniknout velké úhly zkrouceni při relativně malém smykovém namáháni. ~d

Uvedeme příklado Prut - planžeta - má próřez ve tvaru úzkého obdél-
níku bx h , h« b . Saint-Venantova teorie pro tento případ dává nej-

větší smykové napětí

(12 .29)

a zkrut

(12.30)

Podle (12.30) existuje přímá úměrnost mezi deformací a zatížením, takže
platí Hooke~v zákon (v původním znění). Ve skutečnosti tomu tak nebude.
Kdyby se zachovávala délka osy prutu a přímost střední příčky rovnoběžné .
se stranou b (obr. 65), přetvořilo by se podélné vlákno AA ve vzdá
lenosti f do šroubovice AA' s poměrným prodlouženim podle obr. 66

(12.31 )

Zde

b/2! b/2

Obr. 65

A A'

A

Obr. 66

(12 .32 )

K) Připomeňme, že tenkostěnné pruty s počátečnim zkroucenim (podélné
hrany maji tvar šroubovic už v nezatíženém stavu) jsou méně tuhé
v ohybu a vice tuhé v krutu než jak předpovídá ""klasická" nauka
o pružnosti a pevnosti.

- 66 -



značí úhel šroubovice s· osou prutu. Předpokládáme, že je malý, takže
~\.j' ,:,1-t y''!. a (CO:II{')-1,i·1+1y'l-. Vlivem prodlouženi fo vznikne

'v prutu podélné tahové napětí

Tomu by odpovídala osová sila

(12.34)

Ve skutečnosti v prutu tato síla nep~sobí, takže jeji účinek je nutno
odečíst. Zbude v prutu podélné napětí

Toto napětí l1emusi být .m.alé ve srovnáni se smykovým napětím ?:
rovnice (12.29). Ve vnějším vláknu f': biJI je

kdežto

Poměr obou napěti je

(12.35)

podle

(12.36)

(12.37)

E ~b_o_-
S 12..h

(12 $ 38)

a s rostoucím ~ se zvětšuje. Protože elementární síla IQ(!) h d f
svírá s. osou úhel ~, má obvodovou složku G" hctí I \f a přispívá ke
krouticímu momentu podílem

Dos.:o.dime-1i sem z rovnic, (12.32) ,8 (12.35) a integrujeme v mezích

- blz < ~ <: bi1. ,vyjde

J
,bl1. ...,

M=E~~h -[~L~b~~i2] clJ -= ~~o EV'3bS"h ,
o '
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Tento moment složíme s krouticím momentem pocházejícím od smykových napě

ti podle Saint-Venantovy teorie. Ten má velikost Gh3 b ~i:3 (viz rovni-

ci (12.30) ). Bude

(12.41)

a po úpravě

(12.42)

Obr. 67

Závislost deformace na zatíženi bude tedy neli
neární (obr. 67).

Uvedená teorie má dva praktické dOsledky

(1) neliz:1earitu,..závislosti deformace na zatížení
(vzpomeňme na pružiny vinutá z planžety ob
délníkového prof'ezu);

(2) závislost torzní deformačni charakteristiky
prutu s úzkým obdélníkovým prOřezem na p~so

bicim osovém (tahovém nebo tlakovém) napětí.

Závěrem této kapitoly připomeneme ještě jednu známou skutečnost.

Má-li,při r~n~rněrném krutu prut otevřený tenkostěnný profil, vzniká nej
větší smykové napětí v tom místě profilu, .kde je tlouštka stěny největšíe

Tento zdánlivý paradox nevzniká u profilň s uzav~eným prň~ezem$ Názornou

představu o prňběhu a relativni velikosti smykových 'napěti 'při rovnoměr

ném krutu dává Prandtlova membránová analogie$

Upozornili jsme na neplatnost Schwedlerových vět, jak je známe z teorie
přímých nosníků, u křivých prut~. Probrali jsme dále vliv krutu na
elastickou stabilitu prutOe Ukázalo se, že vzpěrná únosnost se krutem

. zmenšuje; naopak 'přiložením podélné sily lze ovlivnit velikost kritic
kého krouticího momentu, p~i němž kroucený prut ohybově

Planžeta s prOřezem ve tvaru úzkého obdélniku má nelineárni průběh

torzní deformační charakteristiky; lze jej ovlivnit přiložením osového
(tahového nebo tlakového) napěti~

*) Toto přidané napětí by vstoupilo do
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prd~ezu b~ h zatíien upro
I

M&~~-_ Upro8t~ed nap~tí

(13.1)

~~~~- hypot~zy o zachování

Q a

Obr. 69

dostaneme v

u rotačně souměrné desky na obr. 69,

(13.2)

Kirchhoffovy hypotázy, která je
-.&...8Iiio_A,&v-Navierov~, namáháni desky však

je to mo!né? Kdybychom z desky vyf'íz11 úzký

1 p~ip8d podle obr. 67 a napětí

je věak z~ejmét že ~ezáním pev
je tedy teorie v rozporu s praxi.

i teorii, nám, je jsme totiž extrapo-
vzorce s~ k mezn~mu p~·.ípadu koncentrovaná sílYt pf-i něm!

lt~ Oba vzorce jsou totiž odvozeny za p~edpok18du, .!e
,~ kolmo k ose nosníl:Cu resp. kolmo ke stf-ed-

síly věak br ~~, měrný tlak ros
jiných vzorcd. V teorii desek se
uproat~ed desky zatí!ená podle

ni
ta

F a-
h + 1,1S) (I).)

Sl toto
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Osamělá síla je ve
jitě rozděleMe

; ~ přirodě je síla vidy spo-

), jetuhý
Bouasines

~~c~~'4V~~U~ koncentraci napiti věak

i pti spojitě rozdělené sí
nespojitost na hranici

:Pdsobi-li např~ na pásu na povr,
amyk(n'~ napětí 'LY,/, ::: konat

~z.."'oII_~ na 1 pásu v po-
pru!nosti na

1 ověem ne
není l1neár

, počitat

elastlckáho
k nezdsru.

z
-~ oblast1~

ně elsstlckt p~i 'neomezeně

koncentraci napětí pod em nal
~ídele jsou však odsouzeny v

Vniká-li do pruiné
"roz<l.ěléni sily ve styčné

F
(1).4)

F

a

x
...._ ..._ ...~

B

Má.

pro 1X t ~ a , což ne
G'e v bodech A, B,

na , ~e ~ ~ co

to d~sledek nespojitosti napětí

okrajovými podmínkami
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w l e = O) = Wo =konst t rtX = o pro \x \< a

BeAení t.~~~5P proto nemOJeme f:vz1kálni interpretovat .v blízkosti bod'O Ai

B na obr. 7:it.

(13.5)

F [NIm]

z

Pasobí-11 ~ prulnýpoloprostor (obr0
72) e,:Q.a F. rovnotdrně rozdělená na pf-ím
ce x;·.;;:1 Q t C J:: O ,vznikají v bodě A,

urěenám vzdálenosti Y:=~ 'X'L+ e'1,.. a úhlem

lf' ' tato napití:

iF 3c:~ ,.. - Jt'r e,..oo tf I

~ 2.F t
'O~ :> - !tr AVvt; lf c,oolf J

f)-' iF. ~
~)(~ = 17:t'i( -= - Jer Av\!\' lf CO;)~Lf ·

Obr. 72 Vidíme, le pro lf == O resp_ 'f = ±~ vymi
zí napěti ~)(. a r\(~ ft Pro r~ O roste

(Q~ nade věechny meze; není-li lf =O resp_ ± 1C1'J.. t rostou tak i obě
zbývající slolky tenzoru napjatosti. p~o p~etvořaní povrchu ( l :: O
lf ,=± rr:! a, ) dává teorie prulnosti radiální posuv

smě~ujíeí vidy k po.sobiěti síly F (pro ~ > O V'levo, pro X <: O vpravo
na obr. 72) 8 sv ielý posuv

w = (1+,") F
Je <E .

Svislý posuv přitom mit.íme relativni k vz~álenému bodu S, který má sou
řadnici c =h (obr. 72) 8 o nimi pf'edpokládáme, !e se n/epoaouváo

Ihned je zf'ejmý paradox - není ,(A, ~ O pro ~ ~ O a pdsobi!tě sily F
( )( "". O )s, _t'~r_~~4,~~(o D~• .tě~".J p~e. tole W .... O pr~ ~.:: h a x.:: O _ J[)

3{) Óplný v:toree pro W zní

(1-t AL) F [ h'1 x: 2. J
W '= ~E '.L1-fA')~ X'Z.i~:z. - ~"Z.+~,.. ,

Dosadíme-li ~ =O , dostaneme odtud rovnici (13e 7).
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Osamělá síly 8 liniově

kladeným na
Dospíváme-li k těmto

nebudou odvozená
st~eděných sll. I v ji

napjatosti v některých OO(leC~n

okrajová podmínky
tuhého razníku

14. KUMULACE VRUBOVÝCH t:íČI ft

K výpočtu maximálních
tvarových č1nitelO O(

vaným p~i výpočtu napěti

taká f-ík á - podle v zorc-o.
tak

se

vzorcťim použi
se někdy

e iDostáváme

resp.

(14.2 )

kde (1tyv .resp lil '171\\1
duchých vzorco. St ~f\'v\?\~

z přesnějěích vzorcfi teorie
činitel 0(0 respe ctI!,

Nemáme-li. se
zcela jednoznačně

( ~3)



Někteří auto~i dávají přednost výpočtu s nezeslabeným prOřezem, tak!e

berou

(14.4)

Hodnoty tvarových činitelň nebudou v obou případech stejné. Musí platit,
že oběma zpdsoby výpočtu vyjde stejné špičkov~ napětí, takže

(14.5)

Odtud dostaneme poměr přisluěných.tvsrovýchčinitelO

(14.6)

,

Špičkové napětí přitom není smykové. (ačkoli jde o krut), ale normálové;
pOsobi obvodově poblíž okraje otvoru těsně pod jeho povrchem. Na rozdíl
od ro~n~c (14.1) 8 (14.2) zde platí, ž~

(14.7)

Pro dll) ~ O je př1b~ižně O( ~ 4 •

Ve výpočtu tvarové pevnosti se lze dopustit chyby také tak, že zane
dbáme kumulaci vrubových účirik~, nachází-li se jeden vrub v blízkosti
druhého nebo překrývají-li se tyto vruby (obr. 74 a 75). Zvětšujeme-li

hloubku 'h4 , vrubd A na obr. 74 při jinak stejných ostatních kótách t

roste-koncentrace napětí na vrubech A a zároveň klesá na vrubu B (obr.
76). Existuje tedy optimální hloubka h1 'opt vrubO- A.

A B A

Obr. 74

Na obr. 75 se vrub B nachází v oblasti, .
jejíž napjatost je ovlivněna zároveň v~ubem A.
Představme si, že vr_ub B je dán, kdežto hloub
ku a ěíř'ku vrubu A mOžeme měnit. Zvolíme-li
tento vrub relativně široký a mělký, odlehčí

koncentraci napětí v kořenu vrubu B. Zvýší se
totiž nejen efektivní šířka vrubu, ale zVět.Ší
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se i efektivní poloměr křivosti0 Podle tvaru a vzájemné vrub~ se
však zároveň uplatni 1 druhý vliv, zpftsobujici naopSk ncentra-
ce· napěti. Vzniká že relativně malý vrub o hloubce (n.~- hi) pOsobi

v ZÓně koncentrovaného prv vrubu o hloubce n, (obr~ 77) @

+

Obr$ 77

Plati rnultiplika pro soumístné vruby

To znamená, že výsledný činitel je.nejvýš roven tvarových
činitel~ platných pro každý vrub zvlášt~ Protože vruby A a B maji
rozné hloubky, vztahuji se 0<." a o( & k rdzným jmenov
Výsledný tvarový činitel o( se vztahuje k většimu z obou itých
napětí, tje k próřezu zeslabenému vrubem B~ Někdy bývá nerovnost (14@8)
pří11ě silná, zvláště k~:vž z vrubu B proniká do kořene vrubu A jen

malá částe Realističtější odhad koncentrace napěti dostali, kdyby-
chom v tomto pf'ípsdě brali za hloubku vrubu B pouze h,2.- h 1 ~

Je~li koncentrace značná, mdže napěti v okolí
pi"ekročit mez i, a&ol i ve zbytku prOř'ezu zťistává

ně elastickÝe t~eba rozlišit so
napětí KC() od entrace poměrného

Pro tažné mat í Neubsri1'v vztah

vrubu
lineár-

pro ideální

e, nebot
e po zu

kde ~ značí činitel (součinitel koncentrace
lineárně (14.9) neplati pro velké d
v blízkosti mezního plastického stavu se napětí i d
vyrovnávají a ~ 1 , kE.. ->- ··1 1$ Př'itorn

Zde ~~, tw
prodloužení~

II (nominální) hodnoty resp~ poměrného
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V' to kapitole jsme upozornili na chyby, jež mohou vzniknout p~i

čtu koncentrace napětí v součástech a vruby. Používám&-li tvaro
činitelo., je nutné jednoznačně uvést, jakým zpOsobem se počítá

napětí, k němuž se činitel~ vztahují. Pfekrývají-li se vruby
nebo i vzájemně blízké, ovlivňují koncentraci napětí složitým

z sobam0 Horni mez pro ěpi~ové napětí lze získat pomocí multiplikač

(výsledný tvarový činitel složeného vrubu je dán souči-

nem činitelt1 pro jednotlivé vruby). Někdy v~ak toto pravidlo

hodnoty. P~ekročí-li napětí v okolí kořene vrubu
mez je třeba rozliěovat součinitel koncentrace napětí od
sou koncentrace poměrného přetvo~ení. Pro lineárně elastický

tyto hodnoty splývají s tvarovým činitelem o( (8 teoretic
koncentrace napětí). V nelineární oblasti namáháni

plati - pokud jsou deformace malé - Neuberňv vztah, podle
tvarový činitel je geometrickým prdměrem součinitelň koncentra-

ce a koncentrace poměrného p~etvoření.

15$ KDY SE PŘEDlMENZOVÁNíM SNIŽUJE PEVNOST

Vypočteme próřezový modul lVOK pro ohyb

v rov (y, l ) prť1~ezu znázorněného na

obr@ 78~ PrO~ez vznikl zkomolením čtverce

(L X a , a to sraženim dvou protějších hran ve

v 'd'=±h e

Nejprve určime moment setrvačnosti. Je-li
,U ::: úhlopříčka čtverce, vyjde plo ~ný mo-
ment čnosti k ose JL Obr. 78

Je-li h:: JA/'l. t yyjde pro plný čtvercový

p.rlll'ez Jx :: ~Y/Lj.8 :: a Y/I?-,

Budeme.lipft1 k ODlltantn11l AA, měnit h ,
bude pomě-r 'l4- WO){ J,u,3 probíhat v zá.v18

losti D~ .poměru- hI~ podle· obr. 7,9.

(15.2)

PrO-řezový modul v ohybu je

)Y(. ~ 1- (' .
'WO't. = "1)=1"" h 2M. - 3 h).

0,5o

1
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Je zřejmá, !s tato funkce má maximmn a to pro h -= 4U /9

Zkosením hran do hloubky ,u,J 1. -h ::: M, /-18 , tedy ubráním materiálu, se

ohybové napětí zmeněi ,0 5,4 %. Je to zpfisobeno tím, že vzdálenost vnějěí

ho v1ákna se zmenšila ve větším poměru než ploěný moment setrvačnosti prO.
~ezu. Tak je tomu i u jiných masívních prť1~ezo., z nichž vyčnívají ojedině

lá tenká. žebra. Zmenší-li se výška !eber, zmenší se podstatně vzdálenost
vnějě:ího vlákna od neutrální osy, ale moment setrvačnosti prdf'ezu se zmen-

t
ší jen málo; výsledkem je vzrt\st prť1f'ezováho modulu a tedy pokles ohybovC§-

napěti~ ZVyš~j9me-li ~ebra, je tomu naopak; n~pětí zpočátku roste a
teprve později - p~i dostatečné výšce~eber - začne opět klesat. K para
doxnímu zvyšováni napětí účinkem žeber dochází, nejsou-li žebra dostateč

ně bohatě d1menzována~' Žebra musí být bud d-dkladná, masivní a dostatečně
hustá nebo raději žádná. Ojedinělá tánká a nep~íllš vysoká žebra mohou na
pěti zvy§ovat.

Obr. 80

.Na ob.r. 80 je nakreslena
0/2 0/2 st~naAA o tlouAtce h

k ni~ js~u po stranách
v pravidelných vzdálenostech

a. střídavě př1vařeny pře

páiky o tlouštce S a délce
b " Za provozu se pf'epážky

Obr. zah~ejí o t oe a vznikne

ohyb stěny AA. Vypoěteme

ohybové napětí@ Pf'edpokládáms, že stěna není jiným zp-o.sobem zatížena.
PrOhyb stěny je nakreslen na obr. 81@ Z~ejmě
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( F12.)( a /2.) 3

Ej (.15.4)

Vztáhneme-li výpočet na jednotku výšky stěny, bude J ř= hJ /11 , takže

Fa3

Prodloužení přepážek je

Fb- --
E-s (15.6)

Zde o( je součinitel lineární teplotni roztažnosti. Prvni člen na pravá
straně poslední rovnice značí teplotní dilataci t druhý stlačeni přepážky

silou F . Vzorec plati pokud je síla .F pod mezi elastické 'stability,

což budeme nyní předpokládat~ Ze srovnání obou posledních rovnic vyjde
sila

b , a,3
- '1- --
S ltf13

Ohybové napěti ve stěně v mistě pOsobiětě síly F je

(15~ 7)

Dosazením z rovnice (1587) dostaneme

6 Eo<a.btsh
~bh3 + a3s

Napětí C;o·~ O jednak pro h ~ O t jednak pro h-,) 00 • Funkce 6"0 ..1(h)
má'ma.ximum pro

(15.10)

IV!áme-li např~ Cl, = 0,5 Ul, b =1 m, S =: 0,05 m, bude hi = 0,092 m.

J a-li h" h1 , pak malým zmenšenim tloušt h napětí ve stěně pokles-
ne, zesilenim stěny v ni napětí naopak vzrosts0

P~íklad na volili poněkud uměle stylizovaný, aby výpočet

byl jednoduchý a aby vynikla podstata problému0 :S podobným j,evem se setká-
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váme - ov§em ve slo~itějěí podobě - u
kterému-prvku soustavy
(velikost deformace je' u.r

Pak zeslabení prvku mt~že vést
zvýšit pevnost soustavy zesil
úspěěná. Zesíleni musí být
zásahem p~enese

~ II nichž se ně

j dimenzích
) ft

soustavě!l' Snaha
pfeipsdě

že se takovým

:í, 'do

zmE~nE~nem nebo
odebráni

(nebo se od

účinný jen

vrubO na mez Zčásti

se k tomu vracet~

Mez l1navy a rázová pevnost se

sáhne-li ss tím větší hladkosti
jen málo změněn~m jmenovitém
poěkozené povrchové vrstvy mat
dáli vznik) progresivní
tehdy, nevzroste-li p~iliš

Připomeňme ještě ~odlahčujici

jsme se tím zabývali už v minulé kapitole a

Ukázali jsme, že u některých

zvětěení prdřezového modulu v ohybu a
Nevhodná, nedostat~čně dimenzovaná
d~sky snížitG Je-li některému v
mace (ostatnimi členy), která jen
není-li tento člen namáhán jeětě j

ní zmenšit nejenom ,že se člen dostete
tak, že se dostatečně V
klesne i namáhání
úběrem materiálu zvýšit
odstraněním po ško
i rázovou pevnost součásti, a-li se j

dosáhnout
napěti$

pevnost nosn:íku nebo
defor

a
namáhá-

naopak také
idla po-

lze někdy

nebo
zvýěit

tvaru součásti.

16 * LOM V NE TíŽENÝCH ČÁSTECH

Na obre 82 je znázorněn setrvačník ze
= 180 MN m-2 • i odléván} počne litina

mají relat věnec,

vrch a naposledy
ní rozta!nosti
ve srov náni 8

pnutí ve V)'chladlém odl
věnce v okamžiku

lit o ti \;"'Pt =
e v erá

po
teplot-

a věnce

vlastni
náboje Sl

vychladnuti



(16.2 )

(16.1)

05 'ART -2=1 lVU'S m ,

A t =120 oe,

Napětí tedy dosáhne meze pevnosti.

G = 105
$ 10-5• 120 o 1,5 =

:: 180 MN m-2 IP

Je-li napře t:
Q- r = 1,5 m,

bude

Skutečnost'bude složitějěí, ne-
bot mechanické vlastnosti litiny se
budou v prOběhu chladnutí na rdzných
místech rOzně měnit; uplatní se taká
ohybová tuhost věnce a radiální tu-

volili teplotní rozdíl at malý je zřej

snadno vzniknout a to záhy po odlití. Tomu
chladnutím odlitku, pop~. zlepěením

póstupu@ Popsaný jev byl v praxi mnoho-
k nutí ramen ihned po odlití, jindy

na karuselu, na němž měl být setr-

se rameno prodlouží o o<.At (R-Y) •
vznikna v ramenu tahové napětí

host náboje. Protože jsme
mé, ~e i tehdy mO~e lom velmi
je nutno

jakosti lit

krát

a~ ve skladu odl
obráběn.

znivý vliv,

ni pnutí~ umulovaná
vliv na náhlého
kých 8s1o~itých

i také úna.vovou pevnost části. Mohou mít pří~

vrubu v povrchové vrstvě tlakové vlast
vlastnich pnuti mOže mít velmi nepříznivý

nebo křehkáho lomu a to zvláště II vel-

Vlastni pnuti v odlitcich a sva~encich mohou mít nepřiznivý vliv na
pevnost) a to pf'i poruěeni únavou nebo náhlým lomem. U litinových
odl mň!e lom záhy po odlití 1 v nezatiženém tělese.

nevhodně navržené odlitky s velkými rozdíly v tlouštkách
~těn se snadno po samovolně trhajie Na to je třeba pamatovat
už čnimná-vrhu.
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EMENO

ProbereMe p~ípad prostě podep~eného

ického po kterém se po-
i trl tak, že

konce nosníku
času S:: .s(/:) (obr. 8J).

j e W = WlX tt) *

,jeho

je zn
Prťihyb

s

z

zrychleni zná.t~ Bude to 'zřejmě zrychlení

Obr@ 83
Abychom

také setrvačnou

zahrnout
vert1kál
sma toto

, takže

(17.1)

Tato rovnice je však chybná* Svislý p~suv b~emena nevzniká jen tim, že
plyne čas, ale také tím, že v prOběhu času se břemeno dostává do jiných
míst. Chceme-li určit svislou složku jeho rychlosti, musíme pro svislý
posuv břemene napsat rovnici Wh';: W(x~ slt) 1 t) a jako složenou
funkci

dWb 'OK f

OkV
': +

Dt 1J(.:: s(t)
(17.2)ctl;

Pro derivaci sv času t operátor

cL !/)s C.- + (17.3)

Jeho i

cr!.·
=(~St 'o f~ 1- 'Qt.w~ .+ -)w ~ ( 1- \ct~

(17.4)
,lit. (~e

Opět dosadíme x'::. s{f) @ ani rovnice (17$4) ttpoctivou"
derivaci pravá e ( 2) vyjde

d.~w·

I ( 'I... 12.-w 'QSCl=- --g "W..

) + '}x'~'é 'cf; + ] x~Ctt1, 1x +
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~rvni hranatá závorka odpovídá deriva.ci prvního čle?u .na pravé straně

rovnice (17.2), druhá závorka druhéiluf'členue Porovnáme-li pravé strany
(17.4) a (17.5) vidíme, ~e na pravé straně (17.4) chybí člen ('OvvtDx.)(UI,~·/'~t'J.,)

(posledni člen v první hranaté závorce (17~5))* Je-li S.::. c.i konstantní

rychlost pohybu b~emenet je

- ·o'-w rol-W
a. -= l c.'L i'l\\I'I.+ 2. C ,.,..,,~t + ]

Ci j\. ~. I'. 'X. :: c t · (17•6 )

Je-li IQw/lDt malé (tj. narOostá-li pr'Ohyb pomalu), lze druhé dva členy
v hranaté závorce poslední rovnice zanedbst@ Tak tomu je, je-li prOhyb
malý a nosník nehmotný, který se prohýbá stejně jako při statickém zati
ženi silou

.., "",z..c- 'I) W
Q.,.. tn(q-a) ... ma (1- a ~\I'L) «,

\J l' j' ()" ">( :;:. c-t (17. 7)

vzdálenou o S Li) od levého konce nosniku@ Pro prdhyb pak plati diferen-
ciální rovnice

Dosadíme-li do výrazu pro druhou derivaci ižně statický průhyb

W= n,qX2..l<-x)'l/3eEJ , vyjde z rovnice (17~ zpřesněná hodnota prOhybu,
J

jako~ i největší sila zatě~ující nosník Qrna~ a největši prtihyb bi"tt.]d!

pro S:; liZ

kde

4-8 EJ

Probereme nyní druhý limitní případ,

ně malá, tak!e jeho pOsobeni lze nahradit
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f ... M~ • Podáme jen p~iblUM f'ešení. 3E) Budeme pf'edpokládat, ~e pro-

hybová čára má rovnic i

. JrX
W(x,t) :::,f lt) />Wt, &

Je-li p.. hmotnost nosníku př1padajíci na jednotku d~lky,

zatížen spojit~ rozdělenou setrvačnou silou

nosník

(17.11)
lI4 tI'&1CX

Cf.. "-fl.W .: -;u-f Athv

a vnějěí silou F ve vzdálenosti S:. c:é od počátku souřadnic~ Energie

napjatosti je

(17 e 12)

Změní-li se f (t) o virtuální pf'irostek Of Ce) ,vykonají setrvačné

sily CL virtuální práci

Síla F vykoná virtuálni práci

Součet těcht~ prací musi dát dohromady virtuálni změnu energie napjatosti

DoS8zenim

_ i '~. . reci _ Jt't EJ
1.ft -l f Sf + F/.)V\tv 5F"'" 2. .e

Protože of +O ,~žeme rovnici (17.16) krátit a dostaneme

(1 7.16)

3E) Podrobnější rozbor účinkO pohyblivých bf'emen obsahuje monografie
FBÍ8A, L.: Vibration of aolids and structures under mov loads.
Academia, Praha 1972~
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(17.17)

Obecný integrál rovnice odpadne, je-li nosq.ík pf-.ad najetím b~emene

v klidu (v nedeformovaném tvaru)@ Partikulární integrál je

kde

.' . Jtetf '" ~ AlMJ -y ) (17.18)

1 -
(17.19)

Výraz ( .19) dostaneme, když (17018) dosadíme do (17.17) a krátíme.

Rovnice (17@18) je věak chybná, nebot úvaha o obecném integrálu byla
ukvapená a nesprávná$ Z nulových počátečních podmínek

t{o) ... OI ~ (O) = O (17.20)

totiž nikterak nevyplývá, ~e obecný integrál vymizí. Správné ~eěení je

(17.21)

Je-li

(17.22)

rezonanC9$ ~1'll'IAA"'ll>~A~WW~·"i"el v (17.19) je nulový, tak!e 10-=>00 • Avšak

výsledný t podle (17.21) není nekonečný, protože pro·f dosta-
neme neurč1~ý výraz O. QO • VyPočítáme-li jeho limitu zjistíme, le za
rezonance je

'(17.23)

Tento výraz je maximálni pro

(17.~.4)
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Tento
pOsobi

největ

síla
vázena
Tyto

CE

ani jej

8utomO-"

á



e těles Jejich zahřátím, trvalouprojeví úbytek celkové pohyblivé
deformac:í a podobně ff $

To znamená, že rychlost po rázu V
ni hybnosti a že účinek rázu lze posoudit

lze stanovit ze zákona zachová
zmařené kinetické energie.

Z rovnosti hybnosti

(IS.l)

ihned vyjde

(18.2)

P~i rázu podle obr. 84 ztrati první vozidlo k ickou energii

(18.3)

Kdyby jelo rychlosti Vo a narazilo na

energii

, ztratilo by kinetickou

(18.4)

Maji-li se tyto výrazy rovnat, musí být

V
f _.1-
v '2.

II obou vozidel, budeme mít

) 3 ,vyjde rychlost ·Vo

90 km/hod, vyjde Vo =o.
nesmyslné výsledky. -

totiž není vObec dána úbytkem
aj! oba automobily.

n~ž 3 Vll ,pak energie

Pěkný vzorec, ale zvláětni~ Je-li totiž
imaginární. Zvolime-li = 30 km/hod,
Na první pohled je patrné, že vzorec ( 5)
Kde je chyba? Deformace prvního automobilu
jeho kinetické energie, nebot na srážce
Pojede-li druhé vozidlo rychlosti V1
prvního vozidla dokonce i srážce e~

Sečteme-li zmařenou část kinet

! V-1-t- \11-t·-/)-
~

(18.6)

Protože konstrukce voz6 i jejich hmotnost je stejná, připadne z této
energie na každé vozidlo stejná ČáSt0 srovnáni tedy poskytuje
rovnice

(18. 7)
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odkud

(18.8)

Je-li tedy V1 = 30 km/hod, VIJ- = 90 km/hod (v opačném směru podle
obr. 84), bude

v =- 30 km/hod,

Vo = 60 km/hod.
(18. 9)

'-$--,

(b) ~-
m2

Obr. 85

Pojem kinetické energie je
zvláštní tím, že je vázán na určitý

inerciální systém.Pi\edstavme si
dvě kosmická tělesa o nestejných
hmotnostech, jež se od sebevzdalu
ji konstantní relativní rychlostí
V (obr. 858, bl. Vztáhneme-li je

jich pohyb k inerciální soustavě

spoj ené s prvním tělesem, bude cel
ková kinetická e»iergie soustavy
(obr. 858)

(18.10)

Bude-li inerciálni soustava spjata s druhým tělesem (obr. 85b), vyjde

(18.11)

Otázka ft jaká je kinetická energie doopravdy" nemá zde smysl. Nemá jej
dokonce ani tehdy, je-li hm.otnost obo'u těles stejná, tj.-. bude-li 0'\1 =
= ml,. = m • Zvolíme-li totiž irlerciálni soustavu např. tak, !e bude
spjata s bodem pOlicím spojnici středd obou těles, dostaneme

(18.12 )

Upozornili jsme na paradoxní výsledk~, jež mOžeme dostat ze zdánliVě

správné dvahy, při které posuzujeme škodu vzniklou na vozidle p~1

jeho srážce podle rozdílu kinetické energie vozidla p~ed rázem a po
rázu. Připomněli jsme také, že srovnávat lze jen energie vztažené
k stejn~mu inerciálnímu systému.
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~9. JINÉ ZDÁNLIVÉ PARADOX~

V této kapitole uved·eme rdzné případy zdánlivých paradom t z nichž
jen některé maji praktický v,ýznam~ ,avšak vAechny jsou poučné.

Na obr. 86 je znázorn~n df'evěný "vlček",

jaký se kdysi prodával v hračkářských obchodech,.
Má tvar houby s hlavou kulovitého tvaru. Při ro
taci v naznačená poloze'záhy ztratí stabilitu;
podminkyvalení a smykového tření jej p~ivedou

~ tomu, že se "postaví" na nožičku II setrvá
v rotaci v obrácené poloze (kloboukem nahoru).
Pozoruhodné je, že se pf-itom zvý!í poloha tě

žiště.

Obr. 86
Bylo též konstruováno mnoho dětských hra

ček využívajících zdánlivě paradoxního chování
gyroskopu. Od nich není daleko k princ1pdm jízdy na kole nebo na motocyklu.

Probereme nyní p!'ípad poněkud 'zaJímavěJší, totiž pi"ípad obráceného
kyvadla, jeho! záVěS se ve svislém směru periodicky pohybuje (obr. 87).

Obr. 87 Obr. 88

t

Pro jednu periodu pohybu Set} bude podle obr. 88 platit
:$i

~ = 1~S~ t (: - i )

S ...... ~~~ U: - .~ )(T.. t )

pro O ~ t ~. ~ I

T
pro --r- f!! t ~ 'T,

(19.1)

Je-li úhel Lf malý, •. takle sin Lp ~ 'f a cos l( ~ 1 ,platí tato pohybová
rovnice:

Z rovnic (19.1) času

(19.2)



Označíme-li 32.$0 IT'3..-= E~ , lze obě poslední
lIlQl

zápisu S ==-.+ t~; pak (19f)2) bude tvar

společného

:-; O ·

Řeěeni této rovnice bude v

2 g
OJ = - - (1 - 8) ,

I 5)

dostaneme pro úhlovou výchylku v

LP·' iC C'1 A~lA)·t -t.

tf1. = C,~ IS1!rv ~l.'t t

resp~ v eriodě

6)

V maticovém tvaru zapíěeme

toru; bude
vek....,.

(1 7)

(1 8)

Tyto rovnice zapišeme sně ve tvaru

~lO)

Význam vel je ze s
spojitosti kmitu v čase t ::.

[ Ai l T ] í l; [ C: )] ~ ~ II

= 88 -

(1



se &1..1._.&4 __ S každou p

t e násobkem

zvětAovat nebo zmenAovat, bude
v čase i.:: O ; násobitel

t lT)1ib1.)"'" ...LIA1lo)]ib11 (19.12)

tbz.) z (19~11) a (19.12) dostaneme problám

(19.13 )

stab je
vence

1 ;: ..L [ At l'f)r1[Ado)] fbd ·
lÁt \ <. 1 ~ Zavedeme-li kruhové frek-

(19. 14)

dostaneme v na obr~ 89 vyěrafovaná stabilní zóny, odpo-
vidaj:ťcí podmínce \ A., \ <: ~ 0 Odtud je vid'ět, že pro naladění dané poměrem

(Wlt-JWo')'l< O rozmezi hodnot E, ,při kter;ém je obrácená po-

loha

2

Obr~

(Wk. poloha závěsu kyvadla
( , dole) ~

N. W.MclJACI-ILAN: Theory and Applications ofMatl1ieu Function. ClarendonPress~
Oxford 1951 ..



a a b

F

A

Polo!me s1 dále otázku, zda 88 mdle vyztu
lením nosníku zVětAlt jeho prdhyb? Jakkoli se .
to zdá absurdní je to molná, jak ukále následu
jící p~íklad. Snadno 8e p~e8vědčíme výpočtem,

že prOhyb prizmatlck~h~ nosníku na obr. 90
v místě A je

(19.15)

Obr. 90
'Pb

YA = t,.8 EJ [10 .b~ - :; a?'] ·

Je-li a..: 4b/ f3 t vyjde '.1", 2 O •

Zvětěime-li ohybovou tuhost nosníku mezi podporami z hQdnoty EJ
na hodnotu EJ1 > EJ , pf'lčemž ohybovou tuhost p:feční~8jící části pone
cháme, bude pr~hyb v místě A

(19.16)

Dosadíme-li nyni Q-= ltbi'f3 , vyjde

(19.17l

S rostoucím Ji se bude tento prO.hyb dále zvětěovat. Pro 41 ~ 00 8e bude

blí~it limitní hodnot~ 1''b3 /3 EJ •

V litel'atu~e byl uveden p~íklad )~íhradov~ konstrukce z taln~ ocele,
podepřené a zatížené podle obr. 91. * Př'i určitá velikosti síly F se
dosáhne mez~ elastické stability prutu CD a vzáp~tí i mezní tahová síly
v prutu AS. Při vybočení prutu CD síla poklesne 8 ~onstrukce 88 zhrou
ti. VynáAíme-11 silu F v závislosti na prO.hybu WL bodu L, dostaneme
plně vytaženou čáru na obr. 92. Z••lab1me-11 ponlkud prut n,·lJ.....'d....
vybočeni prutu CD a. celková únosnost se zvýěí (čárkovaná čára na. obr.
92). Zeslabením prutu KL jsme paradoxně zvýělli únosnost konstrukce.

A B c o

F F F F

Obr. 91

3t:)
NEAL, BG G. - :MANSELL, O. S. t "International Journal of Mechanicel
Science" sv. 5 (1963), s. 87, a diskuse L. K. Stevensena tamté!,
sv. 6 (1964), s. 145 - 149.
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Obr. 92

F

P~i výpočtu ••zní statická dno.nosti static
ky neurčitých konstrukcí (D8P~. Pl'utových soustav)
zjiAtuJeme, I. pla8tlck' d.~Órmace nevznikají
v konstrukci lhned tak, J8by' vznikl mezní stav
(pohyb s·j.~ním stupnim. vo]Jnosti) , ale. že VZl1ika

jí postupni. ReJprve S8 pla8ticky deformuje sou
ěáat(prut), která je neJvíce v prulnám stavu n8
Iláhdna. !í. 8e zmlní d.:toI'mačn1 mechanismus a
tedy 1 polilI' 811 v jednot11vtch část'ech konstruk
ce. Postupně zachvacují plastická deformace dalAí
a dali:!ě'st1 al vznikne mezní stav spojený
8 nadmlrn1m vzl"det8. detol'Dl&cť(napf. se vYvinou

plastická klouby na'do8tat8ě~mpoětu !Úst, aby vznikl mechanismus s jed
ním atupnim volnosti). Pfltom nemusí btt zatě!ovéní vi.ch členO monotónní.
~Ie •• nap~. stát, le se plastická deformace rozAí~í do da1Aích míst (do
dall:lho prutu), .ale zkoveň se odíehčí j1n4 místo (jiný prut), kde naopak
plaet1ck4 d.:rormace ustanou••) ·

Jiný zaj:ímavý paradox popsali H. ANSOOEE
a K. L. JOHNSON•••) .. jednom ze dvou kotouěO

z oc~li o vysoké pevnosti byla s p~88ahem nate
leDa obruč z mikké oceli (obr. 93). Jestliže byly
oba kotouče Ok sobě p~ltl.čovány silou ~ p~ekra

ěUjící určitou mez, začala 88 obruč po kotouči.

"plílit" t 8 to tak, !e p~8dbíhala nosný kotouč,

na nimi byla nali8ovéna. Kotouče byly přitom po
hánlny tak, aby se mezi nimi zaručeně nepřenáAela

_'4ft' tečná reKcle.

Uv.deJDe jeAtě j.edenpodobný případ. Naliso- .
van4 kolo podle obr. 94, vystavené pdsobení boč

ní 8íly, má tendeDci ·88 za rotace "plíllt" směrem

proti pd'8obící si1e. Na obr. 94 je zakresleno
Obr. 93 na118ovan4 kolo železničního vozidla. Podobný jev

byl vlak pozorován ,1 u ozubeného kola v p~evodové

8k~íni.

K) Viz napf'. PRAGER, W.: Prob1eme der P1astizitatetheorie. Birkhaueer
Verlag, Basel 1955.

~.) "Internationa1 Journa1 of Mechanica1 Science- ev. 16, 1974, č. 5,
8. 329 - 334.
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F

Obr. 94

V teorii vzpěru se dokazuje, že kritická sila je meněi, j vzpěra

- p~1 stejném prfi~ezu - delšíe Uvedeme příklad, kdy toto 1dlo" ne-
plati. Na obr. 95 je zakreslena soustava dvou neohebných tyči spojených
kloubem. Do kloubu B je zavěšena p~ičná pružina a l . 6činkem

síly F se pruty nepatrně stlačuji a zachovávají p~imou UV~~V6.&W, až
F dosáhne kritické velikosti F"V'it • Pak obě náhle čí, jak
je na obr. 95 znázorněno. Budou platit podmínky ~,~V&'A~~'W pro
,·část BC resp. pro celou eousta.u

FcMA1.r- - ''PC tooy ..: Ol

'?( tCOiol. + e COó r) """ Q. tCOJot. I

dále Hookeťiv' zákon pro pru~inu

a konečně kinematická.vazba

18)

(19@ 19)

tM.:M,ot :: C ~-r ·
Vyloučíme-li z těchto rovnic a '1' ,~

jsou-li d.. , ~ malé 'líhly, po zkrácení tuto
a úhel 'Y

i pro kr silu

cP:f'1pomeňme, že t., O @ Je zf'ejmá, ~e s

síla, tedy delěi vzpě~e BC p~íslu§i větAi

- 92 -
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Obr. 96

chtěli ukázat. ZvláAtní na t~to soustavě bylo pouze to, je jsme zanedbá
vali ohybové deformace obou člend soustavy AS, BC. ~lo vlastně o k11ko~

vý mechan1smussloiený ze dvou tuhých člend; elastická byla pouze pru!i
na připojená v bodě B. V zakreslená poloze věak tento méchanlsmus p~e

vzal funkci vzpěry.

Je-li mezní stav konstrukce určován jednak plastickými deformacemi,
jednak p~ekročenim meze stability, mOže se za určitých (celkem výji
mečných) okolnosti zeslabením někter4ho členu konstrukce předejít

ztrátě stability v jiném členu a tím se mdže zvýAit celková únosnost.
UpozornUi jsme také na to, že 1 při monotónním zatěžování staticky
neurčité konstrukce se mOže stát, že plastické deformace, které se
rozši~í do určité oblasti, zpdsobí částečné odlehčení v jiné oblasti.
Zmínili jsme se také o tom, že u lisovaných nebo za tepla sestavených
spojO s přesahem, které jsou yystaveny periodickámu namáhání, ,mOle
vzniknout relativní "plížení" obou spojených částí. Na pi"!kladu vzpěry

podle obr. 95 jsme ukázali, jak snadnO se ~ze dopustit .chyby pf'i po
vrchním zobecňování zkušeností.

20. PARADOXNí JEVY P:§I NA'MÁHÁNí RÁZEM

Rázovému namáhání těles jsme věnovali nedávný seminář, proto se ome
zíme jen na několik poznámek. K)

V některých učebnicích pružnosti a pevnosti se
probírá namáhání těles za rázu na základě zjednoduěe

né představy, podle které 'je rozdělení napětí stejná
jako p~i statickém zatížení a jen jeho velikost je
ovlivněna,dynamikouděje; získá se z energetické bi
lance. Postup vySvětlíme na p~ikladu osazené tyče,

na kterou dopadne beran o hmotnosti m s výšky h
(obr. 96). Po dopadu beranu •• tyč začne zkracovat.
Největší hodnota posuvu konce tyče, pti níž se pohyb
na okamžik: zastaví, bude lj . Uvolni se polohová
energie beranu "'1(ht y) a změni v· potenciální energii
napjatosti

(20$1)

~) Stavba strojd XLIV, Rázová pevnost těles. ČVTS - DOm techniky Praha,
1977, XČ8 86 ,-o

- 93-



.Z Hookeova

y ~. E

Odtud

-E Y
:::

(tj )+- ( <2./ Si)
(

y
je

i(20~1) s ( ~3) dostaneme kvadratickou

SEl §í, bude-li h» y
Sl má ~e§en.í

z

ryze

~:~-o@ 4)

i < ~i , dostaneme největší tlakové nap~ti v

F
~ --- 2t>1-ih E rt2a

ť 1 S2- t ť1. S1 51

napětí roste, zvětšujeme-li S~ ~ Pro de

kde!to pro

2tnthE
(tt +- 1!2.) S 1

(20~ 1)

pro hladkout~ě (bez Ui::J.~~tSl!..L

i je celá úvaha pochybná; platila
možno zanedbat. Po nárazu se

převážně podélná napětová vlna
Je-li ~1< S2, , je

vlivem-příčné kontrakce,
povrchu se nspětová

_~~"U_ nelze hovo~it a to ani II u~~~~~e
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Obr. 97

Obl'. 98

B

Skládá 88 S dopadající vlnou a zptieobuje 11 části

tyěe. Kdyby byla tyě hladká, odr"!ela by od vetknu-
·t4ho kc~•• HŮleduJi odrazy 118 obou koncich mezi tyči

a b , __:_scJ.·. D'.dojde k odtr!en.! n~'".1SlTU] pf'ená-

iem!••~i'<\:,;~••t,~ ,loR. Napiti pft1.tom nlko-

.I~~.'·II " .......tt'. JilIf!1'tstll. t:eprve po ěji po 97).
~!:lAak závěr o ~'lJ~..ll"6W~&IUI vlivu !li zesíleníM'
ftfěe osazením na. vět S2,. ( ~'t »~i)
plstí Tf i v tomto p~:lp~dě

(u osazené k mnohem
81olitěj~i vln
ne! II tyče ~&~~~.v od

případu podálných
vln jsou těi) *'

Taká lom se p~1 rázo-
vém namáhání j i o než p:fi

pomalém statickém zetě Nap~íklad

b.•tonový čtVt::t'f"llt~n'tjrtOnln pro~ezu s kru-

hovtm otvorem, na obre 98,
praskn, pf1 vnit~ním

p~etlakem v se rozši-
~i od vnit~n1 zivn1m
zatíženi 8t~~

na naopak v lom
se bude do-
vnit!'.
odrsiených vln (
vrchu.Be z tlakové

Také

mohou. kva11tat1vni l1A1t, jde-li o poruchu

kým zstilen1m. Lom spd.ob_nt statickým
vzrt\stá, probíhá vidy pedle obr. 99 kolmo k

kf'ehký. Iiom vznikli rázem mí", často tvar
stran~ kO~8ne zubu vzniká smykový lom, který
lom je. hladký, 'probíhá však vidy kolmo k
obr@ 99 a jeho "lastury" jsou orientovaná
SDlvkový lom pi'i :rázovém namáhán! podle
drobné l'ýhov'ní ve amiru relativn
.8\ né.1tres.~

podle

Obr. 99

- " -



o tom t jak slo!itá mohou interferenční

jevy p:fi rázov4m. namáháni, 'p~ípad poruěe-

n~ 'porcelánová konvice, podle obr o

101 postaveDa vzhdru a po~ozena rázem pa-
dajícího tlles8 ve směru ~1pky* Kromě malá .části

hubice v místi dopadu tělesa se odětipla větě!

část dutáho dr!adla ("ucha") v místě .vyznačeném

čárkovanou čarou, tedy na protějěi straně kon
vice.

/

Obr. 101

d

'A

Obr. 102

Obr. 104

B B

é
""'fP-lII...-......lIl~.............._-_~~

t~ fp :fkl"

.. Obl'@ 103

Zabývejme se A:!ftením vln

v tenká tyči, která má nel1neárni defor
mační charakteristiku (obr~ l03)~ Takovou
charakteristiku má p~i prodlu
iování elaet1cko-plastický
Budeme p~edpokládat 9 že
jednorozměrnápodálná od-
chylky od jednorozměrné zanedbáme~

Z tyče vyjmeme měl p~ed

deformací prO.:f&ez Ao s otx, •
y

Po deformaei~ fl po nap~tová

vlny, 8e jeho prO~ez :na A ti délka

~a ~5 (obr@ ~04)$ iM(Xlt) posuv
prOi"ezu, dostaneme tuto 'Il"'\A.lnlW..,V'\""n'1'\-m1 rovnici:

Tento jev lze. vysvětlit

na desce znázorněná na obr$ l02e Explodu-
je-li v bodě A lna, odětěpí se
úěinkem odr8~ené vlny čo~ovitá část na
prot~jěí straně desky (vyznače~ čárkova

ně )" Napětová vlna má za čelem exponsn- .
c1álně klesající prOběhe C odpovídá
místu, kde čelo odra!ená tahové vlny se
skládá s oslabenou postupující tlakovou
vlnou a výsledná napětí je tahová a právě

I'ovn~ mezi pevnosti. Touto podmínkou je
určena vel !kost ,. čočkY".$

(20.8)

Zde ~ /.\0
Vztáhneme-li



takže (20. ar dá

(20.10)

č.ili

Proto!e e '=:. uut~x, je tak'

f()t4
dE - ~Xt. dx ·

Dělením obou posledních rovnic dostaneme

(20.11)

(20.12 )

Cť ( 'D1-~ I f>i') .
7114 I 'bxl.

. (20.13)

Protože E-t ::..d.~oldf.1e teěnl .dul pruinosti (obr. 103), bude pohybová rov
nice (20.13) mít nakonec tvar

(20.14)

To je vlnová rovnice,. která má ďAlembertovo řeěení .u:a!{x :tet) • K)

Pro rychlost postupující vlny dostaneme (dosazením do předchozí rovnice)

c = {~t .
Proto!e točnl" modul pružnosti závisí na poměrném prodloulení €, ,bude
na tomto prodloužení záviset 1 rychlost vlny. Jak bude vYpadat vlna vzbu
zené náhlým po~vbem koncového p~1~ezu prizmatické tyče konstantní rychlos
ti li ? Bude -

V::J kon~t pro

V -= O pro

t ". Q'.
(20.16)

P~edpokládejme, !e na konci tyče e8 pohybem vyvodí poměrM prodloužení f.(o
jemuž odpovídá tečný modul pružnosti Etp a rychlost vlny CjO=YEt. I~ •

. ~
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Výsledný tvar vlny je znázorněn na obr•.
105. Čelo vlny, jehož rychlost Ce.a~t:e./~
je ·dána elastickým modulem Ee a po
měrným p~etvo~ením na mezi úměrnosti €e
dospělo do vzdálanost i C~ t ,kdeito
plastická vlna s poměrným p~etvo~ením tp
je ve vzdálenosti Cpi < c~t • Existuje
tedy celé pásmo vlnových rychlostí

c..p~ c ~ Cl, •

Prozkoumáme nyní, jaká je rychlost
částic tyče, která se liší od rychlosti
postupující vlny. Vlna s poměrným pro
dloužením t pot~ebuje k prOletu vzdá
leností dx čas

Obr. 105

x

clt c<'"
:. --

C
(20.17)

Za tuto dobu se impulsem síly d(A((l)"Aod~zm~ni h.vbnost elementu o hmot
nosti ~Ao ct~ o hodnotu

(20018)

Když obě poslední rovnice .znásobíme a krátíme činitelem ~Ati ,tx cit , dosta

neme

Dosadime dG\) =Et d f. a dostaneme

4 \:1
V - - r ,1-- (20.20).- ~~ t)o ,Et(~) de.

Je zřejmé, že integrál (20.20) má smysl jen proE t ~ O • Je-li €)' E ,,"v·

<obr. 103), je Et < O a v integraci nelze pokračovat. Největší tzv.
Kármánova kritická rychlost, s jakou můžeme zatížit čelo tyče, je tedy

"J!.\''"

V·: ~ ( J.-E-(-c-') ,J c
t:n+ Vf i ,i t.- (.4,(.,.

€:.:o
(20.21)

Pro tuto vlnu bude Cp=,O, nebotEt(é~r')cO.

Tato jednoduchá teorie pochází od Theodora von Kármána a byla koncem
čtyřicátých let středem zájmu mnoha fyziků. Pokoušeli se e~perimentálně
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á-zat
, kt

na

tato vlna

v1n.:Y na tečném modulu. Poulili k tomu

stavu a pak dodatečně p~ltiie

by se měla podle Kármánovy teorie

vzorcem (20* ). K p~ekvapení V'ěech badatelťi se
'I>A_ ....,,_~"'_"""" vln

li t

i vlnou velká se p~ed plastickou
tento jev hledali někte~i bada

na deformační rychlosti.
dochází i II materiál~, jejich! de

čni rychlosti prakticky vObec nezávisí.
chybí uspokojivé teoretická vysvětleni, objasni-

a A. :K) Ukáza11 t !e pf'i velmi

á deformace plynule, ale po malých
nebo krat~í okamiik plastická. deformace,

určitou bariéru, "elastickou spouAt" o

iekou vlnou ěi~i elastická návěět 8

i@ Elastická návěšt se neobjeví, jest-
e j probíhá.

třeba počítat se vznikem napětových vln,
n~=~~v~~zici@ Tu se mOže stát, ~e 10m vznikne

k , že vznikne dokonce v nejširěím.

zatěžování bylo napětí naopak naj
mňže kvalitativně liěit od případu se

V závěru kap~toly jsme se zmínili
p~edbihá inkrementálni plastickou

P~i

s j
v j

Č~NÁŘE21~ PRO

otázky, podle kterých
četba této publikace

Q~Jl!U[HRJstí rozli vat chyby ne
, obsahující správn~ odpovědi,

ama t~i kontrol
jaká miry

j

textu~

odstavc8*

Na

si



První otázka.

o ve-
na

Je-li do, válcového pouzdra 8 vnitf m ~~~~~~~

poloměrem R z~1sován čep, pdsobí na
tlak p • Pf-edpC'kládejlle, le je

zvětěení vn1t~n:!ho poloměru. liči em

Z teorie pru~DOst1 je známo, 18 ve
poloměru .yo vzniká radiální napětí ~y a OD'W«l(,::u:nJř@

l1kosti

(21* 1)

Tfeni a 8 ním souvisejicí osovou sloiku
Zvětěení poloměru Ar vypočteme pomoci
nia Hookeova zákona

Ar
r (21.2 )

Dosazením (21.1) do (21.2) dostaneme

Protole R"> r , je Ar < O t tj @ úč_ ............ """"lloLlO

ěujs. Je to stejn~ absurdni výsledek, jako
váním se balón smršiuje. Jak jsme k němu

EJ~ otvor zmen
tvrdili, !e

jf$

Druhá otázka.

Do ocelové stěny o tlouětce h zal
Předpokládejme, že v 'dotyková plo~a

mezi čepem a stěnou součinitel adh~ze f
bit, a.bychom čep ze stěny opět uvolnili?

r ť

pO.so-

(21@4)

OSOVOU

: t N $

to

F
Odpověd rje

a te

~ kost

Obre 106



(21.5)

Kde je v našem

rotaci

rotaci
vliv,

na

1. w...R CO Sf

Obr. 107

kde je

(21.6)

je v 'tomto

e otvoru pouzdra vznikl tím, že
@ radiálni posuv na polo

r.~UtJ;1~Ju.2;er]LJ.,0 Správně jsme m~ll po~it

(r znač! poměrné zvětěeni

r . Pro radiální po-

v pojmu unormál~vá reakce" \)
d i:ťe rane tál y



(obr. lOS) se složkami

(21. 9)

(21.8)
ctN)(: --P'rhcmLt'c!.4' '

d \\l y = - 10r h,6W~ tf cl 4' •
~ ~ ~Zde ~ 'J ,~ jsou jednotková. vektory.

Je totiž

--+
dN

Obr. 108

i.n;

Ny -: -p'rh SfftA.v\.ťO-lť =OI
o

(21.10)

~

a tedy také t~ =- O • Proto

·4

N ~\Nt=o (21.11)

Správně mů~eme napsat pouze

~ ~ ~ .....,.
clT ~ k.·f lctl\ll~ k tr-hí o('ť (21.12)

a konečně

(21.13)

(21.14)

Vzorec (21.5) je tedy správnýt ale jeho fyzikální výklad ~yl chybný.

V třetím případě bylo nesprávně užito pojmu "odstf'edivá zrychleni".
Za rotačního pohybu· existuje pouze dostředivé zrychleni. Vzorec (21.6)
je správný, ale předcházející výklad chybný. Ponecháváme čten~i, aby
sám promyslel správnou f'ormulac i.
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