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V publikaci se probírají především takové jevy z mechaniky pev~ch a

poddajných těles, k jejich! vysvětlení je třeba vyjít z termodynamických zá

kond. Tyto zákony se podrobně vysvětlují. Objasňují se souvislosti teplotní

ho 8 deformačního pole a uvádějí se záko~ termoelasticity. Termodynamické

zákony jsou pak aplikovány na některé problémy lomové mechaniky. Odvozují se

kritéria pro počátek ší~ení trhliny. Podrobně ee uvádí zejména Gr1ffithova

teorie k~ehkého lomu a její zobecnění pro kvazikřehký.lom. Vysvětluje se vý

znam součinitele intenzity napětí a zavádí' se pojem lomov4 houževnatosti.

Zavádí se definice J-integrálu a vysvEJtluje se jeho matematický i fyzikální

význam. Dokazuje se nezávislost J-int~grálu na integrační cestě a uvádějí. se

jeho aplikace j8kolto kritéria pro šiření trhlin i v nelineárně pru!~ch a

pru!no-plastických tělesech. Výsledky se srovnávají s metodou COD (kritlcká

ho otev~ení trhliny).

Výklad je možné sledovat i bez znalosti látky obsažené v publikaci vy

dané k první části semináře. Publikace je určena především konstruktárOm a

materiálovým odborníkOm ze strojního oboru. Poskytuje jim v logické~ us.pořá

dáni poznatky potřebná zejména ke studiu termoelasticity a lomová mechaniky.

Příklady, které látku doplňují, umo!ňují snazší poch,opení látky a zároveň

naznačují možnosti praktického použití poznatkO i jejich fyzikální dosah.
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Mnoho technikO.. (konstrukt érO i materiálových odborníko.) se domnívá, že
deformace pruž~ch těles neovlivňují teplotní pole. Domnívají se, že pružné

deformace jsou mechanicky vratné li že jsou proto vratné i termodynamicky
Pak ovšem nemohou plně pochopit, jak vzniká vnit~ní útlum i II dokonale pru!-

ných, cyklicky namáhaných těles, ani jaký je rozdíl mezi adiabatickými a
izotermickými elastickými konstantami. Obecně se uznává, že nerovnoměrné te
plot ní pole nebo změna teploty za současného omezeni dilatačnich možnosti
tělesa zpOsobi vznik teplotních pnutí. Tato napětí mohou mit při posuzování
pevnosti tělesa velký, n§kdy i rozhodujieí význam. Méně je však známo, jak

jsou vázány změI\Y deformačního a teplotního pole, které jsou významné zvlá
ště pf'i velkých deformačních rychlostech nad mezi pru!nosti.

Chceme-li těmto jevOm porozumět, nevyhneme se nutnosti aplikovat zákony

termodynamiky. Tyto záko~ se na odborných školách probírají zpravidla jen
v souvislosti s mechanikou plynO a par, tak~e mnozí absolventi těchto škol
získávají myl~ dojem, že pro pevná a poddajná tělesa nemají termodynamické
zákony žádný praktický význam, a tento mylný dojem je často provézi celý ži
vot. Skutečnost je však' taková, že z termodynamických zákond plynou ddležitá
Věty a principy, bez nichž by byla mechanika pev~ch a poddajných těles pou
hým torsem. Tyto zákony poskytuji také teoretická omezení pro elastická kon
stanty. P~inášejí nový pohled na známé věty (např. na věty Ca~t1gl1anovy a
na větu o minimu deformační práce). Překonávají paradox, že pružná tělesa

s ostrou trhlinou nemají nulovo~ pevnost, jek by odpovídalo tzv. pevnostním
podmínkám, a poskytuji termodynamická kritéria pro šíření trhlin, která na
lezla široké praktická uplatnění.

V tomto semináři se proto pokusíme vyložit termodynamické zákony a vy
světlit způsob jejich aplikace v mechanice pev~ch a poddajnWch těles0 Dosta
neme se až k základním zákon6m obecné termoelasticity. V další části se věnu

jeme aplikacim termodynamických zákond v lomové mechanice. Není naěím úmyslem
probírat soustavně lomovou mechaniku. Vynecháme proto teorii diskrétních i

spojitě rozdělepých dislokací. Nebudeme probirat ani zkuěební metody 'uplatňo

vané při výzkumu ylsstnosti materiálu 8 vynecháme i ~raktografii. Budeme si
věímat především těch jevd, k jejichž VYSVětlení stačí p~edstava tělesa vy
tvořeného ze spojité hmoty. Chceme tak zachovat s'ouvislost s první částí se
mináře, kterou jsme věnovali zákonOm a principOm v mechanice kontinua
(publikace ČVTS - Domu techniky Praha č. 60-537-78 (1491) z ledna 1978) &

těmto omezením poskytneme účsstníkOm semináfta mnoho prakticky ddle
poznatkd. Vysvětlíme pojmy, které b~ly do lomov~ mechaniky zavedeny
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teprve nedávno (např. kritické otevřeni trhliny, J-integrál) a ukážeme je
jich praktický význam.

Autor se snažil, aby publikace obsahovala co nejsrozumitelnějši, struč

ný, ale logicky souvislý výklad nových poznatkO, dOležitých pro praxi. K vy
pracováni rukopisu a k rozmnoženi puolikace je bohu~el plánovacími orgány
ČSVTS stanovena poměrně velmi krátká lhOta. Sestavení a vydání publikace si
proto vyžádalo značné úsili nejen od autora, ale i od mnoha pracovníkO Domu
techniky ~SVTS Praha. Autor upřimně děkuje svým spoiupracovnikOm z Domu

techniky ČSVTS Praha, zvláětě Ing. Vladimírovi Václavíkovi, za jejich mimo
řádnou námahu a za péči, kterou věnovali uspořádání semináfe.

Cyril Hoschl
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1. ÚVOD

Mechanika zaujímá mezi přirodn:ími vědami zvláštní místo. Kromě toho,
~e obohatila naěe poznáni přírody a přispěla k technickámu pokroku, zaslou
žila se i o rozvoj exaktního myšlení a o společenský pokrok. Vždyi rozvoj
mechaniky se prolínsl s rozvojem matematiky a poznatky v nebeské mechanice
zpOsobily konečný pád středověkého scholastického učení. Bouřlivé události
za doby reformace a po ní vedly zpětně k novému rozmachu přirodních věd.

Tak bylo ukonče·no tém~ř dvoutisícileté období stagnace ve vědeckém poznání
a otevřen;y brány věeobecnámu pokroku. Mechanika si zachovává dOlažité posta
vení i dnes. Technický pokrok by neexistoval, kdyby neexistovaly velké obje
vy moderní fYziky, chemie a biologie a kdyby neexistovaly vyspělé matematické
metody, které-tyto v~dy rozvíjejí, vedou k novým objevOm a umo~ňuji jejich
racionálni vyu~ití. Velkou vzpruhou matematiky v této úloze byl vynález a
neuvěřitelně rychlý vývoj počitač~, který vedl k radikálnímu p~ehodnoceni

významu některých matematických metod a k všeobecnému posílení úlohy teore
tických vědních obord p~1 ~eěení praktických problémO.

Při uspořádáni prvni části semimáře o principech a zákonech mechaniky
poddajných těles jsme se snažili vycházet z těchto změn a podat účastníkům

semináře srozumitelný výklad některých partii v moderním pojati. Chtěli jsme
- alespoň zčásti - překienout rozpor mezi tradičním technickým vzděláním na
šich inženýrO a soudobou vědou, využivajici nových poznatk~ a náročných ma
tematických prostředkO k řeěeni rdzných fyzikálních úloh. Objasnili jsme
úlohu tenzorového počtu v mechanice poddajných těles a formulovali jsme ně

které fyzikální zákony pro deformovatelná tělesa (pro malé i velké deformace),
zvláště pro tělesa elastická, viskoelastická, plastická a pórézní.

V-tomto semináři doplníme náš výklad o dalši aplikace a o dalši fYzikál
ni poznatky, zejména z oboru termodynamiky a lomové mechaniky. Protože nemo.
žeme předpokládat, že všichni účastnici dnašriího semináře sledovali i jeho
první část, zvolíme - pokud to bude možná - nezávislý zpOsob výkladu0 V někte

rých kapitolách však budeme předpokládat, že čtenář zná tenzorovou symboliku.
Abycho~ nemuseli předpokládat hlubší znalosti tenzorové algebry, omezime se
na kartézské souřadnice, v nich~ mizí rozdíl mezi kovariantní a parciální de
rivací a v nichž nezáleží ani na poloze indexd. Vyžadujeme pouze znalost
Einsteinova součtového pravidla a konvence, podle které rozlišujeme sou~adné

osy číselnými indexy (.x,1, .xt.,.x,3 místo X I ~ ,:z. ). Indexy umistujeme podle

pravidel tenzorové algebry nahoře i dole, tSkže exponenty oddělujeme podle
potř-eby závorkami, aby nedošlo k omylu;, např. (.x i )'2- = .)(.1, X~. .
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2. ZACHOVÁNí HMOTY A vĚl'Y O HYBNOSTI

Je dáno spojité poddajné tileso, jehol body mají v referenčn:(m přiroze

ném· stavu pravoúhlé soui"adnice x;1 I X2
, J!~ •.Pi"edpokládáme, le_ jde o inerOl

ál-ni soustavu souřadnic, takže těleso v ní setrvává, v. k.lidu tlebovestavu
přímočarého rovnoměrného pohybu, není-lipf'edem' deformováno ani vystaveno
pO-sobem žádné sily. Za obecného pohybu se··souf'adnice xi, změní o posuvy

,u.:C ( (, = 1,. 2, 3), takže bude

• "-l 1... ) i i (.-1 JL '3 1 ):z.,f, =s z'\' (J(. I x, )l.~í t :.:x.+ A.,L, X a X l)( • T; ,

Indexy píšeme naho~e, abychom nainačili,!e jde. o kontravar1ant ní složky
vektoru t\ Toto označení by mělo význam v kosoúhlých nebo k:f-1vočarých souf'ad
n~~:~ich, takže pro tuto kapitolu není podstatn4. Proto taká nebudeme rozliěo

vat parciální a kovariantní derivace; čten~ obeznámený s tenzorovou algebrou
si mOža uvedené vzorce a výsledky snadno trasfmormovat do obecných souřadnic;

k tomu postačí poznatky z první části semináře (1978) •
..

Protože sou~adnice x~ jsou spjaty stále se stejným hmot~ bodem tě-

lesa, jsou to materiálové (konvektivni) souřadnice. Souf'adnice .!i(-~) určuj!

polohu pohybujiciho se bodu v prostoru, jsou to tedy prostorové soufadnice.
Zřejmě Ii ( t= O} -= )(:~, 4A,i ( t :: O) -:: \) t

Rychlost ,~~ dostaneme derivaci podle času.

(2.2)

Parciální derivace znamená, ~e
i, .

~ = konat.
f' •

Je-li nějaká funkce f závislá na materi-álových souřadnicich ~.I, a
na čase -f. (LagrangeOv popis), bude její časová derivace jednodu~e dfld-t :::
= 'bf/~t (X(, =konat) ~ Je-li však funkcí prost orových souřadnic (Eulerdv
popis), bude

Prostorové sou~adnice toti! nezdstávaji v čase konstantní, tsk~e musíme po
užít pravidla o derivaci složených funkci.
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Poslední rovnici lze zjednodu§it použitím Einsteinova součtového pravid
la (vyskytne-li se index latinské abecedy v některém členu dvakrát, znamená

,to sčitání pfes tento index od 1 do 3).·) Zároveň dosadíme z rovnice (2.2)&
S novým označenÍM lev:é strany budeme Ulit

Df ~f . l()!
]),t .

-:::::
f)t

+~" _~ fl

~i\

Symbol

D ~ i 'd
":

U +'" 'U 'l.":.bt
(2.6)

značí materiálovou derivaci. Bozliěenim symbolu bl J)·t od 'a J/~,t se pf'edejde

mo~námu omylu při výpočtu výsledné derivace dl át .

Nech! je nějaká vlastnost danáho tělesa popsána funkcí F'=Ft 1.~. i)
Chceme určit časovou změnu objemového integrálu

r = ~ F(2.il~)d.V.

"
(2.7)

Za krátký čas at se souřadnice

vrchem S se zrněni na objem V·
lL změní o V'; At . Objem
s povrchem SJ , tSkže

v s po-

~~ .. U~ :i [)F(é+".i~;f:,ttAi)dVI_JF(1.i,t)ttV]. (2.8)

~t ·~O 'I' "

Kdyby se integrační obl'sst V v -čase ~.cit neměnila, změnil by se integrál

(2.7) o hodnotu

, "'-" ol 'I~ ... ,.... .lI>- ~ ,," 1

Kdyby se naopak :ť~nkce F nezměnila, ale oblast V by se změnila na V' ,
pak každý povrchový element ciT by se posunul o vektor ~ &t a vytvořil

. ~..... ~ ~ -r _" ~
by t:ím hranolek o 'objemu áS. "\r(,tt '':," I)\,~'\i-J ct;),~"t • Přitom fY\, značí vnější

--. ~

jednotkovou normálu elementu dS ,J cl S I = otS • Tečkou označujeme skalární
součin, takže ~~:J 1:. tni v"' . V mist~ element'u ~{S má daná funkce hodnotu F t

Proto se integrand v rovnici (2.7) zvětěí posunutim elementu clS o součin

( f x objem hranolku). Integrál (2.7) se pozmění celkem o hodnotu

(2. 10)

~) Nechceme-li se omezit jen na kartézské souřadnice, musí být jeden z těchto

indexd horní, druhý dolní (jak jsme to ostatně vyložili v prvni části se
miná~e).
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Výsledná'změna je součtem obou dílčích změn, takže áI =ar1,tdIz.o Proto

(2.11)

.....,..
Posledni integrál znamená "pro.t ok" vekt oru ( F V' ) plochou S .

Podla Gaussovy věty S( FV).~ dS :: St4v- (F11)dV ~
s V

Množsťvi protékající povrchem S (levá strana rovnice) je stejné jako množ
ství vyvěrající z objemu V (pravá strana rovnice). Rozpisem do slo!ek do
st aneme *)

Tento výsledek dosadíme do (2.11). Dostaneme

br r lP f 'H" .,,,j
,-- :: J ( ~t + 11" 'lli + F t}-aa ) dV ·
Di: v

První dva členy na pravé straně značí [)F lOt , takže

D . DF ~'\rj
Dt ~ FdV = 5t I).[ t F fil ) tl: V.

V V

(2.12)

(2.1)

(2. 14)

Všimněme si, že pořadí materiálové derivace a integrace nelze zaměnit (deri
vací za integračním znaménkem bychom dostali na pravé straně rovnice jen
prvni čle~).

Zákon zachováni hmotnos~i požaduje, aby hmotnost obsažená v objemu V
nezávisela na čase, af už se objem, v němž jsou uzavřeny stále stejné hmotné
částice, změní jakkoliv. MUsí tedy být

(2.15 )

Použijeme-li v~orce (2.14), máma

(2.16)

*) V pravoúhlé soustavě souřadnic.
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Protože tato rovnice mue! platit pro jakýkoli objem V vyňatý z tělesa,

musí se integrand rovnat nule:

S pou!itím rovnice (2.6) mdžeme tento vztah upravit na tvar

(2.17 s)

Rovnice (2.17) tedy vyjadřuje zákon zachování hmotnosti za obecného po
hybu tělesa. Hmotnost v kaidém objemovém elementu tělesa, se za jeho pohybu
nezmění. Za pohyb považujeme také deformaci tělesa. Byla-li hmotnost v při

rozeném stavu tělesa rozdělena spoj1t~, zOstane spojitá i po deformaci.
Proto se vztah (2.17) nazývá také rovnice kontinuity (spojitosti).

Jde-li otěieso staticky deformovaná, je ~ = konat, 'l)'i = O ,takže
rovnice (2017) je identicky splněna. Okamžitá změna hustoty D~/Dt nemá
proto ve statice význam. Tam počítáme s celkovou změnou ~U8toty ~ltJ proti
referenčnímu stavu ~ctt) . Zřejm~

bude

.. ~ ~c (lJ dx1ct~2.d)(·3·
'10

;;)~1 ce ~i 'vi1

'1fX1 l')l1- '1x1

. 'b.c i 92,1- 'Cl 2.1..- ť()21

Igl =.
/h)(t Ilx.~ (~)(.3

~'z!. ~i.3 í~1.3

;1))(.i ~x.2- ~x.3

(2.18)

takže ob~ strany rovnice (2.19) budou integrovány v stejnám, ale libovolném
Objemu Vo • Integrandy budou proto stejné. Odtud

Symbolem I CL i značime det erminant složený z prvkO
řádku, j = číslo sloupce).

- 1)' -
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8 obdobni

(2.22)

Hybnost hllotnclho bodu Je definována jako.,8o~ě1n rychlosti bodu a jeho
hmotnosti. Je to vektor, který má smlr vektoru rychlosti. Hybnost celého ti
le8a je vektorovým. 8ou~tem hybností vlech Jeho-·hmotD;fch bodd.Hmotntm bod••
zde rozumíme element'rní objem olV 8 hustotou ~ ,tj. 8 hmotnost:! ~dV

Hybnost tAless tedy je

(2.23)

Ve slolkách

H.\ = ~ ~ '\1'~(.(V·
\I

-;.

Časová derivace hyb,"oeti DH /bi se musí rovnat výslednici pdsobících sil

F ,. 1~ &{ $ + S!;otV ·
S ,

~ ......
Zde 'P . jsou povrchové 'síly, ~'objemové síly. T"edy

(2.25)

~

DH ....
'-:F1)t

čili (2.26)

Rovnice (2.26) vyjedl-uje Newtondv pohybový zákon.

Podle definice tenzoru napjatosti

(2. 28) ,

~ái
Zde jsou sloJky tenzoru napjatosti vztalenáho k p~etvo~enámu elementu
a ~á jsou slolky jed~otkov'ho vektoru- vnějií normá1y v míst~ áS . První
ěl~n na pravé straně (2.25) upravíme podle Gaussovy vity:

.~ ( 'i)Gi~
~ Qi~ 1\1,; dS = j 'i>zj d.V ·
S S'

Vě1mnAme si, !e - obdobM jako v rovnici (2.12) - se derivace týká "slepého"
indexu .. Jil, kdelto index tf iJ ff, oznaěuJ1eí vektorovou slolku, musí zdstat na
obóu stranách rovnice (2.28) ·volnt". S poul1tím (2.24), (2.25) a (2.28) dá
(2.26)
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(2.29)

Nyní poulijeme vzorce (2.14), v nim.I funkci F
levá strana (2.29) pak bude

i
ztotOlníJl8. 8e součinem ť"

b r i ( r n l" -\,) ~ ~J ]-J
bt. 1~ '\T d.V ,. J l bí \> '\)' +~ .". ~ :l J" Vl V

~ II ~

Proto!e materiálová derivace součinu ~'Vi dá

(2.30)

a podle (2.16) se podtr~ená ěle~ zrulí, zbude v rovnici (2.30) na prsy'
'''\

straně pouze jeden člen:

(2.32)

Rovnice (2. 29) pak ~ává

(2.33)

Protole tato rovnice platí pro jak~o11 objem V

b'\r ,: 'l(:;i''' ji,
~ b1; ,.. W +

vyňatý z t61es8, musí být

(2.34)

To je známá ,Eulerova pohybová rovnice pro poddajnc§ tileso. K)

ObdobnA bychom mohli postupovat s momentem hybnosti, Jeho! časová deri
vace se rovná vektoru vtsledná silová dvojice pdsobící na těleso. Došli by
chom k 'závAl'U, !e t.~to podmínka nepfináAí .ád~Oll !lOv.o,u 1ntormac1, Je-li t~..
zor napjatosti ~a 'souměrný, tj. je-li <QJ1, =G"'I •

Poznamenejme, !e v teorii prulnosti se zpravidla pfedpokládají malé de
formace~ takle mizí rozdíl mezi LagraDgeovým a Eulerovtm zpdeobem popisu po
hybujícího se tělesa. Materiálová derivace pfejde v obyěeJnou derivaci, takže
na lev' straně rovnice (2.34) dostaneme Součin hustoty a zrychlení (V~i,.

"Ii OEulerova rovnice platí i Te statice, kde V = a levá.strana (2.34) vymizí •

. I)Gj~

= 1, 2. 3. P.f1tom ~"tF'.) .Je to vlastM soustava tft1 rovnic, n8bo~' 11

tt>G"1 i ~b1..\ ~G'~t
:::: -- + -- + - podle E11U1.·te~WIt~."'8,ii•••••••D:t9a"~

lb!4 'čl l%-- tl) i..).

=



Výsledky, kterE§ jsme dostali, jsou pozol'uh.odn'- Jsou-li transformaěm

rovnice (2.1).splněny li jsou-li zobrazen:! ~(;t,i;)a 'ť(x,t) jednoznačná,
spojitá 8 hladká, je tím zaručena geometz1cká 8ouy1s1ost a .eporuienost ti
lesa. JJe-li zároveň splněna 1 rovmc-e (2.,16) popf.(2-.17), je' tím zaruěena

i souvislost fyzikální (p~etvofením ~ terákoli l!áS~1- tělee~ se hmot no~t v ní

obss!ená nezmAm tl rozdilerd hmotnosti dst~e epoj.1tá>. Sp'lnirr! rovnic
(2.34) pak znamená, !e pohyb kald4 ěúti tiles8 jl' ovl'dán Jfewtonovým zélto-

nem.

Celkem máme 81 dosud ětyft1 rovnice pro deset neznámtch J totil 1Jro hus.....
totu ~t =tl tl , pro t~i slo y rych~osti vi (nebo t~l posuvy a i ) a pro
Aest slolek tenzoru nspjatosti (03'" • To je zf-ejmě :málo.

Mohli bychom poul:!t zékona zachovám ~nerg1e G_ Má-li vAa1t pro danou úlo

hu význam. pouze mechanická enlrgie, uk'!e se, 18 splněni tohoto zákona je
d~ledkem plynoucím z pohybových rovnic (to snadno dokáieme jejich integrací).,
Zákon zachování energie pek neposkytne _'dnou novou info~ac1. Je-i1 vě8k po
hyb tilesa spojen s výz~m~1 zminam1 tepelD~o stavu, dává energetická bi
lance nezávislOU rovniÓ1, kterou je mtno splnit. I: tomu se JeAtě vrátíme.

Zbývající rovnice dostaneme z dvaby o vzájemná vazbi p~8tvo~eDÍ a napJa
tosti, kter'- je dáBa mechanickými- vlastno8t~i tilesa. Dostáváme tzv. konsti
tuční (konst1tutivD:!) rovnlee. Zn_a-li pltasně 8truktu.rta';~le88 a zákony,
kter~ ovládají vazby jeho elementármch ěást1ct m:dleme 8e ,pokUSit odvodit
konst1tuěni rovn1c~ tělesa z vlastnosti jeho m:lkrostruktuJ7o. Skute~' mate
riály nemají vAa.k pravidelnou. stavbu, jejich detormaěn:! vlastnosti jsou spo
luurčovány nahodile rozdělenďmi defekty (nap~. u krystald dislokacemi).
K jejich popisu je nutn4 poulít statistických zá1tond.P.roto se větAinou spo

kojujeme 8 fenomenologickými vztahy zJii{ova~1 expertmeDt'lně na tělesech

věti§ích rozměrtt~ P~ikladem konstitučních rovnic je HOokedv zákOD.\

(2.35)

představující lineární vazbu mezi slo!kami tenzoru napjatosti a tenzoru p:fe
tVO~9ní9 Z matematického hlediska je to nejjednodušší molná závislost. Je·to
dalších ěest rovnic, ,kter4 doplň~jídfív.,1iYed.n4čtY:firovnice (2.17) a
C2. 34) na soustavu deseti rovnic, p08taauJí~tch ll: feěení úloh o lineárně

ela8tick~m tělese. Skuteěná prulná tAl.'sa 8e budou od ideálmho zákona (2.35)
více nebo máni odchylovat_, 8,.~O zvláAti pIi viti!ch deformacích.

Látky zpravidla měm plti deformaci svlJ tepeln:f st sv, takle k popisu je
jich deformačních vlast;nost:! Je nutná vych'zet z termodynam1cktch zákond.
To je samozřejm' II plynd a par. AvAék 1 II látek 11 pevné fázi mdle býtdefol'-

maee spojena s významnta1 změnami tepeln4ho stavu. Jsou látky
s velkou poměrnou deformací, viskoelast1ck4 8 8ta~~ do-
chází n~kdy 1 z vnit~ních p~ičln \chem1c~' r~akce, aj.).
P~íAtí kapitolu proto věnujeme v1kl~du . I
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3. TERMODYNAMICKÉ zÁKONY

Soustava spojitých těles se nazývá uza'dená, jestlile nedochází k žádné
výměně hmotných částí s okolím. Hmotnost uZ8v~en~ soustavy je tedy konstant
ni. Odstranime-li též jakákoli jin~ vzájemné pdsoben:í sousta:"y s okolím, do
staneme izolovanou soustavu. Máme-li o soustavě tolik informaci, !e ji dove
deme z hlediska dan~ho účelu dostat'ečně popsat, pak známe stav soustavy.
Jde--l1 např. o kmltaj:ťcí těleso, budeme jeho st av znát, bude-li znám jeho
nedeformovaný tvar, materiálové složení, mechanické vlastnosti, pole posuvd,
napjatost, teplotní pole. Jestlile se teplotní pole mechanicky neprojevuje
(nap~. je-li teplota témě~ p~esně konstantní), mdžeme teplotu v seznamu sta
vových veličin vynechat. Lze-li některou stavovou veličinu vyjádřit jako
funkci jiných stavových veličin, dostaneme stavovou rovnici.

Nezávisi-li stavová veličiny na čase, je daná soustava v termodynamická
rovnováze. IC popisu termodynamická rovnováhy někdy stač~ m~ně stavových veli

čin než ~ popisu obecnáho pohybu (děje, změ~, procesu) dané Bou~tavy, neboť

některé stavové veličiny ztratí za rovnováhy význam (např. viskozita). Počet

stavových veličin je tedy rdzný připad·od případu.

Pf'edstavme si termodynamicky rovnovážnou soustavu, kterou od okolí izo
luje stěna s takovými vlastnostmi, že změna stavu soustavy md~e nastat pouze
pohybem stěny nebo silami pdsobicimi na dálku (nap~. gravitačními silami).
Taková soustava se nazy'vá tepelně izolovaná. Každá změna probíhajicí v te
pelni izolované soustavě je adiabatická.

Jsou-li stavové veličiny nezávislé na prastorých 8ou~adnicích, jde
o homogenní soustavu. Klasická termodynamika studuje převážně homogenni sou
stavy, popř. heterogenní soustavy složené z homogenních části (fází). V této
kapitole se budeme zabývat jen homogenními soustavami.

Chcem~-li definovat vztah mezi dvěma termodynamicky rovnová!nWmi sou
stavami, potřebujeme k tomu pojem teploty. Definice, kterou uvedeme, se bude
zdát komická, ale je zcela výsti!ná a v podstat~ správná a úplná: teplota je
reálné číslo, které ukáže teplom~r. Je to jednoznačná funkce rovnová!ného
stavu teploměru. Je-li ka~dá ze dvou soustav v termodynamické rovnováze se
t~eti soustavou, jsou obě soustavy také ve vzájemn~ rovnováze. Je-li jednou
z t~chto soustav teploměr, pak všechny srovnávan~ soustavy mají stejnou te
plotu, a to takovou, kterou ukazuje teploměr. Protože tato teplota závis! na
konstrukci teploměru, je to empirická teplota. Uvedeme-li do společné sousta-
vy dvě termodynamicky rovnová!né soustavy, které mají stejnou teplotu, budou
tvořit op~t termodynamicky rovnová~nou soustavu. K)

*) Vznikne-li spojením soustav chemická reakce, poruší se rovnováha. Pak u!
nejde o rovnová~né soustavy.

- 17 -



P~edstavme sil nyní soustavu,tepelně izolovanou, ~. níl mohou probíhat
jen adiabatické změI\Y. P~ejde-li tato .soust.sva ze stavu I do stavu II,
pak .je k tomu zapot~ebí dodat vidy stejná mnolství prác~. (pohybem stěny nebo
silami pdsobíc.ími na dálku), nezáv1s1ena ·tom, jakým zpd&obe1ll změna probíha
la. To znamená, I. musí existovat -n6jaká Jednoznačn' funk·ce stavu W zvaná
ener5ie, její!p!'!rdstek za adiabatické zminy se rovná práci A. A dodané

soustav~ ':

AW -= AA (adiabatická zm§na). (3.1)

Neni-li změna adiabatická, nebude rozdíl AW'- AA nulový, ale bude 8e rovnat

AQ,-=~W-6.A (obecná změna). ().2)

Veličina ba značí teplo absol'bovaM soustavou. i'eplo A. Q. i energie 6. W
mají stejI\1 fyzikáln! rozměr jako práce AA (joule). Pf'epíěeme-l1 poslední

rovnici na tvar

(J.3)

dostaneme zákon zachování energ.ie (z vnějšku dodaná energie liQ + A. A se
v soustaTě pohltí ve formě energie A W ). Energie li W se mdže skládat
z rdzDých typd, nejčastěji z kinetická energie l<. ,z gravitačrú (polohová)
energie G a z vnitřní energj_e U , takte

Vypočítáme-li odtud U , dostaneme rovnici U :: W- k - G- ,která definu
je vnit~ní energii soustavy. Je dána součtem potenciální a kinetická energie
kmitováho mikrop~hybu molekul, tj. závisí na silách pdsobíeích mezi moleku
lami a na teploti. Pfi pomalých a nevelkých změnách lze kinetickou a gravi
tační energii zanedbat.

Poznamenejme, le teplo A Q, mdle být za obecné změI\V dáno nejen teplem
přivedeným: z okolí, 818_ také energii uvol~nou z vnitt\ních .zdrojd (chemickou,
elektrickou, teplem uvolněným rekr7,talizací a pod.). Dosadíme-li (3.4) do
(3.), dostaneme první termodynamický zákon ve tvaru

A Q, 'to li A -= A. K. +' II G ... A U . (3.5)

Říká, 18 energie soustavy (pravá strana rovni·ce) mdie vZl'dst jen tak, 18 do
ní pf-i'Yedeme' teplo nebo mechanickou práci nebo obojí (levá strana rovnice).

1'"ento termodynamický zákon se netýká obecné zkuěenosti.,leteplospon
tánn§ pi\echází vždy jen z teplejěího tělesa na studenějěíanikdy naopak.
Chceme-li tento je.,. "t'tě11t do fyzikáln!ho zákona, musímel'ozií~~"t.... seznam sta
vových veliěin o dvi, a to o absolutní teplotu .T a entr~~~ii.lli •

Absolutni teplota 'T je kladné číslo, které zá'V'i·síl)ouze na empirická
tep1.otě r .
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Entropie ! má tyto .,.18~tno8ti:

1. Entropie soustavy je souětem entropií jejích ěástí.

2. Diferenc1áln! zm~na etS entropie mdle být zpdsobena buc! interakcí

s okolím (změna d~ ) nebo vnitf-ními změnami v soustavě (změna dJ;: ).
Celková změna entrop1eje součtem obou těchto d:!lčích změn:

( 3.6)

3. Změna po.sobená interSkcí s okolím je dána pbměrem přírOstku tepla k abso
lutní teplotě

(3.7)

Věty 1 a! 3 definují entropii podle jejích vlastností. Věta 4 vyjad~uj.
druhý termodynamický zákon. P:(ěem.e-li symboly a~ ,« Si· , neznamenají
indexy tl , i, vektoroY~ slolky, ale prosté indexy, pf-ipomínajíc:ť význam
symbolu (externí, interní). Z' rovnice ().7) je ostatně z:feJm~, že entropie' S
nen:! vektorovou, ale skalární veličinou, která má fyzikální rozměr [ J K-"].

X stanovení stupnice pro absolutní teplotu pot~ebujeme tepe~ stroj.
Máme-li ve válci s pohybliYým p:ístem uzavfoen ideální plyn, pak ve styku
s prost~ed1m (lázní) o konstantní empirické teplotě Yt mňle izotermicky
expandovat, pf'ičam! odejme z okolí teplo Q,I.' která se rovná vykonaná vněj

Ai práci. Na pravé stran! rovnice (3.5) bude toti! nula, nebot kinetická ani
gravitační energie se nezmění (nejvýš se změní neznatel~) a vnitřní energie
ideálního plynu je funkci pouze teploty, která se rovněž nezmění. Pak je vá
lec izolován, tak!e plyn' se rozpíná dále adiabaticky, což znamená, ~e vyko
naná práce se rovná úbytkuynitřni energie podle (3.1) a (3.4) (A. j( =AG = O) fl

Teplo~a přitom kle~ne na JI . Pak je válec uveden do styku s lázni o teplo
t~ 'TU a plyn izotermicky stlačován. P.fitom se do lázně odvede teplo Q lI. '
která se rovná práci vykoMftd silou pdsobicí z .,.n~jěku na piet. Konečně

adiabatickou kompresí stoupne jeho teplota op~t na' Tl: a cyklus se mdže
opakovat. Tak by pracoval Carnotdv stroj, kdyby jej bylo mo!né realizovat. K)

Během jednoho pracovního cyklu b;ych~ získali mechanickou práci Q-r - Q lt ,

přičemž úbytek tepla z teplej'i:! lázně pf-edetavuJe práci Q,I, • Tepelná účin

nost stroje vyjde

(

JI) Nicolss Léonard Sad! CA.BNOT (1796 sl 1832), francouzský fyzik.
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Je to poměr ziskaná mechanické práce k celkovámu úbytku energie v teplejší

lázni.

Proto!e Carnotdv cyklus je periodický a vratný (izotermický i adiaba
tický děj probíhají v ideálním plynu vratně), musí ~ýt entropie plynu ve
válci na počátku i na konci cyklu stejná. ZDlě~a Ag~ =Set;6".t je nulová,
nebot děj je vratný, takže musí být také A~I = O • Pf-i ad:1.abatických změ-
nách se entropie nemění, neboť dG. = O • Při izotermiaké expanzi vzroste
entropie o Ai~I = Qt/rl'Ji:), pf-i izotermické kompresi klespe o -Ó.~!iL =
= Ou /TlIJ'i) • Tyto zm..ěny musí dávat nulový součet ASi-= A Se!r +-A~ii' takže

11 Ser :: - tl .~. II odtud

Q.[
--- :::::.
T lrTr.)

Q-u. (3.9)

Čis1a li: :: Tl 'JI \ ,Tu. -= T(T[) se mohou použít jako základ k vytvof'ení stup
nice pro absolutní teplotu. Stupnice pro tuto teplotu je tedy dána rozpína
vosti ideálního plynu. Tomu se nejvíce blí!í vodík, popf'. inertní plyny.

)(
Pojem absolutní teploty zavedl Lord Kelvin r. 1848. )

Entropii definoval Clausius. KH) Tento pojem lze pochopit méně snadno.
Ačkoliv jde o kvantitativ,ní veličinu, nemdžeme měřit její absolutní velikost,
ale jen její rozdíly, a to ještě nepřímo pomocí ji~ch fyzikálních veličin.

Pro větší názornost uveame analogii mezi rovnici ().7), která má tvar·

přírdstek tepla = teplota x přírt1stek e.ntrop1e

a rovnicí pro elementární mechanickou práci

přírOstek práce = síla x přírdstek dráhy.

EXistuje také analogie mezi Carnotovým cyklem a vodopádem. Práce získaná
z Carnotova stroje je úmě~ná rozdílu t~plot a množství sdílené entropie,
neboť Qr .~ Q·ii : T't: Sx -Ti5lt ,. tTI - T[ ) .~.• Práce ztracená pádem vody je úměr
ná rozdi1u výěek hladin a množství padající vody.

Entropie náleží k hmoti asi jako elektrický náboj nebo hmotnost. Existu
je v páře, v plynu, v kapalině 1 v tělese v pevné fázi, např. v oce11. Va
spojitém tělese je 'spojitě rozdělena.

*) Sir Wiliem Thomson (1824 a~ 1907), od r. 1892 Lord Kelvin of Largs •

• K) Rudolf CLAUSIUS (1822 až 1888).
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Pi'1kla4 1. Dokalte, le tepelná. 'Óělnnoet C81'no~ova stroJe z'v1sí Jen na po
Mru ab80lutních teplot obou lázní.

BeleDí: Z rovnice (3.9) d08adíme do (3.8). Vyjde

Tato hodnota nezávisí na druhu plynu, 8 Dím! cyklus uskuteěĎUjeme.

Pf'íklad 2. Dokalta, I. úěiDDost CarDotova cyklu by b\lla TAdy m.ni:!, kdyby

jednotllv' dAJe probíhaly nevratni.

Belem,: Kdyby komprese probíhala nevratni , odvedlo by se do druhé lázně

teplo Q iji (misto Q.[. ) a rozdíl entropií by byl

takle

8 tepeln' účinnost nevratn4ho procesu by qrla

Teplo

by bylo vždy Větší než bll pfi vratMIl ději. IC obdobným závirdm bychom

dospěli i p~i nevratná expanzi.

P:fík:1ad 3. Dokalté, 18 v cldsledku dl'uh4ho tel'Jl1odynam1ck'ho zákona mdle te-
I •

plo p~echázet jen z teplejJího tileea do studeDiji1ho a nikdy naopet.

Řeiení: ~ed8taV1le e~, I. i.oloy.aá 80U8ta~a Ilá dvl ěást1, tlleso o tep~otě

T1. - a jiM tAlesG o teplotl Tl' 0, .~ pf'estupu tepla ~S jednoho taleea do d.ru
háho dochází zvnltfnťch pf1ě~n v soustavi J takte /::).s~ >O • Necht teplo
A Q. p~ejd8 z prvního tllesa do druh4ho. Vtsledn'_na entropie uvmtf
soustavy bude
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Tuto rovnic i dělíme

Odtud -věak

Tt. > fu.;

tak~e první těleso musí být teplejAí. Zároveň shledáváme, že sdílení tepla
je nevratný děj. Pro vratl\f děj by musilo platit, le AS-i.- =O , takie
TI =Tl • To je však pf'ípad termodynamické rovnováhy, pf-i níž sdílení

tepla ustává.

Pf'íklad 4. Vypočtěte entropii 1 kilomolu ideálního plynu.

Řeljení: Pro ideální plyn platí stavová rovnice~'\T -= RT .~) Podle prv
ního termodynamického zákona (3.2) se pf-1vedené teplo d. Q. změní jednak na
mechanickou práci d.A = pct1r , jednak na pf'íro.stek vn1t:fní energie olU =
= e1ť eLf ( ev je specifické teplo při stálém objemu). Bude tedy

d Q, -: 1°&\v 1- C-v- ci r I

absolutní teplotou T a integrujeme:

dG. Pá" (i([ i c\1r ~ ol\"-r -:: -r- t ev r ": Q. -v T e" r '

S -= R em. ;0 -to C", lM, ~o +- 50 ·
Zde S,. je integrační konstanta. Definice D.7) neurčuje, jak má být velká.
Do výpočto. vstupují jen změ~ entropie, takže na integrační konstantě nezá
leží. Nezáleží 1 proto, ani na konstantách '\ro ,To • Poznamenejme, že u ideál-
ního plynu ~ $: = c( 9:" , nebo{ cl S~ = O •

4. VÍPOČET OOZNÝCHDRUHft ENERGIE

Pohybující se poddajná tělesa zpravidla netvoří homogenní soustavu,ne
bof stavová veliči~ mohoumit v rdzných místech tělesardznou velikost a
jsou tedy funkoí prostorových 8ou~adn1c. Chceme-li aplikovat poznatky z p~ed

chozí kapitoly, musíme se omezit na elementární objem dV ~ělesa, v něml

lze nerovnoměrnost zanedbat, a pak získat výslednou hodnotu hledaná funkce
integrací přes celý objem V •

JI ) Na rozdíl od ostatního textu zde 1>
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Pro kinetickou energii tělesa tak dostaneme

,*'
(4.1)

(4.2)

..
kde ,,'" resp. '\Y~ jsou slo!ky vektoru rychlosti, <? je hustota. Obě

tyto veličiny se vztahují k elementu objemu d. V • Poznamenejme, že v kartéz-

ských souřadnicích \ť t = V-~ , takle

~ l ""... )~, )1.. . '1. \ ~ \ -2. '::! (" ... ) '1, •'\T I\fi:: v 4 + l 1.rz. + l V 3 '} -= v v·

Vnitf'ní enersii II vypočteme ze vzorce

V =~~~dVl
\}

kde ~ značí m~rnou vnitf'ní energii vztaženou k jednotce hmotnosti.

Pf'ivedené teplo Q. je dáno součtem tepla, které pron1lcne povrchem tě

lesa 5 , a tepla uvolmného z vnitf'nich zdrojO, takže rychlost, jakou je
teplo p~iváděnot vyjde

(4.3)

V této rovnici znaÚ q [J m-2 s-lJ vektor tepelného toku, ..... [J kg- l s-~
množství tepla uv'olněného z vnltf'ních zdrojd v jednotce hmotnosti za jednot
ku času. Záporné znaménko u prvního členu.. ná pravé straně rovnice značí, že

~ ~

tepelný tok Cf.. sm~řuje ddvnitř t~lesa (proti vně ~ší normále '1i ).

Nejčastěji bývá l' = O • S použitím Gaussovy Věty mO-žeme pak rovnici
(4.3) upravit takt o

, OCl ,. vqď (~
- -= - j Aí d.V ::: - .) cU-v 9.. dVl y ,. 0-) -
\)t v u 2.e 1/ (4.4)

Výkon povrchových sil ~ (N m-~ a objemových sil ].. [N m-31 je
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Dělíme-li rovnici (3.5) ěaeoytm pfírdatkem Ai ~ O , dostaB•• v limitl
(pro (7 == kODet, .A e == O)

(4.6)

Tato rovnice, vyjad:fuje zákon zachovám a,Derg!e (první termodynamický zákon).
Říká,le tepelný a mechanický pf':Oton 8e epotfebuje na zminu kinetická a vmtf\
ní energie (za jednotku ěasu). Derivace vstupují do rovnice (4.6) proto, I.
v rovnici ().5) počítáme 8e změnami ,energii. Je proto loglck4, As výslednou
bilanci (4.6) piAeme pro výkony (výkon': pf'írdstek energie za jednotku času).

Upravíme-li derivace b)(/bi ,t>U/f>-t pomocí vztahu (2.14), dostaneme
porovnáním integrandO

(4.7)

Vyulijeme jeAt~ rovnice kontinuity (2.17)· ,8 pohybová rovnice (2.34); v po
sledni rovnici se n~která členy zru!! 8 zbude

(4.8)

~ 1._ D. i _ J)1r~ i D1r~
Pi'1pomeĎme, le 1>t l~) - l>t br~ 'Ir ) - 2. '\t'..{. -rr ... 2. '\)" lit, neboť v kar'Uz-

ských 8oui'adn1c!ch 1ri ~ tr"~

Označíme-li tenzor rychlosti deformace

( 4.9)

bude

r:-
J

ij
nebot tenzor napjatosti ~ je soum!rnt. Rovnice (4.8) bude mít tvar

(4.10)

1)~ 'Oll'
~ lit ". - 'b~i

.. r- 1iV· ..
• 'l,. c 1,3.
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Zaměf-íme-li 8e na malá deformace a na p~írdstky energií za čas Dt = ett- ,
bude podle (4.11)

(4.12)

Je-li l: entropie připadajíci na jednotku hmotnosti, připadne na jednotku

objemu pO.dle (3.7) teplo "'~ =~Td E ,tek!e

~ ., .
cA. t -: r d t + ~ G"'\J d€.tj · (4.l3)

Rovnice (4.11) popř. (4.1) je tedy energetickou bilanci za obecného pohybu
poddajného tělesa. Rozdíl mezi nimi je ten,. !e rovnice (4.13) platí pro malé
deformace, kdelt'o rovnice (4.11) platí obecně.

5. VÝZNAM DEFORMAČNí ENERGIE

V teorii pru!nost1s8 definuje energie·napjatosti 1.\ vztažená k jed

notce objemu vztahem

vztah (5.1) platí i pro nelineárně .pružná tělesa. Platí-li věek Hookedv zá
kon (2.35), mdžeme vztah (5.1) jednoduěe integrovat a dostaneme

(5.2)

V jinám p~ípadě bude konstituční zákon slolitějAí. Nakonec vždy vyjde ener
gie napjat ost i Jako funkce deformačního tenzoru, tJ. A = A \EiJ) •
Z rovnice (5.1).

(5.3)

Pokud tato derivace existuje a pokud integrál A = SG"1.idEtť nezávisi na
integrační, cestě, ale jen na počátečním a koneČnám stavu, má A význam
potenciální energie, a protože je :funkcí deformačního tenzoru, je to poten
ciální deformační energie (potenciální deformační práce).

Vnucuje 8e otázka, zda taková :funkce opravdu existuje? U pru~ného ·těle

sa je tenzor napjatosti Gii jednoznač~ závislý na deformačním tenzoru
€'{,i ,takle Jenom jeden z tichto tenzord Je nezávislou stavovóu veličinou.
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Z rovnice (4.1)) je zl'ejmá, le měrná vnitl'IÚ energie iť, je funkcí jednak
měrM entropie E , jednak deformačIÚho tenzoru f,~' • Mdleme proto psát

Pro totální diferenciál této veličiny platí vztah

Porovnáme-li tuto rovnici s rovnicí (4.13), vidíme, že

(5.6)

Za malých def'ormací se hust ot a ~ prakt ioky neměIÚ, takle součin ~ ~ po
dle druhé z rovnic (5.6) má význam potenciální energie- A v rovnici (5.):

( [, ='konat) . (5. 7)

Proto~~ je pf-itom měrná entropie konstantní, jde o adiabatickou zm~nu, tj.
o zm~nu v tepelně izolovaném tělese. Pro tuto' změnu tedy potenciální def'or-

I a
mačni energie existuje a má význam vnitfni energie obsa!.~é v jedno1;Qe opJ,.-p. )

Je-li teplota konstantní, mOžeme rovnici (4.13) integrovat. Proto!e

bude

Rozdíl t - r ~ označíme podle Helmholtze jako měrnou volnou energii vztale
nou k jednotce hmotnosti .K)

( 5.10)

x) Obě veličiny se mohou liěit o libovolnou aditivní konstantu, která p~i

derivování odpadne, tekle na ní nezá1eií •

•• ) Proti tomu výraz T r = t - 7 p~edstavuje energii vázanou. Jeto část

vnitřní energie, která 8e p~i izotermická změně neuvolňuje. - Hermann
Ludwig Ferdinand HELMHOLTZ (1821 s! 1894), německý p~irodovědec, fyzik,
fyziolog a psycholog.
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Palc

(5.11)

a rovnice (4.13) má tvar

Ze srovnání s totálním diferenciálem "funkce '] (TI (ti) dostaneme

( 5. 13)

Pf-i izot el'mická změně má potenciální deformační energie význam volná energie
obsa!en4 v jednotce objemu (A.. -:: ~'1) ·

Název "volná energie" pochopime, p~epíěeme-1i rovnici ().5) do tvaru

l6 \( -:: II G :: O) • P~i izotermlckám ději (T =konat)

A ~U -Tf.

Na prsy' stran~ je právě volná energie soustavy. Je to tedy práce, kterou
lze získat při izotermická změně. Ve srovnání s tim máme při adiabatické
změně ,(\!f = 0, tak!$

( 'f =k onst ) ·

Pl-i adiabatické změn~ mdleme získat práci jen na úkor vnitřní energie.

Vnltf'ni i volná energie jsou skalární veličiny, které se v uvedených
dvou pf'ípadech (při adiabatická popft. izotermická změně') rovnají deformační

energii. Ze vztahd (5.6) pop~. (5.13) je zf'ejmá, že deformační energie závi
si jen na tenzoru přetvo:fení. P:fi obecných změnách t o už nebude plat.it, de
formační energie bude závislá 1 na teplotě a entropii.

6. DUHAMELŮV - NEUMANNŮv ÚKON

P~edpokládejme, že potenciální deformační energii lze vyjád~it mocninnou
řadou

(6.1)
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Součinitelé

entropii r
Činitele

formací, . tedy

mohou záviset na teplotě r a na

Co určíme tak, aby deformační energie vymizela spolu s de

C. O = O. Pak

Protole e. U a G'.q jsou souměrM tenzory, je

(6.2)

Ci,j"-t:: t iitL
I

(6.3)

··tt
takle existuje 21 nezávislých činite10 C~4 • Potom z rovnice (6.2) vyjde

(6.4 )

Jaký je význam činite1o. C~i '1 Je to zf'ejmě napětí C5 'Li v nedeformovaMm

tělese ( ~tt = O). Taková napěti mohou vzniknout odchylkou od referenční

teploty, zejmána nerovnoměrným rozdělením teploty. Je-li ,T = To =konat,
je nedeformovan4 t'ěleso bez napětí (to vyplývá z definice p~irozeného stavu
tělesa). Funkci c(j(r)pl'oto rozvineme v Taylorovu f'adu kolem hodnoty r =
= To , neboť víme, 18 c~j l To) = O. Bude

. . clCij .. '1 t tt'1. ctj , .1..

C\.JlT) =t lLT )1-
0

l T- ro ) +- 2: \. cl. p. Jr" t r- Tv} 1- (6.5)

Omezíme-li 8e jen na lineární člen, ·bude

C:"1 = -'~'(,k l T- To) ,.
~. d.c\i

(ba - -(-)- ctT .T. To (6.7)

Jde-li o izotropick' těleso, nshl'adíme ěest souč1nite10 (' <.j jedintm sou-
činitelem ~ podle vztahu

(6.8)

( t ij je lCroneeterovo delta, S-li = 1 pro i- = J ,jinak O). Dosaze-
ním do (6.4) dostaneme Duhameldv-Neumarmo.v zákon
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Pro T = To pfeJde v "obyčeJnI" HOokedv zákon (2.35). x) Je-l~ těleso

1zotrop1ck4, vyjd~ (úpravami, kter~ Jsme probrali v první ěást1 semlnáfe)

( 6.10)

Označen:! 88 shoduje s tím, kter4 jem. poulili' u rovnice (200) v publikaci
vydan4 k první části ~em1náfe. V k81't4zských 8o~adn1cích nezálelí na polo
ze tndexd, tak!e mdleme psát

( 6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14 )

E je Youngdv modul pru!noati (v tabu či v tlaku), f Poissonovo č:íslo,

Á, Lam4ho elastická tomtam a, G modul pruJnosti ve smyku.

Ke vztahu (6.11) 8zistuje inverzní vztah

4-r,Lt 3u r
€ij '= E (51.j - ~ ~ bíj t ~ (T - To) o~i I

(6.15)

= součinitel d4lkov4 roztalnoeti.

Duham81~v-Neumann~vzákon fík', le napjatost .zpdsobeDá deformaci 8 ne
rovnomirným rozděleDÍm teploty (odchylkou od referenční teploty) dostaneme
součtem napjatosti, která by vznikla pfi stejná deformaci za refereněni te
ploty. r = To a napjatosti, která pfielul1 nel'ovnOlllrn4mu rozd~lení te
ploty p~l nulové deformaci.

Teplotnť napjatost mdlenmklJOut i pf! rovnoměrné i.teploti, je-li těleso

nehomogenni nebo je-li niJet bráněno Jeho teplotní dilataci. Dosadíme-li do
rovnice (6.14) G~~ = 0, vidíme, !e teplotní napjatost v homogenním lzotro-
pick4m t§lese nevznikne, mdle-li v nim volna vzniknout přetvof'eni €'1,j' =
= ~ tr-Tol ~ij a je-li toto pfetvofení kompatibUní. 1'0 vyžaduje, aby teplota
byla lineární funkcí soui'adn1c.

x) Ze srovnání s rovnici (2.35) poznáváme, !e C'-ite .. E 'qt~ ·
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P~íklad 5. V Pl'utov' 80uatayl podle o~r.· 1 sl01804 z prutd ze 8teJ~4ho

materiálu a se stejDým pl'di'ez81Il vzroste teplota prutu 1- 3 o /1 T ;: T - To ·
Vypoětite teplotní napJatost.

Obr. 1

, 1 Ra
':D----...-.I!~----....

Obra 2

.fteěení: Znemo!níme-li deformace, vzniknou v jednotlivých prutech síly

( 1)

Na kloub J\ ,bude pfitom pdsobit vpravo síla 'P1 -::: - S1~ (je to záporo! vza
t á výslednice sil ve věech prutech). Ve skutečnosti tam síla Pi nepdsobí.
Od napjatosti (1) musÍMe proto odeěíst DapJatost podle obr. 2. Výsledná
napjato.t pak bude splňovat podmínku, le kloub 1 není zatí!en. Pl-esvěděte
se, 18 výaledM síly F v prutec~ tvo~í rovnová!nou soustavu a vyjdou talc
to:

ex E s~'r

Ft1-
-::

"2»+ ff

F·t~
QcxES 6.r

(2).... -
3+fJ

t1'"f

f3 ~ESAT
• 6+ f3

Postup vtpočtu lze shrnout pomocí maticov4ho zápisu do p~ehledn4 formy. Dan4
síly v uzlech tvoi'í vektor i Q. \ • Ten seskládá ~ počátečních hodnot /fll}
pf-i nulová deformaci 8 ze sil [kl {~ 1 vzn1kltch v uzlech tím, !e uzly uvol-

. níme, takle se posunou do nová rovnováln.4 polohy. Posuvy uzld tvo~:ť vektor

t~ ~ ·
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Je tedy

()

Nejprve vypočteme síly (P ~ v uzlech konstrukcé (v naěem pf!kladu v uzlu
1 ), které p~l daných změnách teploty udrlují soustavu nedeformovanou. Poté
vypočteme posuvy

(4)

které vzniknou za referenční teploty pdsobením daných vnějěích sil t Q}
(v naěem Pf'fkladU nulových) a záporně vzatých sil ~ fl j • Přitom [K] je
matice tuhosti, (k]-1 matice poddajnosti. Rovnice () a (4) jsou ekviva-
lentní.

Napjatost, kterou vyvolají posuvy [1.(.1 za referenční teploty I sečteme
s napjatostí, která vznikla v nedeformované so~stavě pdsobením teplotních

rozdílo..

7 • POVAHA TERMODYNAMICKÉ ROVNOVÁHy

Je-li soustava v termodynamické rovnováze, nezávisejí stavové veličiny

na čase. To znamená, že se nesmějí změnit okrajová podmir.ky a že ani uvnit~

soustavy se nic spontánního neděje. Ptáme se, za jakých podmínek taková
ro~nováha nastává a pop~ípadě trvá.

Předpokládáme, ~e za termodynamické rovnováhy známe soubor stavových
veličin pro stav I

I ... (i 1 ~ trl G ij I €o ci ) ·

Abychom prozkoumali povahu takové rovnováhy, změníme stavové veličiny o ne
konečně. m~lé J ale jinak prakticky libovolná spojité prostorové funkce S" ~
é L atd., kterým budeme ~íkat variace. Nejsou to pouhá pf'íro.stky, protože

mohou mít v rOzných místech rňznou velikost. Jsou to první "funkcionální di
ferenciály". Obdobné veličiny ot t ,E1.. L atd. budou nekonečně malá dru
hého řádu, budou to tedy druhé difereneiály. Měrná vnitřní energie se změní

na hodnotu

a obdobn~ se změní i ostatní stavové veličiny. Zanedbáme-li malé veličiny

druhého a vy§§ťho řádu, bude A i ; 8t obměnou čili variací funkce 'l .
Ze stavu I se tak dostaneme do "sousedIÚho" stavu II, pro ktérý budeme
mít stavové veličiny
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II ••• (ť t Á. ~. L + 6. '[I .-. I f.tj +-tJ.€ti)·

Má-li platit termodynamický zákon (4.1), totil rovnice

~ .. . ~

A t -= i Ll L + ~ l ca t3 +AGtJ} Lleti

s ch~bou nejvýě nekonečně malou druh4ho ~ádu, musí být

(7.2)

(7.)

Budeme poladovat, aby 88 okrajová podmídcy nezm'n1ly a aby 8e ~ezman1l8

vnitfní energie soustavy. !o SDaDl8ná, le b E: =0, 6 Eia" . =O. Z rovnice
(7 .)dostaneme, 18 tak' [! = O.Entropie nabtvá proto stacionární hod'DO

ty a ve stavu II se ,mdle od stavu I~,' lil1t nejvýA o nekonečně malou veli
činu druhého ~ádu

(7.4)

Podle druhého termodynam1ck4hozákona nem61e stav II spontánně pi"ejít do
stavu I, jestlile by tato změna .Ile být provázena úbytkem entropie. Změna

II -. I tedy nemdle nastat, Je-li entropie ve stavu II větAí ne! ve sta
vu I , [ ... A! >t: J tj. j .-1 i A t >O~

Kdyby bylo Ot ~ O ., soustava II by mohla
l

pftejít do stavu I. Ze zku-
šenosti víme, !e každá nevl'atná změna, kterou druhý termodynamickýzák:on
dovoluje, skutečně nastane. P~edpoklad ů t <. O pak znamená, !e stav II
přejde spontánně ~pět do stavu I. Jestliie se těleso spontánně vrac~ zpět do

stavu, z něho~ bylo vychýleno, je tento stav stabilní. Za stabilní rovnováhy
(I) nabývá tedy entropie i: maxima (pfi t =konat, € tl • konat). lCaldý
přírdstek entropie "pfi malá.změně stabilního stavu m~že být jen záporný.

Badatel J. W. GIBBS dokázal, .Je tuto podmírku stabilm termodynamická
rovnováhy lze formulovat alternativně také tak, le za stabilní rovnováhy na
bývá vnit:fní energie t min~a, je-li entropie udrlována konstantní. Uve
den4 dvl podmínky lze zapsat takto:

Rovnítlco platí pro 'pfírdstky nekoneěně malé prvního řádu. K)

.) První zápis (7.5) má tedy tento smysl: é! =0 ,s1.r <. O pfi t =kmlst.

DOkaz ekvivalence obou vztahd (7.5> uvádíme v 6. pi'íkladu. 
Josiah Williard GIBBS (1839 al 1903), 8mer1c~ý fyzik.
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Přirozený (referenční) stav pružného tělesa je termodynamicky stabilní.
Je-li takové těleso vyvedeno pdsobení~ vnějších sil z tohoto stavu, vrací 8e

zpět do pOvodního stavu, jakmile síly přestanou pdsobit. Je-li změna adiaba
tická, je entropie konstantní a podle druhé z rovnic (7.5) je vnitřní ener
gie ~ v přirozeném stavu tělesa minimální. Při každé adiabatické změně,

kterou těleso vyvedeme z přirozen~ho stavu, musí prot o být

tj. zmina li i je pozitivně definitní. Proto!e podle (5.7) II =~t , je
tak~ AA pozit ivně definitni (v okolí pi"irozeného stavu t~le8a) •

Je-li změna izotermická,. pak z definice volné energie 1:: t - T r.
[arovn. (5.10)] při T =- konat plyne podle první z rovnic (7.5), že
v př'1rozenám stavu nabývá volná energie minima ( í. je totií maximálni 8

člen :r L se odečítá od konstantní hodnoty t ). V tomto případě je t\ :: ~T
a věta o pozitivní definitnosti změny potenciální deformační energie v o~olí

stabilní rovnováhy proto stále platí. To má velký význam pro teorii pružnos
ti. DOsledkem tohoto poznatku je jednoznačnost řešení úloh ze statiky a
z dynamiky pružných těles (s výjimkou případd, kdy je poruAena elastická
stabilita), věta o minimu potenciální energie, v~ta o minimu komplementární
potenciální energie a v jistám smyslu i Saint-Venantdv princip. Platnost
těchto vět a principd je tedy zaručena jen-prp adiabatick4 nebo izotermické
změny. J1~m dasledkem jsou omezení platná pro elastické konstanty, což nyní
stručně uká~eme.

V publikaci vydané k první části sem1náf'e r. 1978 jsme uvedli tvar
(210) Hookeova zákona pro 1zotropický materiál

(7.-8)

,,:, '\ C'~ i ~ r-.,i,
kde i>1=G"i -h o i (l, i '" Et -e u j jsou deviátory na~jat~st i r~s P'ť
deformace, které odpovídají změnám při stálém objemu, a .h := 3 b k ,e, '= .3, ~ k
jsou hodnoty odpovidajiť:í objemovým zminám l1V/V ~ €i =3e. Tyto části Se po
dilejí na výsledné deformační energii nezávisle, neboť deviátor napjatosti
nekoná práci při objemových změnách a hydrostatická složka napjatosti neko
ná práci při změnách tvaru daných dev1átorem deformace (za konstantního ob
jemu). 'Proto lze jednoduše sečíst práce vykonané každou částí napjatosti
zvlá~ť. Výsledná deformační práce je K)

K) Veli~ina A podle (7.9) představuje zminu potenciáln:l defol'mační ener

gie (v přirozeném staVU je A = O). Je proto ó../\. ={). • Symbol 6 vy

necháváme. Veličiny AI a 6 jsou dány rovnicemi (6.13).
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(7.9)

Má-li být tato ve11ěina pozitivDi definitní (tj. vidy kladná), musí btt

G > 0, '3Á+1G:>O. (7.10)

Pomocí rovnic (6.13) lze ukázat, 'že tyto podmrky jsou ekvivalentní 8 ne
rovnostmi

E > O I -1 < /k < O,S, (7.11)

platnými pro Youngdv modul prulnost 1 , E a Poissonovo ěíslo f
Záporné Poissonovo ěíslo nebylo nikdy v přírod§ zjiAtěno. Většina látek

má .fL = 0,25 až 0,35, nejvltA:!hodnotu má pry! (asi 0,49), z kovO olovo
(0,45), nejmeni:í hodnotu ze známých l'tek má beryll1um (0,01 až 0,06).

Nerovnosti (7.11) platí pro izotl'opický materiál. Ačkoli 8e týkají čis

tě mechanických vlastností materiálu, plynou z termodynamických dvah.

Příklad 6. Dokažte ekvivalenci obou tvrzení obs8le!\ých v rovnicích (7.5).

Řeěení: Máme dokázat ekvivalenci vztahd

(1)

(2)

Vždy existuje moinost zminlt stav tělesa *J'k, aby entropie 1 vnitřní energie
zároveň rostly (p~ívodem tepla) aebo zároveň klesaly (odvodem tepla). Pfed-
st aVD1e ~i nejprve, že vztah (1) ,neplatí , tzn. Je A ~ • O , li. r. > O • Pak musí
existovat taková změna, která z~enA:! A!. k nule 8 zároveň zmeněí 'ť
takže p:fírdstek A~ bude záporl\t:

(3)

Proto nebude platit ani vztah (2). Nyní uvaiujme Jiný případ, kdy neplatí
vzt ah (2), takle Ar -= O , A 'ť, < O • Pfívodem tepla md!eme dosáhnout stavu, .
že bude

'"6.4-.>0, 6.~ =0. (4 )

Nebude tedy platit ani podmínka (1).
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Neplatí-li podmínka jedna, neplatí ani druhá a naopak. Platí-li tedy
jedna, plati 1 druhá, čím! je 'ekvivalehce dokázána.

8. NEVBATNÉ ZM'Ě:NY V PODDAJNÝCH TĚLESi'CH

Uvedeme-li do vzájemného styku dv~ izolovaná tělesa, bude se teplejší
těleso ochlazovat a chladnější zah~ívat, a to tak dlouho, až se teplota
obou těles vyrovná. Cílem nasta1é změny je tedy termodynamická rovnováha.
Podle druhého termodynamického zákona směřují k takové rovnováze všechny fy-
zikální děje v izolova~ch soustavách. P~psaná změna je nevratná, nebot
v izolované soustavě nikdy nenastane případ, aby se teplejší těleso dále za
hřívalo a 8tude~jší ještě více ochlazovalo.

Při deformacích viskoelastických a plastických těles se ms~í mechanická
práce a přeměňuje se v teplo. Také tato změna je nevratná, protože se nesta
ne, aby plastické těleso pouhou zm~nou teploty vrátilo předtím zma~enou a
v te,plo proměněnou mechanickou práci.

Protože se při nevratQých změnách zvětšuje entropie, vstoupí tato sta
vová veličina do rovnic popisujících termomechanické děje. U každé změny

stavu pozorujeme souč,sená po.sobení dvou veličin, jedné intenzívní, druhé
.. : extenzivní. Takové dvojice jsou např. síla a dráha, elektrické napětí a

množství náboje, rozdíl vý~ek hladin 8 mnolství protékající kapaliny, te
plota a entropie. Entropie je. veličinou extenzivní a proto podléhá zákonu
zachováni entropie.

,Toto tvrzení je zdánlivě v rozporu 8 tím, že entropie izolované sousta
vy p~i nevrat~ch zm~nách roste. Abychom to objasnili, vrátíme se k případu

dvou těles o rť1zné teplotě:-. Tělesa uvedeme do vzájemného styku a umo!n:íme
tak vedení tepla mezi oběma tělesy za současné izolace těles od okolí. -
Z tělesa I pf'ejde do tělesa II mnolství tepla A Q • Změny entropie
těchto těles jsou

Si Á~
II .'. =+ --'

~1 TI. ( 8.1)

~to rovnice platí pro začátek děje (než dojde k znatelQÝm změnám teplot).
rndex i znamená, že změna nast ává samovolně uvnitf' soust avy. Celková změ

na entropie

čili

I

~~ ::
I
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Teplo tedy pf'echázi z teplej~ího tělesa do studenějA:ího.

Z hlediska vnějšího pozorovatele považujeme teplo, které vydá t6leso I,
za teplo okolím přijaté, a teplo, které pf'ijme těleso II, za teplo odevzda
né. Proto

AQ
-= + - t

Tr. . (8.4 )

Výsledná změna entřopie vyjde nulová, nebo!

I" .. (1 I··::······· ·:,:m 4. A~ .•••~.::....::.:i.:.··..,J.:~.T + " ..•.:Q...:.. _:.:.: ....:.'::~.!. lr :: O,:u ~.. ~ &:': .•.:eI. t D.~)e.'U: -Iji' .. _ u 3::~,,, :!

Jinak řečeno, tělesa musila být nejprve uvedena do nerovnovážného stavu zá
sahem z vnějšku; tomu p~:!sluš:! negativní změna entropie a:1<l- • Pot*t dojde
k vyrovnáván:! teplot z vnit~ních p~:!čin, spojená se vzrdstem entropi~ ~"
Úhrnné množství entropie se nezměnilo.

q(z) q (z+ dz)

z dz

Obr. 3

Zřejmě

Uvedený pf'íklad je poněkud "n~:pf'1rozený"

tím, 'že se p~edpokládá.počátečnínespojitost
teploty v místě styku obou těles. Uskutečňuje-li

se vedení tepla uvn1t~ jednoho tělesa, je rozdě

lení teploty nerovnoměrné, ale spojité. Pl'ed
stavme si například dlouhou izolovanou tyč jed
notkového prOřezu (obr. 3), která vede teplo

(J r J -2 -1]
~ L m s .' •

(8.6)

takže teplo odevzdané elementu délky d·t. za dobu di je

(8.7)

Vnitřní energie za stejnou dobu vzroste o ~ (D 'lll>t) rif. di;. • De:ťormačIÚ

práce se' nekoná, nebot tyč je bez napětí. Dodaná teplo se proto celá promě

ní v přírOstek vnitřní energie. Po kráceni součinem dtd~ dá tato podmínka

Tato rovnice vyjad~uje první
d.R. vzroste o ~(()ill>~4~dl,

áo.. '" O ~ ti! '.T ., 1) t o.~

( 8.8)

o délce

(8.9)



Dosadíme-li z rovnice (8.7) do (8.9), vyjde

Dl: 4 I~tl

~i>t ""'-rDi:'

Tuto rovnici upravíme f~rmálně použitím identity

na tvar

( 8.10)

( 8.11)

( 8.12)

Veličina (qlr) představuje množství entropie prošlá jednotkovým pr~~ezem

za jednotku času, tedy tok entrC)pie ~. LJ m- 2 s-l x:- 1 .1 • Je proto

Podle (3.7) je to změna entrop1e v elementu o délce cl=
akci s okolim, takže

Pak ovšem

(8.13 )

pdsobená inter-

(8.14 )

(8.15)

neboť ~= 1&-t!~ . Pod.le druhého term,odynam1ckého zákona je poslední vý
raz nezáporný, takže

(8. 16)

(8.17)

To znamená, že teplo směf'uje proti gradientu teploty_ Rovnice (8.12) vyjad
řuje zákon zachov&ni entropie, jak ještě ukážeme.

Vyjmeme-li z tělesa objem. V uzavřený povrchem S ,má zákon zacho
váni entropie tvar

~ ~ ~ 1: ti V =-1 ~. 0<1 ~ ~t S~ f-i clV
v S v

Na levá straně je celková změna entropie v daném objemu za jednotku času.

Na pravé straně značí poslední člen přír~tek entropie z vnitřních zdrojd,
~předchozí člen úbytek entropie výtokem plochou S • To je část pfedstavu
jící interakci s okolím. Podle (2.14)
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( 8.18)

(8.19)

Podle (2.16) vymizí poslední dva ěleny '9' závorce 1nt_.pandu, takle

D 'l) I-
ii ~ ~ taV .: ~ ~ bt cl\}.

tJ \I

Obdobný vztah platí 1 pro poslední člen v rovnici (S.i7). Podle Gaussovy
věty

r ~ -.. , ~

) ~ · d.S= ~ cU'\/" <p' ll.V '
s V

S tím nabývá rovnice (8.17) tvaru

~ Dr ,~. r l)'r~

~ C? bt cLV :o - JcUv ~. cl.') + j ~ 'nt ctV, .
. "'t V V

Proto!e tato rovnice mRsí platit pro jakýkoliv objem V
t!lesa, musí se rovnat integrandy 1

( 8.20)

(8.21)

vyňatý z danáho

(8.22)

Pro jednorozměrný přfpad vedení tepla má tato rovnice tvar (8.12), jak jsme
ukázali.

V termodynamice nevratQých změn se p~edpokládá, !e kdekoliv v tělese

platí nerovnost

(8.23)

Rovnost by platila jen pro případ vratná změny nebo rovnováhy. Proti tomu
člen

(8.24 )

předst,.vuje vratnou část změny entropie, která mdle být 'nulová, kladná 1
záporná.

V prostorových souřadnicích Z1 , l" , l,3 máme

Dte. f~ (}..1. ~, t
~ lH -= - ~!i (r) =-d.úr~T), (8,25)
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-+
I Cl )

P~edstavuje-li tok entropi'e \ T extenzívní veličinu, musí být výraz
(Q(<'1,Ó. riT) veličina intenzívní. Jejich součin vytváf'í změnu entropie podle
,( 8.26) •

4
Tepeln,t tok q závisí na teplotním gradientu ~ť'u.d..T • Tuto závislost

popisuje Fourlero.v zákon vedení tepla

i 1_ Jť 1),
tI. -:& - 1<, ,t) Gao , ( 8. 27 )

9. ZÁKONY TERMOELASTICITY

Nyní jsme ji~ schopni formulovat zákoQY, která jsou základem výpočtu

teplotních pnutí v tělese nebo v soustavách tAles.

Ffedpokládáme, ~e v nezatíien~m tělese není za referenční teploty ~

iádn4 napětí. Tento přirozený stav tělesa se mdie poruAit bueI změnou teplo- *
(,

ty nebo deformací vyvolanou vnějěím zatí!ením nebo obojím. Jsou-li posu~y ~

mal'. platí pro "deťormační tenzor známá rovnic"'t podrobně odvozené l' publi- .
keci vydan~ k první části semináf'e:

Mezi tenzorem napjatosti a tenzorem deformace platí vztah (6.9), toti~

Duhameldv-Neumanndv zákon

1,~ " ti ~ l - n. i,i, , T - ')"r.; tl :: '"' Ghl - ''''' IJ l - I o '

Zákon zachováni hmotnosti vyjadřuje rovn1Qe (2.17 a), toti!

Dále platí Eulerova pohybová rovnice (2.34)

(9.2)

( 9.3) ,

( 9.4)

Zákon zachování energie je vyjádřen rovnicemi (4.11) pop~. (4.13). Napíěeme

jej ve tvaru
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kde

. 1 .. 'V'V''; 'd -'li .
Vl,i =: -2. l ~ ~3·. r :...:.I..) ·"'4 cl -,;. ,~'l ~. .

Zákon zachování entropie (8.22) zní .
bL ~ Cl~) ~3 ~r

~ J>t ':- ~h1 (T - (Tll. 'Ve;'

Dále pfipojfme Fourierdv zákon vedení tepla (8.27)

( 9.8)

8 koneěn! definici _l'n'ho tepla C1)- pfi nezmlDin' deformaci

Dr ~'i..i
lvev- -. .. - --,
'D·t ~~~

Poslední rovnice pfedatavujs vazbu mezi teplem dodaqfm do Dij8k4ho objemov4
ho, elementu 8 jeho teplotou •.

Rovnici (9. 7) mdleme upravlt do jednoduiAího tvaru, obdobnáho k rovnici
(8.10) :

( 9.10)

Označíme-li materiálovou derivaci tečkou, bude

( 9.11)

nebo! entropie je :funkcí pi'etvoi'ení a .teploty. Porovnáme-li (9.11) a (5.13),
dostaneme

-• .'"b'L ? . ';)",*f •
t =- 1)fij ~T f. i4 - ~Tl. T · (9.12)

tt)'~ .. ~ ~ .
Pfi nezminěná def01'J!18ci. ( f, 1,j =O) je tedy ! :: - ~r1. T .Z rovnic (9.9) 8

(9.10) vyloučíme 1Jq"'/ 'iJ?:." • Vyjde

( 9,.1)

8 odtud

(9.14 )
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Podle (5.13) a (9.2) je dále

Výrazy (9.14) a (9.15) dosadíme do (9.12) a odtud do (9.10). Dostaneme

I()oť

- 'i)~L '" ~ C". T+ T (:> tj ~-i.i

S použitím (9.8) vyjde

Touto rovnicí mO~eme nahradit vztah (9.7).

( 9.16)

(9.17)

P~íklad 7. Jak se mění teplota 1zolovanáho elast1ckáho tělesa p~1 jeho pfe
tvo~ení?

~eěeni: Probíhá-li deformace rychle, je vedení tepla (alespoň zpočátku) za
nedbatelná. Levá strana (9.17) je proto rovna nule. Pro změnu teploty !J. r
za čas ~ t -+ O pak dost$neme vztah

Je-li materiál izotropický, je 0 LJ • ~ bi.,i ,takže

T T ClV (2)
AI '" - ~C\i f) ~Ei\ -= - ~Cv [0J T .

Poměrná změna objemu 6. VI V se totiž rovná 6. €i1 t .6. t:2.2- +A ~'> =ti ~~i

Vzorce (1) resp. (2) odvodil Lord Kelvin.

Podle rovnice (2) nevzniká smykovou pružnou deformací !ádná změna te
ploty. Kdyvychom např. chtěli měfit na povrchu nějakáho tělesa bezdotykovým
zp~sobem změnu jeho teploty a odtud usuzovat na míru jeho dynamického namá
hání, mohli bychom se dopustit vážné chyby. Naše metoda by indikovala pouze
tu část deformací, která je spojena se změnou objemu.

Pfíklad 8. Vypočtěte změnu teploty při adiabatickém protažení ocelová tyče

k mezi pružnosti. Dáno: hustota C? = 7800 kg m- 3, mez pružnost i 6"' = 300
MN m-2, součinitel d~lková roztažnosti ~ =1,2.10-5 K- l , měrné teplo
ev- = 461 Jkg- l K- l , modul pružnosti v tahu E = 2.1.105 MN m- 2 , Poisso
novo číslo tt, = 0,3 •
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Řeěení: Podle ěest' kapitoly

( 1)

Pro zm~nu objemu při zkoušce tahem máme

(2)

takže KelvinOv vzorec (2) ze 7.přík1adu dá

Za normální teploty 20 oe je T!: 293 Ie, takte

--5) ( 6(293).(1,2.10 • 300.10 )
(7800).(461,.

Teplota tedy poklesne asi o t~l desetiny stuPně.

!: 0,29 IC.

(3)

Příklad 9. Odvodte vztah mezi adiabatickým a izotermickým modulem prulnosti,
v tahu pro izotropický ·materiál.

~e~en1: Izotermick4 protažení zkušební tyče nahradÚDe adiabatickým, pf-i
němž teplota poklesne o hodnotu

T~~
AT~---"QCv ( 1)

Dodatečným vyrovnáním teplot vznikne při nezměněném tahov'm namáhání pomir
né prodloužení .:X \u:T \ • Označíme-li adiabatický modul pružnosti E* , bude

takže

~
-J

E
(2)

,1-E
T<Oi"- --~..._.._- .
~ C".

( 3)

Adiabatický modul pružnosti E~ je proto vždy větěí než izotermický E
Pro ocel za normální teploty máme s hodnotami z p:fedchózíh·o příkladu

E~

- ':. 1+
E.

r'CL" E~_._-":
~ ev
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1 +
-5 2 II(293).(1,2.10 ) .\2,1.10 )

(7800) • (461)
= 1,0025.

Z posledních dvou příkladO je zřejmé, že u oceli lze v praktických úlo
hách větělnou zanedbat vazbu mezi deformační rychlostí a změnou teplotního
pole. Tato vazba však má rozhodující význam pf-i výzkumu vnitřního tlumení,
nebo{ vedeni tepla mezi rdznými částmi tělesa představuje nevratný děj a
zpdsobuje disipaci mechanické energie. Uplatní se také při plastických de
formacích, kdy se nevratná část deformační práce mění v teplo.

10. TERMODYNAMICKÉ KRITÉRIUM PRO ŠíŘENí TRHLINY

EXistuje-li v dokonale pružném, obecně zatíženém tělese t'ostrá" trhli
na, vzniká na jejím konci teoreticky nekonečné napětí, takže teorie pružnos
ti neumožňuje formulovat obvyklou podmínku pevnosti, že totiž největěí napě

tí nepřesáhne dovolenou hodnotu. Protože pevnost tělesa s trhlinou není nu
lová, je zřejmé, že tuto "lokální" pevnostní podmínku musíme nahradit něja

kým jiným, "globálním" kritériem, zahrnujícím do úvahy nejen kořen trhliny,
ale i napjatost a deformaci v jeho okolí. Prvni teorie tohoto druhu pochází
od Griffithe (1920) a'vychází z prvního termodynamického zákona. *)

Kritérium pro ěíření trhliny se zakládá na pozorování, že ěi~ení trhli
ny je vždy spojeno 8 disipací (rozptylem) energie, a to i u dokonale pružné
ho tělesa. Ztráta mechanické energie p~i šíření trhliny vzniká tím, že vnitř

ní síly udr!ující celistvost tělesa klesají při rozšiřování trhliny k nule,
př1čem! pdsob:! proti posuvWn obou "břehd

t
• trhliny, takže konají zápornou prá

ci. Mechanická práce se tedy při šíření trhli~ z tělesa odnímá. Griffith
.předpokládal, že se tato energie změní v povrchovou energii potřebnou k vy
tvoření nového povrchu. Dokázal, že povrchová energie se rovná povrchovému
napětí, které je b~~ně známé u kapalin, avěak existuje i u pevných látek~

Griff1thova domněnka se skutečně potvrzuje u k~ehkých látek. U běžných kon
strukčních kovových materiáld se však tato energie spotřebuje převážně na
plastické deformace v malém objemu v okolí čela trhliny a jen ve zcela malé
mí~e i na vznik povrchového napětí. Trhlina se tedy mdže šířit jen tehdy,
když energie odnimaná trhlinou z tělesa mOle být nahrazena z nějakého zdro-
je. Přitom je třeba uvážit všech~ druhy energie, které se mohou při defor
maci a porušení poddajného tělesa uplatnit_

.) A. A. GRIFFITH (1893 až 1963), všestranný anglický badatel, činný zvláště
v let. ectví.
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v

Obr. 4

V táto kapitole 88 omezíme na
p~ípad. k~ehk'ho lomu homogenního,
izotropick4ho a l1neárni pruináho
tělesa. Vyjmeme z něho oblast V
obklopující ostrý konec trhliny
(obr. 4). Hranici táto oblasti tvo~í

p'locha Se • Trhlina má povrch Sec"

s rozší~í se o nový povrch S~ •
Na rozdíl od ostatních ploch závisí

Se- na čase.

Předpokládáme, je oblast V je

tak veliká, !e Jí trhlina nepronikne,
alespoň ne v čase, v kterám trhlinu
sledujeme. Nechf P ,je obecný bod
talesa v objemu V • Jeho posuv má
slolky.ů.:i:..u,~lf,t), jeho rychlost je
V'''",ů,"tf.~) • Objemový element v ba
d6 P označíme ctv . Kinetická
energie ve sledovan4 oblasti V je
podle (4.1)

J<. (t) 2 t ) lť1ri Vi tlV I

V
( 10.1)

.
kde ~ značí hustotu a "'""''Ir,; ;: ;, i1 ... '\)-1. skalární součin (druhou mocninu
rychlosti). Vnit~ní energie vyjde podle (4.2) a (4.12)

(lO.2~

(10.3)

nebo~ teplo nepřivádíme ( d~ = O). Pro vtkon povrchovtch a objemových sil
plati (4.5), takle

Df.\ ' .'b (<Ci \iV-i) .i,
DT ~ ) l 7)2.a +- X 'Ir~ ) dv ·

v

Odnímá-li trhlina během ěí~ení výkon N ,je celková bilance zúčastněných

energií dána rovnicí

D1{,---
\)t

(10.4 )

Přitom

D r
N -:: - J "'I-dS})t o J

~~
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kde r ,"#'f;,.·t.t..l':g~:e,8potf-ebovaná trhlinou při vzniku nové lomové plochy
o je'dnotkc)viďrviel~o8t1.

Je-li rovnice (10.4) splnina, mdle se trhlina ěířit, jinak n1koliv.
VýpoČét jednotlivých člend v rovnici (10.4) je obecně obtižný. Zjednoduší
se, pova!ujeme-li celý děj za kvazistatický ( ~ = O). Někdy mOžeme zaned
bat i práci přivádinou do oblasti vnějšími silami během šiřaní trhliny
(A =konat). Energie spotřebovaná šiřici se trhlinou je pak kryta pouze
úbytkem vnitřní energie. Ve skutečnosti je šíření trhliny dynamickým dějem,

p~1 něm! vznikají napětové vlny provázené zvukovými efekty. Avšak i zjedno

dušená teorie dala v mnoha připadech uspokojující výsledky a vysvětlila

zdánlivě paradoxní vznik náhlých lomo. velkých konstrukcí (lodí, mostd, kom
nd) za poměrně malé úrovně jmenovitého namáháni.

ll. GRIFFITHOVA TEORIE KŘEHKÉHO LOMU

Představme si značně velkou, ale tenkou desku namáhanou na vzdálených
~'1

okrajích tahovým napětím G' : S (obr. 5). Uprost:i4ed desky je ve směru kol-
mém k tomuto napěti trhlina o délce 10- . Deska je dokonale pružná a ve
stavu rovinné napjatosti. Kdyby v desce neexistovala trhlina, byla by v ní
vnitřní energie

Obr. 5
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Trhlina zpdsobi odlehčení oblasti, kterou 81 mdleme pfib111ni pfedstav1t
jako r ovnobě lnik vyznačený il'atov'ním na obr. 6, jeho! .p~ocha je 2. (JJ a1.- •

Budeme pf'edpokládat, le deska je tepelni 1~olována a 18 na počátku li~.DÍ

trhliny b·uda molná vedení tepla zanedbat. Pdjde tedy o adiabatický di j, tak
~e vnitf'ní energie (ll.l) má význam 1eformaění energ1e a modul prulnosti ~

př:ísluěí adiabatick4 změni. Existence trhliny pak zpdsobí l1bytek t4to defol'

mačn:í energie

Ui ~ ~E G~ 2.~a.1-. ~ I (11.2)

kde. tv je tlouěťka desky. Zvětlí-li· S8 l\VDÍ d4lka trh11n;y 1w o hodnotu
fl Sa ,zv~tA:! 88 ábytek energie o

Uvolněná energie bU1 eeepotfeDujena QtYof.•D1 ..no~'ho povrchu o .vel1koat1
ltt",[(;l, (nebo{ část t:rhliny o dtflc.51l1 -' dva porrchy. kažc1i z nich o "'811

k08t-'~w5a). Pfa1pad&-li na Jednotkuplo~ DOv4h.o·povrchu mirDá povrchov'
energi81'"lJ.m-2J, pfipadne na cell ~pOY.1'ch SU..:~re,bCl. Z podmídcl

6U1. '; bUi dostaneme

4J\,.DQ,:t .: ~ 2. (3 sl./\, o, ba . (11.4)

Odtud najdeme napAtí ~:t lOp , p:f1 němž se mdle začít trhlina Aíft1t; vyjde

Toto napětí. charakterizuje pevnost desky 8 trhlinou a m61e být pod8tatDi
menA! než mez pevnosti zj1ě'lovaná na bezv8dn;fc;h zkulebnídh tYČí,,~"·'pf'i zkoul
ce tahem..

Součinitel {!> jsme dosud neurč1,11. 1"yal'at~vaD.' plocha 1dea11zov8Mho
tvaru na obr. 6 znač:! jakýsi "stín" v po11I18p,3at'oeti. Napjatost bude ve
skutečnosti D'l'ovD.o~rná, av;l~ spoj1tá.·Z·pfe.ných vtpoětd zDllny deformační

energie vyjde fU1 -: 2.lt0""l\a.b"a.1E, takle A-Y:a.:nr • Pro rovinnou napjatost
( c~~ = O) tedy máme

(11.6)

Obdobně by vyAlo pro rov1nDS pftetvofeDÍ (E33 =0)

(11.7)
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Na obr. 7 je znázorn~n prdbih povrchová energie Vi- = 4 f1l -'1' (J.; a úbytku
deformační energie vlivem trhliny U1 ': 3t6""ha2./E v závislosti na poloviční

d4lce trhliny a (p~i konstantním ~ l. lIá-li trhlina kritickou délku,
plati rovnost 8V1 =oU~. Pak je také 1U1/~a ='UU~/oa. (obr. 8). Tyto deriva
ee p~ed.t8vují v p~ene8eném slova smyslu "rychlost", s jakou je uvolňována

(resp. 8pot~ebovávána) deformační (resp. povrchová) energie.

u

o
Obr. 7

bU
00

o Qkrik'

Obr. 8

Rozebereme jeětě vliv zpdsobu upnutí desky do zkušebního stroje. Proto
!e jde o pru!ná těleso, je oddálení čelistí stroje .Ll, úměrná pdsobící sí

le F ,takže

(11.8)

Konstanta C , která charakterizuje poddajnost desky, závisí na d~lce trh
liny la , tak!e t ~ ((a) • Změní-li se tato délka, změní se 1 poddajnost.
Bude

(ll. 9)

F·

o U1

Obr. 9

u

Z pouht!ho názoru je zřejmé, je derivace 'DC 1'Oú
musí být kladná (tuhost těless s rostoucí trh
linou klesá k nule, poddajnost tedy roste k ne
konečnu). Závislost F(ik) =~/C('l} bude proto ro.z
ná pro rdzně dlouhou trhlinu, jak je vyznačeno

na obr. 9. Nastane-li ěí~ení trhliny p~i nehyb
ných ěelistech ( ,(,(; = {Li ='konat >,' bude rozdíl
deformační práce DUi zpdsobený zvět§ením trh
liQY dán svisle vyěrafovanou plochou

S\)1 ::: 4:- ~1 SF · (11.10)
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Kdyby byla naopak udržována konstatní síla F1 (např. velkou "pruživostí"
zkušebního stroje), byla by práce cU,,; větší o vodorovně šrafovaný troj-

'úhelník

(11.11)

. Je-li ret, nekonečně malá veličina prvn:ího t'ádu, je taká práce S--V1 ne
konečn~ malou veličinou prvního ~ádu; jak je z~ejmá z rovnice (11.3). Avšak

II ppdle (11.11) je malá veličina druháho t'ádu, tak~e rozdíl v obou přípa

dech lze v limitě zanedbat. Vzorce (11.6) i (11.7) tedy platí jak pro velmi

tuhá, tak pro velmi pružná uchycení okrajd desky.

Z obr. 9 je zřejmé, že úbytek deformačn:í energie při 'U = .{,vi = konat

(11.12)
"

je v limitě pro 5F ·-'0 stejně velký jako úbytek celková potenciální energie

při F = F1 =konat, totiž

SU;t: -= F'\ bu.. - 1. ~ StL ... ~ F1 t; A..{, -::- OU1 + A . (ll. 13)

Rovnost

plati jen pro začátek šíření trhliny, kdy' bu -,? O ,SF ~ O ,/~ / blJ1 ..,. O

12. PODDAJNOST TĚLES S TRHLINOU

Griffithova teorie se omezuje na křehká tělesa, u nichž se při šíření

trhliny spotřebuje každou jednotkou nově vzniklé lomové plochy měrná povr

chová energie 't' . U tohoto předpokladu zat ím zdstaneme. Později však své
úvahy zobecníme i na kvazikřehká tělesa, u nichž má spotřebovaná energie
jiný význam. '

Ze srovnání povrchové energie DU! 'C 4 r .fl'". So., s uvolněnou potenciální
energií oŮ1 't: podle (11.13) dostaneme

(12.1):

Podle (10.8)

(l2.2)
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tak!e

(12.3 )

Odtud md!eme vypočítat měrnou povrchovou energii ? ,změ~íme-li poddajnost
tělesa pf-i rdzM délee trhliny a stanovíme derivaci 'Oe 17Jú.J • Vyjde

(12.4)

Význam poddajnosti C je zřejmý z rovnice (ll~8) a obr. 10. Závislost C(a)
je schematicky zakreslena na obr. ll. Síla ~ je kritická 'sila, p~i niž

se počne ší:l-it trhlina o délce 2.a, •

c

a

orctgOC
00

oo

F

Obr. 10 Obr. II

Tato metoda určení povrchové energie je velmi náročná na přesnost mě~e

ní a na pečlivou přípravu experimentO. Je třeba mě~it skutečně jen relativní
posuvy bodO tělesa v mistech blízkých pOsobi!tím sil, avšak tak, aby se vy
loučil vliv poddajnosti podpor i vliv případných plastických deformací Y pd
sobištích osamělých sil.

Kdyby platily ideální podmínky, za jakých jsme úlohu řešili, byla by

kritická sila pro desku podle obr. 5

kde P> je šířka desky (pf-edpokládáme, že velká), ev její tloušťka. Pak

podle (12.4) a (11.6)
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Integrací dostaneme

t .: (12.7)

To znamená, !e kf'ivka na obr. II by byla parabola. Hodnota Co je poddaj
nost desky bez trhliny.

stejného postupu lze ulít i pro tělesa jiných tvard a jinsk zatížená,
než jaká jsme d08uduva!ovali. Rovnici (12.1) je pak ovšem nutné podle okol
ností upravit (viz následující p~íklad).

U velmi křehkých těles je·energie pot~ebná k !iření trhliny - tedy
k vytvoření nové lomové plochy - dána převážně povrchovým napět~m. O tomto
nap~ti se pdvodně p~edpok1áda10, že existuje jenom u kapalin. Griff1th věak

dokázal jeho existenci u pevných látek a dokonce stanovil jeho hodnotu '
u skla.·) U běžných kovových materiáld se mnohem vice než povrchové napětí

uplatňuje plastická deformace, která vzniká ve větěim nebo menším okoli ko
~ene trhiiny. Zpdsobuje nápadný vzrdst energie potřebné k vytvoření nového
povrchu ve .srovnání s povrchovou energií (8 povrchovým napětím), a to i
u zdánlivě křehkých lomd. Takové lomy označujeme jako kvazikřehké. O vlivu
plastických deformací pojednáme později. Pak budeme moci zobecnit i poznatky
z této kapitoly, a to velmi jednod~chým obratem. ~sto měrné povrchové ener
gie dosadíme měrnou energii spotřebovanou plastickými deformacemi II kořene

trhliny. Tato energie se 'u! nemění v povrchové napětí, ale v teplo.

F

Obr. 12

h Příklad 10. Navrhněte zp~sob zjiš
tování měrné povrchové energie při

zkoušce ohybem tyče obdélníkového
prdřezu podle obr. 12.

Řešení: Bude-li'()'" posuv po.so-·
b1!tě sily F ,mdleme napsat
vztah

(1)

Pro změnu tohoto posuvu při změně délky trhliny a., o Sa, dostaneme

De:ťormační práce vykonaná silou F., při změně délky trhliny .Lt.
Se bude rovnat přírdstku povrchové energie, tj.

0,55 N m-l = O 55 J -2, m.
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(3)

, s použitím (2) vyjde z poslední rovnice

(4)

Je to úplná obdoba vzorce (11.4).

Příklad ll. Ukažte, že měrná povrchová energie se rovná povrchovf!mu nap~ti.

Obr. 13

~
B

*

a

A

.o

Odpověcl: Povrchov'4 napětí souv isi stím, že mole
kuly blízko povrchu jsou vyetavenw jednostrann4mu
pdsobeni intermoleku1árních sil (srovne j bod A.
na obl'. 13 s vnitf-ním bodem B ). Prot o má povr
chová vrstva odlišné vlastnosti a jeví se tak, ja
ko by byla p~edepjata určitým napětím. Lze si ~ed

stavit, že na povrchu existuje fiktivní, velmi
tenká blána, tak p~edepjatá, že na délkovou jed
notku myšleného řezu p~ipadá tahová síla .~

t N m-1] (obr. 14). Tato veličina se nazývá "po

vrchové napětí". Pfedpokládáme, že je konstantní
(obdobn~ jako u kapalin, kde to lze snadno exper1
ment á1ně prokázat). Z povrchové blány nyní vy jmeme
obdéln:ťk Q..)é..& podle obr. 14. ZVětší-li se povrch
tím, že se obdélník roztáhne tak, že strana a se
změní o přiro.stek Oll, , vykoná síla ~ fr na drá

ze DC\., práci a <r Ot), • To je však práce spotře-
.bovaná na vytvoření nového povrchu {'" S"et. Měrná

povrchová en~rgie tedy je

Obr. 14

Rovná se povrchovému napět1, což jsme měli ukázat.

13 • SOUČINIT:EL INTENZITY NAPĚTí

Existují tři základní typy ší~eni trhlin v p~užných 1 o~ecně poddajných.
tělesech, a to trhlina vzntklá ,št~pením (obr. 15), trhlina v'zn1klá skluzem
(smykem, viz obr. 16) a trhlina vzniklá st~ihem (obr. 17). Na levé straně

těchto obrá2k~ je ~a~cen stav šíření trhliny z okraje tělesa (desky), na
pravé straně je trhlina uvnitř tělesa.
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Obr. 16Obr. 15

o 0 CD 0~

Obr. 17

V../:~.i.....·1<5l

I
I

I,
I,

Obr. 18

Z teoretických rozbordelastick4 napjatosti vyplývá, ~e v homogennim
izotropickém tělese vzniká v kořenu trhliny danáho typu vidy stejný druh
singularity. ZVQlíme-11 napf'. na konci trhliny podle obr. 5 (col je typ

shodný s obr. 15 vpravo) pOlární souf'admce 'r ,.~ podle obr. 18, md!eme.
napjatost ~ blizkám okolí kof-ene trhliny (T«a, ) vyjádflt f'adami, v nich!
je dominantní vIdy jediný ělen, a to

( 13.1)
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Označ:íme-li

K.r :: G'~JtOl. ,

je napětí G") v řezu "" = O dáno vzorcem

(13.2)

k r + _..
f2:ar

(13. )

Zřejmě ~~ -+ <:O pro í .,. O •

Pro druhý typ trhliny podle obr. 16 vyjde, ~e smykové napětí r~~

v lomové rovině p~ed trhlinou je

(13.4 )

S označením

vyjde

(13.5)

l~::o). (13.6)

Pro třetí typ trhliny podle obr. 17 dostaneme obdobně vzorec

(13.7)

je-li

(13 08)

Je velmi zajímavé, že typ singularity
se neměrú, i kdy! změníme zpťisob zatižení o

Kdybychom nap~íklad u prvního typu trhliny
podle obr. 15 vpravo rozvírali trhlinu dvěma

osamělými silami F lN m- l ] pdsobíc:!mi na
b~ehy trhliny v počátku soustavy souřadnic

podle obr. 19, dostali bychom teoretickým
rozborem pro napětí G1} v okolí trhliny
vzorec

Obr. 19
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kde vAak

k
F

.. F (1).10)

~1Co. 3

Singularita Je tedy opět typu k./~r ( .,- ... O ). Veličina k [N m- 2] se

nazývá součinitel intenzity napětí. 'Ze vzorco. (13.2), (~J.')t (13.8) a (13.10)
je z:fejm4, je stejn4 hodnoty součinitele intenzity napit1 - a tedy 1 stejná
napjatosti v nejbliišim okolí kořene ostré trhliny - lze dosáhnout p~i r~z

ntch kombinacích pdsobícího zatížení 8 délky trhliny (mdleme nap~. z~itilt

dálku trhliny a zároveň změnit zatí!ení tak, aby sesouě1n1tel intenzity na
pětí nezměnil). Součinitel intenzity .napětf závisí obecně nad4lce trhliny,
na tvaru tělesa a na zpOsobu jeho zatílení 8 koneěni na. velikosti pdsobících
sil. Uvedeme několik vzorcd pro výpočet součinitele intenzity nap~tí, 9d~o

zených z teorie prulnosti.

Máme-li trhlinu prvního typu uprostfed pásu konečná šířky (obr. 20),
vyjde

(13.11)

Napěti (;- se zde vztahuje na zmen!ený pro.~ez (oB .... 2.a..) Iv.

t
I.

ola

ttJ,
I

B/21 8/2
B

Obr. 20 Obl'. 21

Jde-li o dvě souměrné vnějši trhliny (obr. 21), bude

(13.12)

(13.13)

Také zde počítáme n8p~tí G jako podíl tahové síly a Z.II.~~ij]@~~lO prdřezu.

Pro trhlinu déllcy Q.., na hraně polonekoneěre
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(13.16)

pop~. pro t~etí typ

km ':. 1: J% . (13.14)

.Pro penízkovitou trhlinu o poloměru Cl, v nekonečn.sm tělese oriento
vanou kolmo k tahovámu napětí ~ vy jde

Ve věech těchto p~ípadech má napětí v lomové rovině b8zpro8t~edně p~ed ko~e-

nem trhliny teoretickou hodnotu "-/ ~12.J(;Y • To znamená, že pro lim r"'" O
nabývá napěti nekonečné hodnoty, ale jeho součin s činitelem ~2~r zds~ává

konečný. Napf. pro první typ trhliny platí, !e v fezu ~ =O

K1: :' JJ./vY\, G') ~ a. lty <: CO .
"r~O

Poznamenejme, že definice součinitele intenzity napětí není v literatu
~e jednotná. Na to je t~eba při aplllcacích dávat pozor. Název pochází od
G. B. IR\fINA, který tak pť\vodně označil výraz K*..,. -'k Ifjt . Pak by ~všem
měla singu1árni část napjatosti tvar k'" /~2.'(' •

Příklad 12. Vypočtět-e součinitel int enzity napětí pro trhlinu podle obr. 20,
je-li ~ s 100 MN m- 2 , B = 5 cm, a, = 0,5 mm.

~eěení: Podle vzorce (13.11)

8 J I X •O, 0005l= 10 ~ 0,05 tg \ 0,05 7

Př1klad 13. Doka~te,!e vzorec (13.11).přejde do tvaru (13.2), jestliže
~+oa

Řešeni: Protože

'1.3 2-
iťJx = )( +T)( + ~ .S XI' +

máme podle (13.11) p~o a < B/2
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V limitě 'B.-;.oo je ('[a./B)~o ,takže

14 • PLASTICKÉ DEFORMACE PŘED ČELm TRHLINY

Je-li oblast plastickÝQh deformací velmi malá, lze její velikost odhad
nout přibližnou úvahou. V takovém případě mdžeme totiž p~edpokládat, ie
"porucha" elastická napjatosti se omezuje jen na velmi malou oblast v okolí
kořene trhliny t takle např. u prvniho typu trhli1\Y je stále jaltě možno
psát, že mimo plastickou oblast přibli~Dě plsti vztah

(14.1)

0-
J ,,

\
\
\
\
\
\

<5

r
a ~

Obr. 22

Hodnota \(1: věak mdie být vlivem plastic
kých deformaci poněkud pozměněná. V bezpro
středním okolí kofene trhliny dochází k plas
tickým deformacím, p!'1 nich! ~apět'i nedosahu
je hodnot, jaké p~edvidá vztah· (14.1), nebo{
je omezeno podmínkou plasticity. Předpoklá

dejme nejprve, že hodnota sou~1nitele inten
zity napětí se změnila jen neznatelně a že
plastická oblast zasahuje v rovině lomové
plochy ~ = O až do vzdálenosti ~ od
kořene trhliny (obr. 22). Bude-li vztah
(14.1) platit pro 'J ~ ~ ,kdelto v interva
lu- O~y~~ bude ~:. <O" , musí býtG~lr'lof) =
= (;'L. (na hranici plastická oblasti nepf'ed-
pokládáme nespojitost tohoto nap~tí).

Podle (14.1) tedy bude

(14.2)

a odtud

(14. J)

rftedpoklad konstantmho napětí c;~ v plastické
pro rovinnou napjatost ne! pro rovinná p~etvoftení.

bude' rozsah plastické oblasti v rovině lomová
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vychází podle vztahu (14.3). K tomu se vrátíme později. Zatím budeme před

pokládat, že jde o rovinnou napjatost.

Kdyby těleso bylo dokonale pružné, přenesla by se domněle plastickou

oblastí 1) ~ 'f ~~ síla

kde ~ je tlouěťka desky. Dosadíme-li (14.3) do (14.4), dostaneme

n

~ k:i
f '= ~--r \/ J _1_ __1_ Sr o

\Jt "'"I t'V i !2.;rt (1" :rtG" -fV.

s použitím vztahu (14.) odtud vyjde

(14.5)

(14.6)

Je-li však těleso pružno-plast ieká a v intervalu O~ 'Y ~ ~

mezi kluzu ~, , pf-enese se v plastické oblasti síla
je napěti rovno

(14. 7)

tedy poloviční. Je proto z:fejmé, le pOdmínka rovnováhy vn1třnich a vnějších

sil nebude silou f splněna, takže plastická oblast bude zasahovat patrně

do větší vzdálenosti než ~ podle (14.3). Zhruba mo.žeme předpokládat, že

zasáhne do dvojnásobné vzdálenosti

(14.8)

Prdběh napětí G"'t se tím rovně! poněkud změní, avěak změna postihne
p~edevším nejbližší okolí plastiek~ oblasti. V pružné oblasti bude 1 nadále
p~ibližně platit rovnice (14.1), jestliže tam dosadíme opravený součinitel

intenzity napětí K odpovídající jmenovité délce trhliny ( <t + (V ), tedy

Opravený, ovAem také idealizovaný prdběh napětí ~~ v rovině ~ = O je
zakreslen na obr. 23. Ve skutečnosti nebude rovnice (14.9) pf-ssně platit a
ani napětí v plastické oblasti nebude konstantní. Vlivem tahat že napjatost
v desce konečn4 tlouA~ky není ideálně -rovinná, se bude napětí G~ v závis
losti na r ponikud min1t 1 v int ervalu Q~ T ~ 1ť , a to zvláětě u. tlus
tých desek 8 u materiálň, které se-plastickým tvá~enim_zpevňují.

Jde-li o rovinnou napjatost ( COa =O'), má f-ez plastickou oblasti
v okolí kat-ene trhliny ledvinovitý tvar a v rovině 1 = O má rozsah
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(14 .10)

kde

p~ibližně daný rovnicí (14.8). U ro~

vinnáho pf'etvoření ( ta- = O) je
plaátická'ob1ast protáhlá ve směrech

.1J' = 70 o resp. ~ = - 70 o a

v rovině ~ = O má rozsah asi tři

krát menší než p~dle (14.8).

Podrobnější teorii o vlivu plas
tických deformací~vypracova1i M. Je.
LEONOV a V• ,V. P.ANASJUK (1959) a
nezávisle na nich D. S. DUGDALE
(1960). Tito auto~i předpokládali,

!e v oblastech Q< (x\<e p-osobi kon
stantni napětí c;-"- ' ,. pf'ičemž Q." je

poloviční délka trhliny_ Napjatost
však počítali tak, jako by celé tě

leso ~ylo dokonale pr~žné a mělo

trhlinu o délce 2.c , svíranou však

v intervalech a.. < \x. \< e.. napětím C; "

připojeqým k oběma břehOm trhliny
(obr. 24).

Je-li pružná deska s trhlinou
o délce 2c zat í!ena pouze napětím

~~ na březích trhliny podle obr.
24 (a tedy nikoliv tahovým napětím

cr), vychází pro oblast c.. '7) y /',0 ,

r -.: .x.-c., výpočtem z teorie pružnos
ti napětí v řezu ~ = O

)(

.--.,...

r

\
\
\
\

Obr •. 23

Obr. 24 2GIc.,r:- Cl) (14.11)
Iz::. fi' ~ C CtY'CůJ~ (-Z .

Skutečná trhlina je však dlouhá 'Ut , a proto není dOvodu, proč by měla

existovat v bodě x=e singularita v prOběhu napěti. Singulární část (14.10)
se proto musí zrušit se singulární částí

k:~

G" 'S ~ ~ K~ :: ~ ~ Jte ( 14. 12')

(14.13.)

vypočtenou pro fiktivní trhlinu o délce 2.e • Ze srovnání<. K.. :podle (14 .11)
. .. .

se součinitelem K:r podle (14.12) vyjde

r-- 2S~ u )
Ci ~ Jte, -= \r-=" \[C: CtV'Ceť)J l 7

~ Jt
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8 odtud

(14.14)

Tento poměr urču'je rozsah plastické oblasti <ť,,- -= e,- a, • Pro malý poměr

c:; IG)L md!eme použít Taylorovy :l'ady a odvodit přibližný vztah

Pro malý poměr CJ1~/ct platí vztah

(14.15)

1 ~t.
-1-+-~"""'''"- ~ 1 - -tt,- '

a

(14.16)

Dosadíme-li p~ib1ižn' výrazy na pravých stranách (14.15) a (14.16) do (14.14),

vyjde p~o malá napětí G"'

(14.17)

kde I(r "'6'~JC'~ • 'rento výraz mdžeme porovnat se vztahem (14.8). Rozdíl není
příliš velký, neboť ,2/JC ~ 2,54, Jr !: 3,14 a obě použitá metody jsou

jenom přibližné.

Pro daný model podle obr. 24 lze z teorie pružnosti získat také posuvy.
Vypočteme-li relativní posuv S obou 'bf'ehO na čele .x 2 a, skutečné trhli

ny, vyjde

( 14.18)

Pro malý poměr tó I~'i- se tento výraz zjednoduš:í na tvar

(14.19)

Tato hodnota bývá v literatuře označována také zkratkou COD (crack open1ng
displacement = otvírací posuv trhliny, kratčeji otevření trhliny).

V nejbližším okolí 0.,< .)(.<ctTo!a čela skutečné trhliny vykonala konstant~
ni síla Gt. ~cto na posuvu b práci G't. {*yd-CA. b . Je to práce spotřebovaná

v tomto místě plastickou deform~ci a přeměněná v teplo. Vypočteme "hustotu"
t4to práce na p10ěce -htdo. , tj. urč:íme měrnou energii ~ spot~ebovanou
u ko~ene trhliny, vztaženou na jednotkovou vzdálenost od ko~ene trhliny a
na jednotkovou tlouAtku desky
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(14.20)

Předpokládáme, le trhlina se ěíří, dosáhne-li hodnota [ krit ická

velikosti Dk,v'tt • Pf-i rozěíi'ení trh] iny o délku dQ, se plast ickými defor
macemi spoti'ebuje práce (;"- ~ dO\l 5"~rit. Pf-epočteme ji na jednotkový pf'íro.stek
délky trhliny a na jednotkovou t1ouě~ku desky a dostaneme v souladu s rovni

ci (14. 20)

II '" <" (14 .21)
(f "vit -: ~ fl, o~~~ ~

Na jednotku nově vytvořená plochy připadá ~~n~/t , neboť nově vytvořená

plocha má velikost flkM lmá dva bf-ehy, každý o velikost i -ke("" ). Tuto
hodnotu md~eme porovnat s povrchovou energii 1" . Protože měrná energie
~ t.v\l- je u kvazikřehkých materiálO mnohem větěí než povrchová energie (po

vrchové napět;!) r , mdžeme povrchovou energii zanedbat. Do dříve odvoze
ných vztahO platných pro křehká tělesa vstoupí pak veličina t ~ k.vij- místo
dť . Tak např. misto vztahu (12.4) mo.~eme napsat

~ (DC
resp. q ~ 4h- ~ (12.4 a)

(pro trhlinu o délce 'l.OJ ) a pod.

Vyloučíme-li z rovnic (14.19) a (14.20) rozevření trhliny O ,dosta

neme vztah

'Lig -- T · (14.22)

Tento vzorec platí pro rovinnou napjatost. Jde-li o rovinné p~etvoření, je

(14.23 )

15. ŠíŘENí KVAZIKŘEHKÉ TRHLINY

Veličinu q. ,představující mechanickou práci přeměněnou plastickými
deformacemi v teplG, mo.žeme považovat obecně za velikost energie, kterou mu
síme dodat, chceme-li trhlinu rozšif-it o dálkovou j.ednotku v de~ce jednotko
vé tlouštky. O tuto práci se tedy - zcela stejně jako v Griff1thovi téori1
křehkého lomu - zmenší potenciální energie. Změna potenciální energie zpdso
bená vzro.stem trhliny se věak dá vypočítat také jako energie potf'ebná k opět

nému obnovení pt1vodního stavu, tj. k opětnému uzavření nově vzniklé části -
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tltÓCl

~ ~ ) G~r i'lr. liJ( "
a,

trhliny. Tak pro trhlinu o délce Q, , kt er á se rozěíf'ila o

platí vztah

(obr. 25),

(15.1)

je-li ~1r relativni otev~ení trhliny v místě X , "t =O; Q.,~~~a+5a •

x

xo
.....-------I-~I---.........--+------......

a

Obr. 25

Z teorie pružnosti, kterou zde nebudeme uvádět, lze odvodit vztahy platné
pro Y' :..~-(;\, «Cl, ~ = O:

(15.3)

( 15.4)

Platí pro rovinné pf'etvof'eni. Dosazením těchto výrazd do rovnice (15.1) vyjde

G'1o~ (S'a.qba. = :Ll1-)AJ) E' j Y bo..;.r o..r·.
c
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IC vtpočtu integrálu pou!i.1emesubstituce 'r'" ba..Awťf ,c)...y::ZóaAi.M.I.fc.ohfdlf
8 dostaneme

Protole ~I .... G' ~ Jt'a., vy jde odtud
1.. .

q ,. k~ (1 - p,1.) (15.6)

(15.7)

.-

ahodn~ s rovnici (14.23). Jde-li o rovinnou napjatost, nahradime ve vzorcích
(15.3) d (15.6) činitel (. ~ - P-"') jedničkou.

Kdyby aoučást s trhlinou nebyla namáhána pouze napětím ~ podle obr. 15,
ale také ostatními typy zatí!ení podle obr. 16 a obr. 17, bylo by z~ejmi

4 r&a.
'} .: ba. j LG'j vi- 1:t"j «. 1" t')Cl; W ) ety

"
8 místo rovnice (15.6) bychom odvodili'vztah

(15.8)

(15.9)

Jde-li o případ rovinná napj,atosti, nahradí se součinitelé ( '1 - Jé') U prv
ních dvou č1end na pravé' stran! rovnice (15.8) jedničkami. !fetí člen 8e ne
změní.

Lze p~edpokládat, le trhlina se počne ií~it, dosáhne-li mirná energie ~
kritické hodnoty ql('(t • Pro typ z.tilam podle obr. 15 a obr. 23 dostaD.m.
s použitím rovnic (14.1,) a (15.') podmínku

qtnJ'" ~:r. 1li (a+ť)l1-}N~)'

Odtud vypočt.eme napětí na mezi šífaní trhliny

(15.10)

Dosadíme-li sem místo ~t:I-\t lomovou houlevnatost \ťI:k;l'if ze vztahu (14.23),
vyjde

\(.t k,n~
~p :.

~ Jro.. Vi + -& )
K výpočtu poměru ~/CN mdleme použit vztahu (14.8) :

't \;ptl\J Cip Jt'~

= 'C' --. o., ~ Ji ~,,-" /LCO.}:

( 15.11)

(15.1'2)
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Pak

(15.13)

(15.14)

4
Použijeme-li misto toho vztahu (14.17) 8 vzpomeneme-li, !e ~' i: ~""

vyjde"

G'"p ;; -:======
~ Xc,).. ( ~ .\- ~~:k.:)

Je zfejmé, že pro malá poměry <;-p I CO,,- (menší než asi 0,4) lze druhé členy

v závorkách pod odmocninami v rovnicích (15.13) popř. (15. 14). vynechat. Pak

(15.16)

Korekce vztahu (15.16) se z~etelem k plastickým deformacím p~ed čelem trhli
ny je tedy dána druhým členem v oblá závorce ve jmenovateli rovnice (15.13)
pop~. (15.14). Je t~eba p~1pomenout, že byla vypočtena za p~edpokladu, že
plastická oblast je relat1vn~ malá.

Výpoěet nap~t1, p~1 něm! 8e začne ~i~1t kvazikfehká trhlina, se tedy
zakládá na pi"edpokladu', že existuje kr1t lcká hodnota měrné mechanické ener
gie q"''''4- ,která 8e spot~ebuJe převá~ně na plast leká defor~ace v malé ob
lasti p~8d čelem, trhliny a p~emění se v teplo. Malá část se však přemění i

v jiné formy e~erg1~, nap~. v povrchovou ener~ii nově vzniklé lomové plochy
a v kinetickou (akustickou) energii. Nejde-~i o extrémní podminky, lze tuto
malou ěást- II kovd t'm~f vidy zanedbat (je relativně o několik řádd menši).
Vellě1na ,<tit..v'\t je vázána vztahem (14.22) resp. (14.23) s lomovou houževna
tosti Kt.~n~. J,.dm z těchto hodnot lze tedy brát za materiálovou konstan
tu, kterou potfebují konstrukt4fi a materiálovť odbornici, aby stanovili
bezpečnost dan' konstrukce 8 existuj1c:ími nebo pf-edpokládanými defekty.
Vnucuje 88 viak otázka, zda jde opravdu o materiálovou konstantu.

Je tfeba ~íci, 'I. ládná mechanická hodnot~ (napf. mez kluzu, mez pev
nosti, taJnost) není "opl'aydovou" materiálovou konstantou, nebo'! se měn:(

8 teplotou, 8 deformaění rychlosti apod. Právě tak není konstantní ani lomo
vá houlevnatoet. To viak neznamená, že je pro praxi bez užitku. _

Lomová houievnatost záleží p~edevš1m na teplota (je malá za nízkých te
plot). Z počátku roste 8 teplotou jen velmi málo. Jakmile se vlak blížíme
k -pf.chodov' teplot~, počne lomová houževnatost rychle vzrdstat. Konstrukce,
kter4 jsou bezpečn4 za normálních teplot, mohou proto selhat za-nízkých te
plot. Pfechodová teplota závisí předevěim na druhu materiálu, tj. na jeho
chemickám slolení a struktufe. Nedostatečná čistota materiálu (inkluze a
vm~stky) snižuje podstatně lomovou hou~evnatost, ale p~eehodovou teplotu
ovlivňuje jen málo.
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Vliv teploty na mechanická hodnoty je zpravidla opačDt ne! vliv defor
mační rychlosti, existuji vAak vtjimký. Roste-li deformační rychlost, pak
lomová houževnatost mírně klesá. Při velkých deformačních rychlostech se
uvolněné teplo nestačí od" ko~ene trhliny odvád~t a děj, který probíhal p~i

malých deformaě1Úch rychlostech pf1b:. .....~ně jako izotermický, S8 bude nym je
vit jako adiabatický. MistDí stoupnuti teploty zpdsobi pakvzrdst lomová
hou~evnatosti. U oceli dochází k tomuto adiabatickému jevu až při deformaě

nich rychlostech v~tAich ne! asi Ě =109 s-I, což odpovídá rychlosti,
s kterou postupuje čelo trhliny, asi 100 ms-I.

Vliv velikosti součásti souvisí s tím, že u rdzně vel~teh součásti S8

relativně rdzně uplatňuje ~tejn! velká plastická oblast před čelem trhliny.
Dosáhne-li plastická oblast volnáho povrchu tělesa d~íve než se začne trhli
na ěiřit, vznikne p~evá!ně houlevnatý (smykový) lom, k jehož vzniku se spo
třebuje mnohem více energie než odpovídá hodnotl ~""'~I- platn~ pro kvazi
ki'ehký lom. Tlouětka st§ny se uplatňuje rtizně. Je-li e:xtr41llně malá, je ener
gie potf'ebná ke vzniku nov4 lomové plochy zhruba dměrná tlouAice stěny.

Pot om se vAak začne tato energie s rostoucí tlou§tkou stěny naopak zmenšovat
(o tom pojednáme podrobn~j1 v následující kapitole). Vliv velikosti je dále
ovlivněn i tím, ~e materiál je ',jinak technQlogicky zpracován 8 II velkých sou
části je zpravidla máně kvalitní ne! u malých.

Snaha posoudit chování velkých konstrukcí podle materiáloyých ZkouAek
na malých vzorcích tedy naráli na obtíie spojen' 8 el1minac:lvlivu velkosti.
Proto byla navr~ena metoda COD, podle které se za směrodatnou veličinu bere
krit ieká hodnota otevření trhliny. Pro měření tá,to veličiny byly vypracová
ny rdzné laboratorní metody. Připomeňme, že vztah (14.20):mezi veličinami Ó
a ~ platí pro idealizovaný případ, takže experimentálně stanovené hodnoty
O~r\t ,- <}k:.n/- nemusí tomuto vztahu zcela odpovídat.

Jiným omezením v pouliti součinitele intenzity napětí pro praktické vý

.počty je okolnost, ~e vzorce typu ~:. \(/ ~ 1Jty-- popisují napjatost jen v blíz
kém okolí čela.trhliny. Zasahuje-li lomový mechanismus do vitAí vzdálenosti,
mdle být. výpočet zkreslen tím, !e vynecháváme regulární členy ze vzorcd pro
napjatost. Tato úvaha vede k po!adavku, aby poměr ~"Ia.., nepřesáhl určitou

hodnotu. S použitím rovnice (14.8) dostaneme pak omezení pro poměr lt.I'l.Ic;;~2.CJ

Zpravidla se požaduje, aby
?

\<1: "r~~
((j'L'L ~ 0,4 cu. (15.17)

Není-li tento požadavek spln~n, je nutná vypočet korigovat. V~tšinou 8e spo
kojujeme s p~ibližnými korekcemi, která jsme probrali v minulá kapitole,
aniž dále zkoumáme vliv regulárnich členť1 ve VZOrcích pro napjatost. To mdže
být v některých p~ípadech zdrojem chyb.

Za kvazik~ehký lom lze do určité míry považovat i únavovou trhlinu.
Rdst t~to trhli~ lze popsat empirickým vztahem
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kde je délka trhliny,
- počet únavových cykl~,

- amplituda součinitele intenzity napětí,

- konstanty.

( 15.18)

Únavová trhlina však vzniká za jiných okolností než kvazik~ehký lom. Rozdíl
tkvi především v tom, že rrzěíření únavové trh11ny p~edchází fáze postupného
skrytého poškozování materiálu vlivem cyklického namáhání, spojená se změnami

vlastností materiálu v mikroobjemu u ko~ene trhliny.

Ke změnám vlastností materiálu, tedy i ke zm~nám lomové houlevnatoeti,
docházi z razných příčin. Mohou to být hrubé technologické závady (nespráv~

tepelné zpracování výrobku, nesprávné svařování, záměna materiálu), ale tak,
méně nápadné přičiny (stárnutí materiálu, koroze). Proto se mOle stát, že
pOvodně neškodný materiálový defekt zpo.sobí kat'astrofální lom až po dalA:! do
bě nezávadného provozu, ačkoli je součást namáhána výhradně (nebo alespoň

převážně) staticky.

16 • VLIV TLOUŠŤKY STĚNY NA LOMOVOU HOUŽEVNATOST

Jde-li o velmi tenký -plech (teněí ne!
asi 2 mm), ěí~i se v něm trhlina zpravidla
st~1hovou deformací, která vzniká pdsobe
nim smykového nap~t.ť 'l: '= S I~ v rovin~ sví
raJ.ťcí s čelni plochou plechu úJl&l, 45 o
robr. 26). Na čele trhliny. A - A 8e

hromadí Aroubové dislokace, sl se začne

A1~lt trhlina tfetiho typu (~br. 17).
·ObdobD~l.k v.ztal1u {14.• 19) dostaneme pro
tento -.Iti'!pad kr1t1ck4 posunuti v kořeni!

trhliny

ó"" 1r~t"1. (16.1);
': 2..<71:.... )

E
kde G- ... '2.(1t-p) Je modul pružnosti ve smyku.

Dosadíme sem 5 =~/CO!)'1So = ev 'li ,
T = G' /2. a t" ta = (?k. / 2. podle Tresco-

vy hypotézy. Vyjde

Obr. 26
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(16.2)

(16.3)

Počítáme-li vlak toto napití ze vzor~~ (15.16) p1atDého pro první typ trhli
ny (obr. 15), k ěemul nás .op~8vňuJ8 skutečnost, 18 jde o talenou desku
s trhlinou orientovanou kQlmo k tahov4mu napití, dostaneme

\(1: t.Yi+

~lCa

Srovnáním obou V'Ýsledkd získáme efektivní hodnotu lomov4 houlevnatost1

(16.4 )

S poulitím (l4.22) odtud vypočteme

(16.5)

·4

s

3

h

Obr. 27

2

s

l'

1

Chybou této úvahy je, že nepočítá S8 změnou prOřezu zú!en1m (seěkrcením)

p~ed jeho poruěením. Jiná chyba vznikne tím, le s rostoucí tlouě{kou plechu
se bUdou zhoršovat podmínky pro vytvoření st~ihov'ho lomu podle idealizova
náho schématu na obr. 26~ Proto bude skutečná efektivní hodnota '} t.y\r

menší ne~ podle vztahu (16.5). Pro malá tlouAfky plechd vAak bude platit
~ímá Wněrnost mezi kritickou měrnou energií q"y';.f- a tlou§tkou plechu fo,

Je-li tlouA{ka plechu Větší než asi 2 mm,
vzniká 10m za slo!itějěích podminek. Plastická
oblast je v~tší na koncích čela trhliny u obou
čelních povrchd, kde jde o rovinnou napjatost,
a menší uprostf'ed čela, kde existuje napjatost.
blízká spíše rovinnému pÍ'etvo~ení. P~ípad lze
idealizovat tSk, jak ukazuje obr. 27. Části

11'1.. a],y 4' jsou plastické a vytvoří smykové
části lomová plochy 1~ popř. 3~ • Část 23
je kvazik~ehký 10m. Rozěif'i-li se trhlina o dél
ku da, (kolmo k nákresně na obr. 27), ZVětši

se plocha kvaz1k~ehkáho lomu o (~- 2.~ )ť:~a. a ob
jem plastických oblastí o 'l./}?.d fA, • P~1t omS8

8pot~ebuje práce dA

Označíme-li Ait. práci p~ipadaJíci n~ povrch
S kvazikřehkého lomu a Ar práci připadající

na objem V plastických oblastí, bude (pro
A< ~,?- )
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(ló.6)

(16.7)

Prtměrná hodnota měrná energie qic:r~t' potřebné ke vzrOstu trhlir...y o jednot

kovou délku vyjde (pro A< ~/'l. )

~A {dAl)' 'LA" (dA1'l) '2.h'l.
qlC.t"~t "" f..d.(). '" ,áS li - T)'" dV -ev'

Počítáme ji - jako obvykle - pro jednotkovou t10uštku desky. Protože šířka

~ plast ických oblasti nezávisí na celkové šířce desky 1v (alespoň ne
podstatně), bude A =konat, takže vztah (16.7) představuje hyperbolu

~i:.n:.. =H~) · Je-li ;.. = 91./1. , vyjde

dA'P
~tn:t '"' ~\I h (fI,~!L,6). (16.8)

Tato hodnota by měla pftib11!ně odpovidat hodnotě 2bjLfv podle vztahu (16.5),

jest liže. {;v = 1...h = 2 mm (plast ická oblast prostupuje celou stěnu). Pak

(16. 9)

Vlivem seškrcení prO~ezu a vlivem zhoršených podmínek pro vznik střihového

lomu bude skutečná hodnota «Ar JdV podstatně menši než odpovídá rovnici
(16.9). Nelze totiž pf'edpokládat, že vztah' (16.5) odvozený pro malé tloušťky

fv plat í beze změny i pro ~ = 1.Jp • Pro tll ~ 00 vy jde z rovnice (16.7)

(f!v~oo). (16.10)

IC tomu, aby u kořehe trh1il\Y převládal stav rovinného přetvoření ( E?: = O)
stačí, aby

1-

k' I "vi"
G;~1-

(16.11)

u tlouštěk, které vyhovuji nerovnosti (16.11), převládá kVaz1k~ehký 10m
s poměrně malým rozsahem plastických deformaci u kořene trhliny a plastické
oblasti vedouci ke 8t~ihové deformaci II obou čelních povrchO plechu se prak
ticky neuplatňují. Hodnota ~ t.r-"~ je pak přibližně konstantní a blíží se
hranici (16.10).

Závislosti (16.5) 8 (16.7) se doplňují a tvoří prOběh zekresleny na
obr. 28. Teoretick4 hodnoty jsou kresleny čárkovaně, experimentální plně.

Měrnou enerltii ~ ~","L·t mdžeme přepočítat na lomovou houževnatost ~ r: nn'fo- podle
vztahu (14.22) resp. (14.23).
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Obr. 28

Uvedená úvaha je jenom
přibližná. Její smysl je
především v tom, že názorIŠ
vysvětluje podstatný vliv
tlouštky stě~ na velikost
efektivní lomové houževna
tosti. Tento vliv se proje
vuje zejména u stěn malých

tlouštěk.

o 2s h

17. APLIKACE J-INTEGRÁLU

Zanedbáme-li ve vztahu (10.4) kinetic~ou energii J<, , bude

»~ DVN-.:.----'
Dt l)t

(l7. 1)

Označíme-li celkovou potenciální energii

(17.2)

{)W
bude N ~. - b'\; , čili pro malé deformace

(17.)

V tomto vztahu značí áCt přírt1stek délky trhliny za čas di v desce jed
notkové t1oušfky.

(17.4)

Na obr. 29 je zakreslen plnou čarou kořen

trhliny před jejím rozší~ením, čárkovanou čarou

tvar rozši~ené trhliny. Nová část trhli~y zaujme
objem II V v němž 9yla .pdvodně hustota deformační

energie napjatosti

Obr. 29

v 15. kap:l.tole jsme použili vtipného obratu. Vypočítali jsme změnu po
tenciální energie zpo.sobenou rozšířením trhliny nikoli integrací přes celou
oblašt nekonečné desky, ale jako práci povrchových sil, které musíme připo

jit, abychom trhlinu opět uzavřeli, a tak obnovili pOvodní stav napjatosti
a deformace. Nyní použijeme také tohoto obratu, avšak postup poněkud pozmě

níme.
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Rozěí~ení trhliny rozdělíme na dvě etapy. V první 88 trhlina nejprve roslí
~í o objem AV , aniž 88 změní stav napjatosti a deformace v ostatlÚ aút:l
tělesa. To znamená, !e na povrchu trhli~ budou povrchové síly

(17.')

(17.6)

udl'!uj:!cí tento stav. V druh~ etap~ tyto 8íly uyolJlťlle, tatl••t'áV:·.P"_t~.

t i se změní na 1:0 ii +A G'a" a stav deformace na f;"i+ A ~ii' Vtal_dat 8t~V odpo
vidá zvětšené trhlině a nezatí!enými b:fehy. Celková zmina pot enc1'lní 81181'

gie se pak skládá ze dvou částí. První odpovídá úbytku defol'maění energie
z objemu o. V , druhá relaxaci povrchových napiti-:

.U,.~-t A,u.(

4W : - JAdV +- JC{S ) 1'}~~~ •
AV ~S «i

Jde-li o "ostrou" trhlinu, je ti V = 0, takte objemový integrál v rovnici
(17.6) zmizí. Další postup by pak byl shodný s tím, který Jsme poulili
v 15. kapitole. Zde vAak budeme pf-edpok1ádat, že AV> O ,a teprve později

přejdeme k limitě Ó. V ~ O ,

,Jednoduchou úpravou rovnice (17.6) dóstan8me.

~" .\- Au,\.

- Ď. W - ~ l\d..V ~ - ~ ~~ ) F\ dUi > O.
AV AS M.i

Nerovnost zde vyplývá z názoru, že relaxací
povrchových s1l se vykoná záporná práce (sí
ly sm~~ují pl'ot 1 posuvdm), tak!e dvojný in

tegrál ve vztahu (17.7) je záporný (jeho zá
porná hodnota je proto kladná).

Ó"shu chceme uskutečnit za pf"edpok1adu',

le materiál je nelineárně elastický. Práce
jedná slo!ky povrchových sil je pak dána vy

ěrafovanou plochou pod pracovní kfivkou na
obr~ 30. Budeme předpokládat, že tato plocha
bude v!dy meněí než opsaný obdélník, takže

s použitím odhadu (17.8) dostaneme ze vztahu (17.7)

o

(17.7)

_._-----,
I
I
I
I
t
I
I
I
I

Obr. 30

(17.8)

o< - AW - ~ Ll dV
Av

< ~Ap-t AŮJ, (1(5 .
6S
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Jsou-li veličiny AW ,A V t Ap\ t AUlí malá prvního f-ádu, je integrál
na pravé straně nerovnosti (17.9) malá veličina drůháho ~ádu. V limitě bude
proto na obou stranách (17.9) nula, takže

V dalěím výkladu S8 omezíme na dvou
rozmirný p~ípad podle obr. 31. Bude
pSe (pro j!~ = x. .)(1, =1f )

Odtud

() ::: - AW - ~1\olV.
A.V

x

Obr. 31

(AV .... O) .

cJ..V .. da,o<~.1)

takle (pro 11m AV ~ O )

- dW :o ~ l\.(i(~ .~a
AS

a odtud

(17.10)

(17.11)

(17.12)

(17.13)

(17.14)

(17.15)

(17.15)

Tím jsme p~evedli p'dvodně objemový integrál na ki'ivkový. Integrujeme po k:f1v

ce lt; ohraničující přírdstek trhliny c,(a, v prb~tu na obr. 31. Použije
me-li ještě vztahu (17.4), máme

CÁW ( ( [,~J' . • .

- dOl. -:. J ol 'to J G' 113 o.t- 'i ·
ft o

Lze ukázat, že integrál na pravá straně (17.14) S8 stane nezávislým na 1nte
~rační cestě ~ " p~1dáme-li k němu jeětě jeden člen. Dostaneme

r S ~ ~u,;J ~ J l\.d.'j": [l\(;(~ - ~ .~ a~ 11
f't r

kde cti je délkový e1eme~t čáry (integrační cesty) r ; t, = 1, 2 ( tJ1 =O).

Nezávislost integrálu na pravé straně (17.16) na integrační ce8t~ souv1
si s existencí měr~ potenciální deformaění energie (17.4) a plati 1 pro
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nelineárně elastická materiály (viz pf'íklad ·18). Platí dokonce i pro defor
mační teorii plasticity a pro prulno-plastické materiály de:fol'maěního typu••)

Je-li r =r-t; ,odpadne pf-idsný druhý člen v závorce v rovnici (17.16),

nebo~ na povrchu trhliny je vektor nap!ti ~~ = O. Poslední vztah nám posky
tuJe motnost vYp'očítat J-integrál po vhodně volená čál'e r ,n.závis1' na
tvaru trhliny. To je ddlelitá zvláAtě téhdy, ~ešíme-ll napJato8t.Dap~. meto
dou konečných pl'vkd nebo jinou pf-lbll!nou metodou. Integrační c".stu r vo
líme tak, abYp~och'zela oblastmi, kde je f'eěení, 8 tedy 1 integrace pfesněj

ěí. Její tvar mdleme p~izpd8obit tvaru plastická oblasti apod. Čára musí po
čínat na spodním a končit na horním bfehu trhliqy na obr. 31. To je jediný
požadavek.

Srovnáme-li (17.3), (17.14) a (17.16), dostaneme

J :< 'J-. (17.17)

J-integrá1 má tedy význam měrné energie ~ uvolňovaná z tilesa pf'i ěíf'en:!

trhliny. S použitím (14.23) vyjde pro rovinné p~etvo~ení a lineárně elastic
ký materiál

(17.18)

u

Jhba

u
Obr. 32

o

F

J-integrál je tedy v tomto pfipadě úměrný čtverci intenzity napětí.

Rovnice (17.l7) dává J-integrálu fyzi
kální smysl. Je to potenciální energie, která
s. uvolní, zvětAíme-li trhlinu z dálky a. na
délku a + ba, • Z8kl'esl:íme-li prOběh zobec

něná síly r v závislosti na zobecněn4m po
suvu .LL (tak!. elementární práce vnějěích

sil je F du, ) t dostaneme pro trhlinu o dálce
~ kf'1vku OA na obr. 32. Pro lineárně

elastická ·těleso by to byla přímka OA1
(čár

kovaná na obr. 32). ZvětAime-li trhlinu ooa,
dostaneme z'vislost OB • Vyira:fovaná plocha
je úměrná hodnotě J{it)hbCA. ,kde h, je tlouA{-
ka desky. J-integrál tedy mOlem8 stanovit ta
ké experiment álni. Mini 8e v zá.vislost i na po
suvu ~ a na d41ce trhliny tl. •

• ) Jsou to teorie, kter4 pf'edpokládají existenci vztahu G"ii '" fj-ti (flzL) [nebo
E"i· '& €~a" (<ott) 1 . Inverzní vztah nemusí být jednoznaěný. ~formaění

teorie J80U matemáticky výhodné, avAak v, srovnání s inkrementální teorií
plasticity, kterou jsme vylo!ili v první části semináfe, mají omezenou
pou!1telnost.

- 71 -



Pro lineárně elastické těleso máme

M.:: CF (17.19)

OA'a plocha pod čar~u má velikost

(17.20)

Potom

(17.21)

a odtud

(17.22)

Dosadíme-li sem 'Let místo Q, 8 konečně'lr- místo 'J ,dostaneme rov-
nici (12.4) platnou pro trhlinu o dálce '2~ , jak bylo možno očekávat.

S použitím (17.19) mdžeme taká psát, že

(17.23)

(17.24)

(17.25)

'''DA
Protože JIvSa: 'ba. S"a.. vyjde

1 "'~~.f\, f 00,

Závislost J (-tl) je tedy u lineárně pružných tě

les parabolická (plná čára na obr. 33). Jde-li
o těleso tuho-plastické, je posuv nulový, až

teprve v mezním stavu F = Fí'. = konat roste
posuv p~i nezměněné síle bez omezení. Práce sí
ly F" je pf'itom

A '= f,,-, u, ·

u

Obr. 33

/
I

/
/

/
/

/
/

/
I

o

J

P!'1 ,t =konat je závislost j(.u) v tomto pf-ípadě lineární (čárkovaná čára

,na obr. 33).

Je-li těleso pružno-plast1cké, je pf-i malých deformacích J-1ntegrál
úměrný ,tt:'''' , později po dosažení mezního stavu je lineární funkcí MJ (obr.
34). Parabolická a lineární větev jsou spojeny v pf-echodové oblasti h~adkou

~arou.

Pro pružno-plastické těleso je třeba vycházet z korigovaných hodnot
pro dálku trhliny
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F

o

Jhba

u

pro rovinnou napjatost a

k, 2.

o.. 't:: o.t- G:itG"i'

(17.26)

(17.27)

pro rovinné přetvoření. O tom, zda jde o p~1

pad rovinnáho přetvo~ení, mdleme rozhodnout
podle kritéria (16.11). Výraz (17.26) se sho
duje s korekcí o..'i = a, + <p podle rovni
ce (14.3) a (14.9) pro rovinnou napjato8t.

u

Obr. 34

o

J

Veličiny J podobni jako O (COD)

lze tedy ujít jako krit4ri& 'pro počátek ší~e

ní trhliny v tělesech vyrobených z elastic
kých i pru!no-plast1ckých materiálň. Trhlina
se začne Ai~it, dosáhne-li J-1ntegrál kritic
ktf hodnoty J tr-~t • .Ro.~díl mezi oběma metoda-

~_.mi 8p·o~ívá·v tom, že metoda COD (kritického
otevřeni trhliny) studuje jevy:v a!kroobjemu v okolí kof'ene trhliny t kdelto

I

J-integrál mdžeme vyhodnotit P~ libo~ol~ .integrační cestě v ~8kroobjemu.

Hodnota J-integrálu 8e mdle st"ftO't;it .Yýpoatem. i.pokusně.• ,Jeho kritická hod
nota J t,..r~t má obdobný význam jako kritická hodnota mlrM energie ~ t.r-~·t

P~íklad 14.. Potrubí velk4ho prdm6ru je. svaf-eno z plechov4ho pásu vlnut4h.o
do Aroubov1ce, takle 8vár pl'ob1há-po §roubov1c1. Vypočt§te, při jalc~m p!'e
tlakup t:n:t' uvnttf potrubí mOle vzniknout náhlý lom, je-li ve ~vu ponechá
na trhlina 8 počáteěni délkou· ~~ • Potrubí nep!'enáAi jinou osovou sílu· ne!
tu, která vzniká účinkem vDit~ního pf'et laku , a napjatost je ě1st~ membránová.

Dáno: polomlr potrub! r .. 250 mm, tloui{ka stěny '?v = 5 mm, délka trhli-
ny '2.A. =10 mm, mez kluzu G'" = 500 D m-2 , měrná energie Cf /C.rť~ = 60 kJ m- 2

(pro daný materiál, teplotu a tlouAtku stěny) a tjhel, který svírá trhlina
s povrchovou p~imkou, Je ~ =45 0.

:fteAení: Je-li trhlina délky Ilo., t:IIÚstěna v:poli tahov'ho napěti podle
obr. 35, platí pro součinitele intenzity napiti vzorce

k! " G' ~ ./t"Q. · ~{.".,;,":J I l
\( ii :: €O fr;: . At'Vv(j cm (J, J

( 1)
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y

x

Obr. 35

Pro dvojo8ou napjatost 6')( ,CO"t tedy dostaneme superpozicí tyto vzorce:
.....

I<:I -= <O... b:a.. ~~~ +- Q)'t VJCa, · coi" f.> I

ku '" Voll - G'!I)~Jta. 4Wv('JOOOf.;.

. .z.
Protože obecně ~ ~ Eq , vyjde korekce d~lky trhliny podle (14.3)

(2)

II 3_ (2,1.10 ) • (6g.10 )
-. 2 se. (500. 10 ) 2 = 0,008 m.

To znamená, že polovični efektivní dálka trhliny je

= 5 + 8 = 13 mm.

Podle vzorce (15.8) upraven4ho pro rovinnou napjatost vyjde

Eq ,. k.; + k.: -=

:: L(Sll .4i-1.t~(.l + G"-:I C01~,1) -+ l G'II - <;'1 )1.At1'l'"f.> e,.ooz (3 ] JLa-ll" •

Protože Ái.·1A1,P = ~:J~('.> = ..!..
2 '

q)( r .li.Q.= 1~ ~ = = 50 'P
5

". 250
G~ =~ 2.{" = = 25 P ,2.5

vyjde dosazením do (4 )
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= (5)

s použitím daných hodnot vyjde odtud pro kritický stav

(2,1.1011) • (60 000) = ( )1~5 ) • p2. • ~ • <0,01),

=

Při tlaku ~ = 10 MN m- 2 však obvodové nap~tí ~,e. dosáhne právě meze
kluzu v celá tloušťce stěny, takže nebezpečí vzniku náhláho kvazik~ehkého

lomu je za daných okolností menší než nebezpečí, že se potrubí poruší plas- ~

tickými deformacemi v celé stěně. Kdyby však nastalo zkřehnutí (např. vli
vem nízké teploty nebo vlivem nekvalitního svaru), stal by se uvažovaný de
fekt zdrojem nebezpečí vzniku náhlého lomu. Podobný účinek mohou mít super
ponovaná ohybová napětí a koncentrace napětí II nezabrouše~ch svarň. V naší
úvaze jsme nepočítali ani s tím, že by tlakové médium vniklo do trhliny a
zp~sobovalo by přídavné zatížení jejích b~ehň. Protože tlak p je relativ
ně malý vzhledem k pOsobícim napětím, ne~1 tato okolnost valný vliv. Mňže

se však uplatnit koroze trhliny, kt.'irá sníží lomovou houževnatost.

Příklad 1,. Z otvoru postranice lokomotivního rámu o prWněru 'Lr = 30 mm
vycházejí čtvrtkruhové radiální trhliny zakreslené na obr. 36. Jejich polo
měr je Q., = 7 mm. Vypočtěte, při jakém jmenovitém tahovém napěti e- (sta
noveném bez z~etele ke koncentraci napětí v okolí otvoru) Se trhliny rozěiří.

Mat eriál má při O oe mez kluzu G"~ = 290 MN m-2 a kri tický součinitel
. . 31

intenzity napětí kItJtAt = 70 MN m- ~.

Obr. 36
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~ešeni: Podle článku v časopise "Journal of lIathematlcs and Physics",
vol. 35 (1956), s. 60, jeho! autorem je O. L. B0I1E, plati pro výpočet

součinitele intenzity napětí u prObiiných radiálních trhlin vycházejících
ze stěny otvoru podle obr. 37 vzorec

( 1)

(2)

zvolíme prOměr-

1, =

kde 1 je dáno závislostí znázorněnou na obr. 38. Za l
nou hloubku trhlin na obr. 36, totiž hodnotu

Jta."
4

f

2

1
---.

1 trhlina ----

o 1 2 3

Obr. 38
r

Korekce délky trhliny se z~etelem k plastickým deformacim vyjde podle (14.9)
a (14.) popř. podle (17.26)

~ = (70)2 . 0,0093 m = 9,3 mm, (3)
2 1r . (290)2

tekle

l ti" = t + ~ = 5,5 + 9.3 = 14,8 mm.

Pro poměr

!:t. = 14,8/15 = 0,985r
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ode!teme z obr. 38 r !: 1,48, takle podle (1)

(70.106 ) = (Q~ Jt'. (0,0148) • (1,48)

a odtud

Toto napětí je tedy menAi než mez kluzu.

Výpočet je přibli!ný. Korekci na velikost plastick~ oblasti volíme ra
ději podle vzorce (17.26) ne! podle (17.27), aby výpočet byl na straně vět

Ai bezpečD08ti. Pouze u tlustých plechd bychom pou!1li vzorce (17.27)} avěak

zároveň bychom uvážil~t že u tlust,lt~ plecho. je lomová houževnatost manAí
(srovnej s obr. 28). Zdrojem nepf'asnosti je také zpdsob, jakým jsme reduko
vali d41ku trhliny I podle vzorce (2)] • Výpočet prOměrné délky trhliny se
opírá o práci uvef-ejn6nou v časopise "Eng1neering Fracture Mechanice tf,
vol. 4 (1972), jejími autorem je A. F. LIU.

Připomeňme, že Jsme v t4to úvaze zanedbali vliv konečných rozměrd po
strenice a vl'-v pf'íčnáho ohybu. Také tyto vlivy bychom mohli zahrnout do vý

počtu jenom přibližně, neboť pro takový problém není známo obecné teoretické
řeěení •

P~íklad 17. V plechu ta!eném z hl1níkov4 slitiny byly .~Jlětěny tyto hodno
ty: mez kluzu ~"- = 500 D m-2 , ·modul prulnosti v tahu E = 70 000 MN m-2 ,

měrn' energie potŽ'ebn' k vytvoŽ'eJu trh11D3 jednotkové délky S}W = 20
kJ m-2 • Tato hodnota platí pro rov1nn4 p:fetvof'ení. stanovte při jaká tlouěť
ce plechu bude mít ~flMt- největ~i efektivní hodnotu.

:§e!ení: Hodnota qfw;t- =20 kJ m-2 odpovídá velké t1ou§i'ce plechu -ev po-
dle nerovnosti (16.11)

~ .~ 2,5

DoS8zenim

(7 . 1010) • (20 000)
8 2(0,91) • (5 • 10 )

= 0,015 m = 15 mm.

Rozsah plastické oblasti zasahuje v povrchové vrstv~ do vzdálenosti ~'" po
dle (14 .8)

=
(7.1010 ) • (20 000)

• (25.1016) !; 0,00178 m ~ 1,8 mm.
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Jest111e pla8t1ck~ oblast p~'vi zasáhne celou tlou§tku plechu, bude mít
plech nejvlti1 efektivní lomovou houlevnatost. Lze předpokládat, !e se tak

stane pf'1bl1lně .tehdy, kdy! ~ = ~\L. = 2.~ = 1,8 mm. U' danáho plechu
byla experiillentálni zjilt!na hodnota ~~t~l4ll. = 200 kJ m-2 pfi tloul{ce
stln;v 2 mm.

P~íklad18. Doka~te, le v oblasti, v níž existuje mArná potenciální defor
mační energie ,A( tíj) , . n~závisí J-integrál na integrační cestě r (obr.
]1).

~ešení : Měrná potenciá1n:f deformační energie je definována vztahem (17.4),
totiž

(1)

J-integrál je definován podle (17.16) tskto

( 2)

y

>. -t---t----~-----_6_
-o ;-;----~-----Jl_

o
Obr. 39

o

x

Než pi"1st oupíme k poladov8MDlU

dOkazu, odvodíme větu Greenovu, kte
rou k tomu budeme potřebovat. Nech!

je nad uzavřenou oblast 1. .s s hra-
nicí r podle obr. 39 dána spojitá
:funkce Q(l('I:#) se spojitou parciálni
derivací f()~/V)( • Určeme integrál

(3)

Budeme nejprve integrovat podle ~

při konstantním ~ • Dostaneme

(4)

Integrály na pravá stran§ rovnice (4) md!eme považovat za k~ivkové integrály
druhého typu. Výraz
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(6)

p:fedstavuje k:f1vkový integrál' po oblouku A})'B ,kde_to

r1i
j Q. (){1 I~ ) c{~

~Pt

je záporně vzatý k:fivkový 1ntegrálpo oblouku BC~ • Zápol'n4 znam4nko vy;..
plývá ze skutečnosti, !e kladnc§mu obihu na kf'ivce r ( BC A) odpovídá zmenl~

vání sou:fadn1ce, ''t' (tedy záporriý diferenciál tA"! ). Protože oba integrály
na sebe navazují, mdleme je spojit v jediqý integrál a napsat, le

1 1 " ! Q, lx I ~) a~ · (5)
r

Zcela obdobně dokážeme, že pro spojitou funkci P(Xt~) se spojitou parciál
ní derivací ~p/~~ platí vztah

'oP !
. I'1. ~ í~ ')'1 d.,cd~ " -l PLJ(,~)a){ ·

Shrnutím vztahO (), (5) a (6) do jedné rovnice dostaneme Větu Greenovu:

( 7)

Greenovu vět u budeme nyní aplikovat na první člen v integrálu (2), který

vA8k pozměníme tek, aby integrace probíhala po libovolné uzavřené hranici
r lt mimo trhlinu. Dostaneme

(8)

Oblast S1t je uzavf'ena k~ivkou r~ . Pro druhý člen v integrálu (2)',

avšak pro integrační cestu r * , najdeme podle Gauasovy věty, že

( 9)

Celkem tedy bude J-1ntegl'ál p~epsaný pro uza~enou oblast Sr s hranici r*

( 10)
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Proto!e A ':. !\,('G{j), budeme mít s pou!itim (1)

raA f)l\. ~ €il _ -ti 'Og",
~)l ,. 1€(j. ~~ - G' CI 'bx

a odtud - vzhledem k souměrnosti deformačního te,DZOI'U

Proto!e za nep~1tomnosti objemových sil zní podmínka statické rovnováhy

( ll)

(12)

(13)
'Otra·'
'-,- s o'U)( ca&

(srovnej s Eulerovou rovnicí (2.34) pro )('i = O, 1)'1. = O), mtUeme místo
(12) psát

( 14)

( 15)

To věsk znamená, !e integrand v r~vnici (10) identicky vymiz! nezávisle na
integrační cestě r* (za p:fedpokladu, 2.8 uvnitř oblasti S~ není žádná
singularita). Proto

r ~ 'aU.
J (Aa"J - t-> '~ dó) ~ O

r+
pro jakoukoli uzarlenou k~ivku r tf- • Scládá-li se křivka r-* ze dvou
obloukd, 8 to z čáry (T"' ) a z čáry (-rt ) podle obr. 31, musí se rovnat

integrály po cestě ( r ) a po cestě ('1 ). Práva to vAak 'VY,4adfuje rovnice
(17 • 16). Protole čára r '" mdle být- vedens+1bovolni, mdle být libovoln~

také integrační cesta P .s tím jedlntDlpJI'~'~. !e zaěíná na spodním bře
hu trhliny a konči na hormm bf'ehu, .1_ "Aaznačuje obr. Jl.

Příklad 19. Vypočtěte teplotní pnutí v turbinovém kotouči konstantní t1ouěť

ky,. je-li znám pI''O.l:iih teploty °r =- T tv') •

Řeěeni: Napjatos~ budeme povalovat za rovinnou a použijeme polárních sou
~adnic r ,~ . Radiální resp. obvodové poměrné prodloužen:! pak vy jde

~
€ 'JL -'.b 'T' (1)

jestli!e ~ značí radiální posuv. Ostatnislo!ky deformačního tenzoru jsou
nulové. Duhamell1v-Neumanno.v zákon (6.14) v tomto p~::!padě dává
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(2)

(3)

nebof ~č =o.' IUlerove rovnice dá pro rovnomirnou rotaci

Obr. 40

(4 )

kde (- W1,y- ) je radiální zrychlení. Pfitom
~r;\i znaě! kovariantní de:r:,~vaci. V polár
ních sou:fadnicích mdleme vztah (4) rozepsat
tak, jak jsme to ukázali v pf':lkladu 38

.v publikaci vydaná k první ěást1 8em1n~e.

stejný vztah vlak dostaneme tak, pf'ímým od

vozením z obr. 40. Radiální síla pdsobící
na element o ploAce ,0(",.. dr toti! vyjde

, (5)

Po roznásobeni 8e ěleDy G'Y'rc{~-bTTd,9-tzruši. Nekoneěně malé veličiny dru

hého f'ádu zanedbáme. Po úpravě zbude

(6)

Z rovnic (1) vyloučíme posuv Á,L, a dostaneme rovnici kompatibility

Dosadíme sem z rovnic (2) a (3). '"vyjde

(1)

b'r - G"~ \X. E ,;('r
'Y" - 11"JL dY" ·
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Tuto rovnici mdleme zjednoduěit, dosadíme-li sem podle (6)

( 9)

(10)

s použitím (6) mdleme <;~ vyloučit:

Pak z rovnice (10) vyjde po snadné úpravě

~ ci f :\" d/or ) - dr " ) ~ O
~ d'ť lr~clr + ei-t. 'dr t l:,-tft wE'Y" -:: "

Postupnou. integrací poslední rovnice dostaneme

(ll)

(12)

( 13)

(14 )

Integrál lze zjednoduAit záměnou po~adí integrace a u!1tím integrace per
part es. Dostaneme

-r '2. c.<r(!) (' -i . _ (? ái(f) _1 __~) ..
~ ~ ~ út ~ J l3 dl - J ~ c;( ~ l 1.yt. '2.1"1. ci ~ -

Q s! ~

0,.

~ - r~):.- ~7. ,,1 ~ T t~n c{~ ·

PozDámka: V rovnicich (13) 8 (14) jsme předpokládali, že jde o plný kotouč

O'~~' f: I-z.. • Okrájové podmínky pak jsou

pro

pro
} (15)

Z první z těchto podmínek vyjde C1 = O. Jde-li o mezik:ruhový kotouč,

1'" ~ y ~ "(1.-- , zahrneme konstantu -Tlc") /2. z rovnice (14) do integrační kon-
stanty C1. v rovnici (13), takže bude celkem beze změny platit, že

r- 1 C1 C - -1 r'Y' T' ~-t".u 1

'Or:- 2. T1- + 2. - oe:. t:. -:r- J ~ (~)ot~ - r LQ-~Y'. (16)
'Yt
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Okrajové podmínky jsou v tomto pf-ípadi

Řešení: V rovnici (9.17) je pro ustálený,.
stav T' = 0, E~j = 0_.. pak ~~o lzotropický
materiál, pro který ~ 114 :& lÓ 1l4 , vyjde

Příklad 20. Odvoate rovnici popisující
ustálené rozděleni teploty v plnám tenkém
turbinovém kotouči konstantní tloua-lky Iv
je-li kotouč na obvodu zah~1ván pfívodem
tepelného toku i a zároveň ochlazován
na obou lícních plochách s konstantním
součinitelem pf'estupu tepla ae. (obr. 41).

'r = ~1 ,

~ (17)
r : 1""'2,. •

~J q

..- ....
;f- -;

IX tf- ...
ff- ...... ~

4- ...
..-

: 1t(T - To}..... ....... ...,

ff
Obr. 41

(1)

pro

pro

V operátorové·symbolice

ciVJ. t -l L}Y'ad.T 1:: O .

Je-li ~ =konat, máme

(2)

'l'r Oduv"ttr~'l = t;j: •

To znamená, !e ve válcových souřadnicích bude

( 3)

(4 )

(5)
ll'

Vzhledem k rotační souměrnosti odpadne na levá
straně rovnice předposlední člen. Výraz

(~1.·r

A2. -= k 'f) a1. ft,

h
má' význam tepla odváděnáho jednotkou povrchové
plochy, nebo-l podle obr. 42

Obr. 42
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Výraz (6) platí pro ~h~O, tedy pro tenkostěnI\Ý kotouč.

Podle obr. 41 je věak

~q ,. 2.~ ('f-To) J

kde '~ je součinitel p~estupu tepla. Proto

a diferenciální rovnice popisuj!cí rozdělení teploty vyjde

~ cl otf 'l~, .- -(y-),- -lT-fo):: O.r dv-- etf .fL~

( 6)

(7)

(8)

( 9)

Rozepeáním dostaneme Besselovu diferenciální rovnici prvního druhu a nulté
ho řádu

Její ~eěeni je

T .: t Ta ( ~ i~ · r ) + r o ·

Integrační konstantu C určíme tak, aby na poloměru r = R bylo

(10)

( ll)

(Y-~R). (12)

Vy jde nakonec

(13)

Poznámka: ZjednoduAujíci p:fedpoklad, le T nezávisí na souřadnici ~

nás p~inutil použít umě14ho obratu (6). Jednoduleji bychom dospěli k rovni
ci (9) také následujíci úvahou. Válcovým řezem o poloměru r ,který má
povrch l,rty -k t prochází teplo ft (cťT/a.r). 2. Jtr 9v • Mezik:ruhovým prsten-
cem o poloměrech T resp. 'r+ d,-r se tedy válcovými částmi povrchu
pf'ivede teplo
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V ustáleném stavu 88 toto tep~o rovná teplu odvedenámurov~1 čelními po
vrchy, které má velikost 2" '2.JtY~r,3(..(T-To). Odtud (pokráC)em činite-

lem 11CclV' a pro fL. =kODet) .

To je věalc rovnice (9).·

Pf'íklad 21. Odvo~te Gaussovu vitu pro l'ov1nnt -p~:ť·p..d

~ ;;. ca ,. J~ oUtu-if. otS ·
r S /

(15)

Řeěení:

a,)(.d'j

Oblast S
• Pak

podle obr. 43 rozdělíme na elementární obd41níky

(1)

~ .,.......T-- ---I-I~..
-0 ..........-+--"' -------+.................

xdx

Obr. 43

...
h



Vezměme na prsy' strani t,t~ rovnice první člen s aplikujme na ně j větu

Greenovu (viz p~íklad 18):

( 2)

Podobni

Celkem dostaneme

(3)

.~ ~ CUNd\r. dxd1j ~ ~ ( 1t'l{ol1J - AJ'l dx) ,
S r

(4 )

·.dx

...
Jednotková normála 'Vl, má směrová kosiny podle
obr .. 44 (J:'JI ch. resp.. (-d,x.)/cl.1.:. , takle skalární
součin ;vt. ~ dá

· 01.11 d~
:;. ~ • 1,)''''trII~ • V'\t ~ - '\rl dA · (5)

Dosadíme-li z rovnice (5) do rovnice (4),dostaneme

Obr. 44
~~ úUN-;; cLy.dy s ~;P. ~.~ ·
S r

To Je vAek vita, kterou Jsme měli odvodit.

(6)

Pi'1klad22. Ukatte, jak souvis! komplementární deformační energie

8 G1bbsoÝým termodynam1ck~" potenciálem

~e§ení: V termomechanice byl termodynamický potenaiál OK zaveden proto,
že se nemění p:fi změnách skupenství. Tehdy je totiž 10 = konst t 'r = konat t

takle

et~ e ~ "J-dp ~ f pct'\r.fo d.~ - LaX - Tci"[ ~
1

'= '"f polv- + cl. 'l~ T o{ t .
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Tato změna je podle prvního termodynamického zákona nulová. V mechanice pev

ná fáze odpovídá pravá strana rovnice (1) výrazu

-t (3 ii d E~ + d ~ - T c! r '" O)

col Je rovnice (4.13). Výraz)'cl"V" nahrazujeme výrazem r;/·iclf,ij , neboť
- jd"e-li o hydrostatický tlak - je

.. c ť". ~ d. c
G" \i ... - p u ' , cl, Ei1 : + 3 v o ii )
fO' -tj cl. €--ii .-~ Ip á1Y Sii 5{,~' ..~ ~ pd-v- D# ..

."

Obdobně napíieme-Q; 'LJ f,iď místo 'P"" a dostaneme

Diferenciaci

Za d~ dosadíme podle (4.13). Bude

Je-li dlj 1zot erm1cký, Jde ot'f ~O,takI8

Pro komplement.ární (doplĎkovou) deto:rmaěn1 eMrgii A.* .platí, Ie

(2)

(3)

(4)

( 5)

(6)

'(1)

( 8)

Porovnáním obou posledntchrovn1c vidÍD18, i. Gibbsdv te~modynam1cký poten
ciá1 má význam potenciální komplementární de:form.8čn::!energie, jde-li o izo
termickou zm§nu:

( T =konat).
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Protole tato energie Je tUDkcí sloiek tenzol'U·napjatosti, mohli bychom ji

vhodněji naztvat. kom21.eJJtwrd .nellli' nap~at08ti,. .

. Je-li ._tl8ad1abat1c1t',bu:de.~_rnáentl'op1eE konstantní, takle
podle (6)

... .. .~.. ·.·.t~ ď.-:.,T.. f.···· .).
€'rf ~.' ·1)(1'1 .... <12··=konst ). ( lQ)

. .

··;A4;."i~( ~+"tt) (1. =konat). (ll)

(2)

V'ztah (81 pl_tí·"•. A';?,;;P~~()· .ne11Iie#ni elastický materiál •
•' - ~"' .. <' - '> -. - , •• " .-': '";'.,'r<;:' _':~~ :"1 -', f" ,

P~!k:lad2·3. . Uve<lt EI, Jak souvisíprvn:la dr~' Qastiglianova věta s prvním
t ermodynamick;fm .zákonem.

l~e§ení ~Pro adiabatickou změnu (olG. =0) 8 .pl'ostat1ckt pf':ťpad (d JG ~ ,O)

dá rovnice (4.6) pro mel~ deformace

clA ~ dU. (1)

Zde A značí práci vnějA:lch sU,\) .v:1rl.t~rU energii. Elementární práci
vněJAích 8i1 tU\ mdlemevypoč:ltat j8Jl()p~áoi zobecněD$ch s11 pi na
zobecněnýcheleClentárníchpo8uvech .du.·~, tj. jako součet

~

ol A ... .Ep"'dú,i.
~4t"t<·

Dosadíme-li (2) do (1). dostaneme

~

'L piG!Ui ': dU
t~4

čili p~ •..~~ ( ~: =kODSt). ( 3)

To je první Cest igl'1ano:y.a vita.

Zavedelle..li··koDl'J)leJl8Dt'rn1 energii;

~ .," *' .. y · ·11'· .'U .•.. =L?~~···'- U.' '. . ;..1t-" .'.
vy jde diferenciací

~

d.U'Il-.. 2: l.(,(,~ dpi + piclU-i ')"'dtJ ·
i=4 ~
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Za ~U dosadíme podle (J). Po úpravě

fV\" 1)U~

viUft ... [ Ui Gt pi
čili (Li '= ~'ft ( 'f =konat). (6)

.t~1

To je druhá Cast1g1ianova vita. Obě· tedy plynou z prvního termodynamického

zákona.

Není-li změna adiabatická,. ale izotermická, bude o( Q.. = Td <j = O,

tak!e podle (4.6)

fr\, •

ret f + L 'pt(ÁU,i : d()~
{:::1

(7)

Zavedeme volnou energii F=- U -'r~

Odtud

a pro T = konat

-'hl

-= LP\ilu.. i .
.,: =1

( 'Y =konat).

dostaneme

(8)

( 9)

( T =konat).

% .

Zna.či-li 'F* ~ L p1fUi -- F komplementární volnou energii, dostaneme
~..:1

.'l'lI

olF 1f : L (.(.t.i c..t?i t p~d~d - 4 f
.c~~

a s použitim (8)

'hl .

clF* ... I:..(..(.-i d p-1-.
(:1

To jevšek rovnice-, ~a které pftimo vyjde

'dF\t
{Ai :. ~ p{

ClO)

(ll)

(12)

Rovnice (9) resp. (12) je prvni resp. druhá Castig11anova věta pro izoter
mickOtl změnu.

Poznámka: F značí v tomto pf'íkladu celkovou volnou energii, t'edy ni~oli

sílu, pro ktero~ jsme užili symbolu? • Měrnou volnou energii jsme označo-

vali l'
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Příklad 24. Svislá prizmatická tyč je na horním konci vetknuta. Z přiroze

ného stavu S8 deformuje jednak účinkem vlastní tíhy, jednak ylivem ohřevu.

Rozdíl teplot .(- To =konat. stanovte měrnou potenciální deformační ener-
gii l\.l~) 8 měrnou komplementární energii Dapjatosti .L\""(") •

Řešeni: Je-li ~ vzdálenost pr'O.~ezu od spodního konce tyěe, je napětí

v tyči

(1)

kde ~ je hustota, l} gravitační zrychleni. Poměrné prod:],.ouženi v témže
místě je

E ... ~ť JI., + ()(. ( T" - Te),

Z rovnic (10) a (2) vyp.oěteme

(2)

(3)

(4 )

Z odvození je zf'ejmé t !e vztahy (3) a_ (6)
plati pro jakoukoli "rozUDlDou" závislost
G'= <OCE.), tedy nejen pro tYě zat:!!enou vlast
ni tíhóu, ale 1 Jinak. Abychom to poznali,
staě:tza ~tt~ dosadit obecně 0"(x.)

.I\~

/
I
•

..4,
vAI

J,
I""'"

~

~
I

II
«(T-To)' e:

-- -
Obr. 45

Tyto závislosti platí v rozsahu zřejmém

z obr. 45. Je proto

E-

!:'L -= ~ ~dE ~ tEt€'-al.(r~To)]~
~('r-To)

. C; (;'1,..

I\.k : Le.ot.G" -::: 'l.E + Oll"T- To )~.'
o .

( 5)

(6)

P~íklad 25. Dokažte platnost Colonettiho principu, podle kteráho je výsled
ná práce vlastních pnutí v pružném tělese při deformac1ch zpdsobených vněj

šími povrchovými silami nulová.
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( 1)

~ešeni: "~áme dokázat, že

~H Gii tf-do dV = OI

V

když tenzor~ii představuje vlastni pnuti (existuje v tělese bez vnějšiho
zatížení) a t, .i,i tenzor def'ormac'í zpo.sobených vnějAim povrchovým zatížením.

Abychom větu (1) dokázali, vyjdeme z Eulerovy rovnice (2.34) psané pro
statický případ bez objemových sil ( 1J"i .:: 0, X'; = O):

(2)

Tuto rovnici znásobíme posuvy ,(L.c; 8 zintegrujeme:

( 3)

Plati identita (pravidlo o derivaci součinu)

'O _0.. 'VG" 3~ -ci": '~u..:
~xá LG' 3"-U i ) .. ~x.f .ut t" fi 'h'l' (4 )

s použit1m (4) dá rovnice (3)

(5)

Na první člen mOžeme aplikovat Gaussovu Větu o divergenci. Dostaneme

( 6)

N~ povrchu S jsou v§ak vlast~ pnuti n~lová, takže prvni člen v rovnici
(6) odpadne. V druhám je~.u.-inX3 + VU.i/~x.'/.. '" ~ť'il takže

~ J~ G 3
ť

g'i c{ V " O,
V

(7)

To jsme měli dokázat (připomeňme, že ~jt:= i3-1.'j ).

Ponecháváme čtenáři, aby usoudil, jak se tento princip změní, p~sobí-li

na těleso zároveň vnější objemové sily.
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Pi"iklad 26. Vypoětěte kritick~ otevfeni trhliDY 5~ amtrnou energii
<.}4!M;t' u materiálu, jeho! kritický souěinitel intenzity napěti pfi rovin-

né napjatosti je ~ItM:t = 70 D m"'2)/1, mez kluzu G'k. = 490 n m- 2 , modul

prulnosti v tahu E = 2.1011 N m-2 •

Řešeni: Podle (14.22)

70
2

• 10
12

24 500 N m-1 = k-2q~ = 2. 101l = 24 , 5 J m •

Z rovnice (14.20)

Věimněme si, le otevi"ení trhliny OWi:" má rozměr délky. Naní to tedy žádné

relativni prodlouženi, ale relativní posuv.

18. ZÁvĚR

Bylo naěi snahou neopSkovat poznatky, kter4 lze získat studiem dostup
né literatury, ale spíše vytvo~lt předpoklady pro její úapiAná studium a
pro praktická apl.ikace pf-i f'e!eni speciálmch prob14mo..V této pu.blikaci

jsme probrali především ty (jevy, které jsou spjaty a termodynamik~u pevných
a poddajných těles. Ukázali jsme,!e i v mechanice pevná fáze je nu.t1\á vy~

cházet 'z termodynamických zákond, chceme-li být ddsledD.! &.chcemo..11porozu
mět hluběím souvislostem mezi fy~ikálnimi jevy'v mechanice. V~bar látky byl

uskutečněn tak» aby doplňoval poJmatky, jel si do praxe odnáěejí absolventi
odborných škol. Byl ovAem určován i om"ezenýmrozaabem. této publikace.

Autor doufá, le alespoň zěásti uspokojil čtenáfe teoreticky zaměřená,

kteří nejsou spokoje~~" do~d neproniknou logickou stavb\'O\Ii'Y" i,:ď,ď",.~i':C!Jb,~'!;,~:'~: ':,
nepoznají v~echn;y sóuv1.a.ost,1"jel pi'i povrchním studiu unikej·! nebo Ire zda

ji nedd1dltá. Snad~e6t'~Oaaf1l0uspokojit do urěité m:!~itY:,ktefi se
zajímaji o ka!dý vidní obor jen potud, pokud bezproet~adni souvis! s jejich
současnou praktickou činnosti. Bude vděčen každému čtenáři ze případná p~i

pomiriky a poznámky k obsahu i k formě výkladu.
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