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V publikaci se probirajf predevdim takové jevy z mechaniky pevnych a
poddajnych télgs, k JjejichZ vysvétleni je treba vyjit z termodynamickych zé-
kond. Tyto zdkony se podrobn& vysvdtlujf. Objasmuji se souvislosti teplotni-
ho a deformadnfho pole a uv4ddj{ se zékony termoelasticity. Termodynemické
zékony Jjsou pak aplikovény na n&které problémy lomové mechanmiky. Odvozuji se
kritéria pro poddtek 3i¥enf trhliny. Podrobnd se uvéddi zejména Griffithova
teorie ki#ehkého lomu a jejJf zobecndn{ pro kvaziki¥ehky lom. Vysv&tluje se vy-
znam soudinitele intenzity napsti a zavddi se pojem lomové houlevnatosti.
Zavdd{ se definice J-integrélu a vysvdtluje se jeho matematicky i fyzikdlnt
vyznam. Dokazuje se nezévislost J-integrdlu na integra¥nf cesté a uvédid ji. se
Jeho aplikace Jakozto‘kritéria pro 8f¥enfi trhlin i v nelinedrn¥ pruZnych a
pruZno-plastickych télesggh. Vysledky se srovnévajf{ s metodou COD (kritické-
ho otev¥enf trhliny). ’

Vyklad je moZné sledovat 1 bez znalosti 1l4tky obsaZené v publikaci vy-
dané k prvnd &¢ésti semind¥e. Publikace je urdena predevdim konstruktérim a
materidlovym odbornikim ie strojntho oboru. PoskytuJe'jim v logickém uspoirs-
dén{ poznatky pot¥ebné zejména ke studiu termoelasticity a lomové mechaniky.
Pffklady, které 1l&tku doplmujf, umoffujf snazsf pochopeni 1l4tky a zéroven
naznaduj{ moZnosti praktického pouZitf poznatkd i jejich fyzikélnf dosah.



PREDMLUV A

Mnoho technikd. (konstruktérd i materidlovych odbornfkd) se domnivé, Ze
deformace pruinych t&les neovliviuj{ teplotni pole. Domnivajf se, %e pruZné
deformace jsou mechanicky vratné a %e jsou proto vratné i termodynamicky.
Pak ovSem nemohou pln& pochopit, jek vznikd vnit¥nf dtlum i u dokonale pruZ~
nfch, cyklicky naméhanych t&les, ani jaky je rozdil mezi adiabatickymi a
izotermickymi elastickymi konstantami. Obecn® se uzndvé, Ze nerovnomdrné te-
plotnf pole nebo zm&na teploty za soudasného omezeni dilata&nich mo¥nosti
t&lesa zplsobl vznik teplotnich pnutf. Tato napdtf mohou mit p#i posuzovéni
pevnosti t&lesa velky, ndkdy i rozhodujici vyznam. Mén& Jje v3ak znémo, jak
jsou vézdny zmé&ny deforma&niho a teplotnftho pole, které jsou vyznamné zvlé-
3t¥ pri velkych deformadnich rychlostech nad mezf{ pruZnosti.

Chceme-1i t3mto jevim porozumdt, nevyhneme se nutnosti aplikovat zdkony
termodynamiky. Tyto zékony se na odbornych Skoléch probirajf zpravidla jen
v souvislosti s mechanikou plyhﬁ a par, takZe mnozi absolventi t&chto kol
z1igkdvaji mylny dojem, %e pro pevnd a poddajnd t&lesa nemaj{ termodynamické
zékony %4dny prakticky vyznam, a tento mylny dojem je Zasto provézi cely Zi-
vot, SkuteZnost je v3ak tekovd, %e z termodynamickych zékonl plynou dilezité
v&ty a principy, bez nichZ by byla mechanika pevnych a poddajnych t&les pou-
hym torsem. Tyto zdkony poskytuji také teoreticksa omezeni pro elastické kon-
stanty. P¥ind8eji{ novy pohled na zné&mé véty (nap¥. na véty Captiglianovy a
na vétu o minimu deformadn{ préce). Prekondvajl paradox, %e pruZnd télesa
8 ostrou trhlinou nemajf{ nulovou pavnost, jak by odpovidalo tzv. pevnostnim
podminkdm, a poskytujf termodynamickéd kritéris pro 3f{#enf trhlin, kterd na-
lezla 3iroké praktické uplatnédni.

V tomto seminé¥i se proto pokusime vyloZit termodynamické zékony a vy-
sv&tlit zplsob jejich aplikace v mechanice pevnfch a poddajnych t&les. Dosta-
neme se af k zdkladnim zdkonlm obecné termoelasticity. V dals{ &dsti se vamu-
Jjeme aplikacim termodynamickych zdékond v lomové mechanice. Neni nadim vmyslem
probirat soustavnd lomovou mechaniku. Vynechéme proto teorii diskrétniech i
spojité rozdslenych dislokaci. Nebudeme probirat ani zkudebnf metody'uplatﬁo—
vané pri vyzkumu vlastnost{i materidlu a vynechdme i fraktogrefii. Budeme si
v3imat predevdim téch jevl, k jejichZ vysvitlent stadf predstava t&lesa vy~
tvoreného ze spojité hmoty. Chceme tak zachovat souvislost s prvnf &dst{ se-
mindife, kterou jsme v&novali zékonim a principlm v mechanice kontinua
(publikace GVTS - Domu techniky Praha &. 60-537-78 (1491) z ledna 1978).
Navzdory témto omezenfm poskytneme ud&astnikim seminéie mnoho prakticky dile-
Zitych poznatkd., Vysvdtlime pojmy, které byly do lomové mechaniky zavedeny



teprve nedédvno (napf. kritické otevieni trhliny, J-integrél) a ukdZeme Jje-
jich prakticky vyznam.

Autor se sna%il, aby publikace obsahovala co nejsrozumiteln&jsi, strud-
ny, ale logicky souvisly vyklad novych poznatkl, ddleZitych pro praxi. K vy-
pracovdni rukopisu a k rozmnoZeni puolikace je bohuZel plénovacimi orgény
GSVTS stanovena pom&rnd velmi kr4tkd lhita. Sestaveni a vyddnf{ publikace si
proto vy%fd4dalo zna¥né uUsilf nejen od autora, ale i od mnoha pracovnikd Domu
techniky {SVTS Praha. Autor upfimn¥ ddkuje svym spolupracovnikim z Domu
techniky CSVTS Preha, zv14%ts Ing. Vladimfrovi Véclavikovi, za jejich mimo-
#4dnou némshu a za pédi, kterou vé&novali uspotéddéni seminéie.

Cyril Hoschl
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1. UvoD

Mechanika zaujimé mezi p¥irodnimi v&dami zvlé3tn{ misto. Krom& toho,
%e obohatila nade poznéni pfirody a p¥ispdla k technickému pokroku, zaslou-
%1la se 1 o rozvoj exsktntho my3leni a o spoledensky pokrok. Vidyt rozvoj
mechaniky se prolinal s rozvojem matematiky a poznatky v nebeské mechanice
zplisobily konedny p4d st¥edovského scholastického udeni. Bouflivé uddlosti
za doby reformace a po nf vedly zp&tnd k novému rozmachu p¥irodnich v&d.
Tgk bylo ukondeno témé&¥ dvoutisfcileté obdobl stagnace ve v&deckém poznani
a otevieny brény v3eobecnému pokroku. Mechanika si zachovévéd dilezZité posta~
ven{ i dnes. Technicky pokrok by neexistoval, kdyby neexistovaly velké obje-
vy moderni fyziky, chemie a biologie a kdyby neexistovaly vysp&lé matematické
metody, které tyto viady rozvijeji, vedou k novym objevim a umo¥nujf jeJjich
raciondlnt vyusitf. Velkou vzpruhou matematiky v této dloze byl vyndlez a
neuv&Pitelnd rychly vyvo] poditadl, ktery vedl k radikédlnimu p¥ehodnoceni
vyznamu n&kterych matematickych metod a k vZeobecnému posfleni ulohy teore-
tickych vddnich obort pri ¥edenf prektickych problémi.

P#i uspotdddni prvni ¥é4sti semiméfe o principech a zdkonech mechaniky
poddajnych t&les jsme se snaZili vychédzet z té&chto zmén a podat ulastnikim
semind¥e srozumitelny vyklad ndkterych partii v modernim pojeti. Chté&li jsme
- alespon zdésti - pieklenout rozpor mezi tradidnfim technickym vzd&ldnim na-
Sich inZenyrd a soudobou vddou, vyuiivajici novych poznatkd a ndroénych ma-
tematickych prostiedkd k Fedeni rdznych fyzik4lnich dloh. Objasnili jsme
dlohu tenzorového po¥tu v mechanice poddajnych t&les a formulovali jsme n&-
které fyzikdlnf zékony pro deformovatelnd tdlesa (pro malé i velké deformace),
zv145t& pro t3lesa elastickd, viskoelastickd, plastické a porézni.

V- tomto seminé¥i doplnime nd3 vyklad o dal8i aplikace a o dal3f fyzikdl-
n{ poznatky, zejména z oboru termodynamiky a lomové mechaniky. ProtoZe nemi-
%Yeme predpoklédat, %e vdichni d&astnici dnedntho semind¥e sledovali i jeho
prvn{ &dst, zvolime - pokud to bude mo%Zné - nezévisly zplsob vykladu. V ndkte-
rych kapitolach v3ak budeme predpoklédat, Ze ¥tend® znéd tenzorovou symboliku.
Abychom nemuseli p¥edpoklédat hlubdi znalosti tenzorové algebry, omezime se
na kartézské souradnice, v nichZ mizi rozdil mezi kovariantnf{ a parcidlnf de-
rivac! a v nich¥ nezédle%i ani na poloze indexd. VyZadujeme pouze znalost
Einsteinova soudtového pravidla a konvence, podle které rozlidujeme sou¥adné
osy ¥fselnymi indexy (X' X* x* mfsto x ,v ,z). Indexy umisfujeme podle
pravidel tenzorové algebry naho¥e i dole, tak%e exponenty odd&lujeme podle
pot¥eby zévorksmi, aby nedodlo k omylu; napf. {xN*= x* x*



2. 7ZACHOVANT HMOTY A VETY O HYBNOSTI

Jo déno spojité poddajné t&leso, jehoZ body majf v refereninim pfiroze-
ném stavu pravouhlé souPadnice X! ,LXQ,.Xs.‘Pfedpoklédéme, %Ze Jjde o inerci-~
&1n{ soustavu soutadnic, takZe t&leso v nf setrvévé,v klidu nebo ve stavu
pFrimodarého rovnom&rného pochybu, neni-li pPedem déformovéno ani vystaveno
pisobenf %4dné sily. Za obecného pohybu se soufadnice x*  zménf o posuvy

“E (=1, 2, 3), tekze bude

s o ; ; 1
b e 2h (b ) = Xt (X xh 3 ) (2.1)

Indexy pf3eme nahofe, abychom nazna&ili, %¥e jde. o kontravariantnf{ sloZky
vektoru. Toto oznadeni by m&lo vyznam v kosoidhlych nebo k¥ivoldarych soufad-
nicich, takZe pro tuto kapitolu nen{ podstatné. Proto také nebudeme rozliso-
vat parcidlnf a kovariantnf derivace. &tené# obeznémeny s tenzorovou algebrou
si miZ%e uvedené vzorce a vysledky snadno trasfmormovat do obecnych soufadnic;
k tomu postadi poznatky z prvni &dsti semind¥e (1978).

Proto%e souradnice X' Jjsou spjaty stéle se stejnym hmotnyq bodem t&-
lesa, jsou to materidlové (konvektivnl) soufadnice. Souradnice =z“(t) urdujt
polohu pohybujiciho se bodu v prostoru, jsou to tedy prostorové soutadnice.
Zrejms zv(t - 0} b, wr(t=0)=190.

Rychlost 1ft dostanema derivaci podle é&asu.

i %Zi Dt
VEE e T TR

(2.2)

Parcidlnf derivace znamend, %Ze ¥* = konst.

Je~1i né jaké funkce f zévisléd na materiélovych sourasdnicfch X' a
na tase +t (Lagrangedv popis), bude jeji &asové derivace jednodu§endf/dt =
= W/« x* = konst). Je-1li v&ak furkef prostorovych sou¥adnic (Euleridv
popis), bude

o= 4202 25 t), (2.3)

TR L P TR T VIR
at " %t T2 At T 9w Y Inar (2.4)

Prostorové souradnice toti% nezistévajf v 8ase konstantnf, tak¥e musime po—
uZf{t pravidla o derivaci sloZenych funkef.
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Poslednf rovnici 1ze zjednodusit pouZitim Einsteinova sou&tového pravid-
la (vyskytne-1i se index latinské abecedy v ndkterém &lemm dvekrdt, znamend
to s&{ténf pres tento index od 1 do 3). *) Zérovenh dosadfme z rovnice (2.2).
S novym oznadenim levé strany budeme mit

D o ;Y

Dy _ W 9, (2.5)
Db 0t TV el

Symbol
D A4 . 9
S—‘é— = —'ﬂ:— + v 70"{{ (2.6)

zna¥{ materidlovou derivaci. RozliZenf{m symbolu D/Dt od VIt  se predejde
mo¥nému omylu p¥i vypodtu vysledné derivace d/dt

Necht je n&jakd vlastnost daného t8lesa popséna fumkef F= F(2't) .
Chceme urdit &asovou zm&mu objemového integrélu

T=§F(2ht)dV. (2.7)

¥

Za kratky Zas At se souradnice 2*  zménd o vtat . Cbjem V s po-

vrchem S se zm&nf na objem V' s povrchem S’ , tekZe

4 e . S
%%—x Llm, vy [ SF\zHWat,t + at)dv' - I F2bt)av 1. (.8
At >0 v v

Kdyby se integradni oblast V¥ v -Zase -ct nem&nila, zmé&nil by se integrél
(2.7) o hodnotu .
. oF ,
_ondl = § 35 dt.dv. (2.9)
'. e : Ty

Kdyby se naopak funkce F nezm&nila, ale oblast v by se zménila na y' s
pak ka¥dy povrchovy element d-g) by se posunul o vektor Al a vytvoril
by t{m hranolek o objemu dS.Vdt = m.¥, AS.dt . Pritom Ay znad( vndjsi
Jednotkovou normslu elementu dat 5de| =olS . Tedkou oznadujeme skaldrn
sou¥in, takie m.Ar =M, V' . V m{st3 elementu {$ mé danéd funkce hodnotu I
Proto se integrand v rovnici (2.7) zvétst posunut{m elementu d$ o soudin
( ¥ x objem hranolku). Integrél (2.7) se pozm&nf celkem o hodnotu

W
at,;-SSF%v as. dt . 2.10)

*) Nechceme-1i se omezit jen na kartézské soufadnice, musi byt jeden z tachto

0

indexd hornf, druhy dolnf (jek jsme to ostatn& vyloZili v prvni &4sti se-

miné¥ae).
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Vjslednd zména je soustem obou dfl&fch zmén, takze AL = dI,;+dI,. Proto

DI dL, dL (OF ;
Dt dt T dt W‘W“‘gFmivdS- (2.11)

v

—dp
Poslednf integrdl znamend “"pritok" vektoru ( v ) plochou S .
- o~ T -3
Podle Gaussovy vaty S(F'U').’h,ds = SGLW‘ (Fv¥)av .
S v

MnoZstvi protékajici povrchem S (levé strana rovnice) Jje stejné Jakko mnoZ-
stvi vyvirajici z objemu v (pravé strana rovnice). Rozpisem do sloZek do-
staneme ¥)

». 'b A
§(Foimgas = § a7 (Fvd)dv. (2.12)
s v |

Tento vysledek dosadime do (2.11). Dostaneme

DT W B
‘E‘Z‘\g( t"‘v?mz:r*"—'eza)“"' (2.13)

Prvni dva &leny na pravé strans znadf DF/Dt | takze

DE Yrd
—_— = —_— . L
SFdV-j’(N__+F,‘,#)dV (2.14)
v )
V&imnX¥me si, Ze poradi materidlové derivace a integrace nelze zam&nit (deri-
vac{ za integra¥nim znaménkem bychom dostali na pravé strand rovnice jen
prvni &len).

Zékon zachovénf hmotnosti poZaduje, aby hmotnost obsaZend v objemu v
nezédvisela na %ase, af uZ se objem, v nsmZ jsou uzavi¥eny stdle stejné hmotné
g4stice, zm&n{ jakkoliv. Mus{i tedy byt

D : .
Pouzijeme~1i vzorce (2.14), méme
Fud
(124 v s -0

. -3
*) V pravothlé soustavé soufadnic %27 v v .

- 12 -



Protoze tato rovnice musy platit pro jakykoli objem V vynaty z tslesa,
mus! se integrand rovnat nule:

D >
E%"f("dw"'f =0 (2.17)

S pou%itim rovnice (2.6) mi%eme tento vztah upravit na tvar

2 .
(,%@?Jr 537 (ev?) < 0. (2.17 a)

Rovnice (2.17) tedy vyjadfuje zékon zachovdn{ hmotnosti za obecného po-
hybu t&lesa. Hmotnost v kaZdém objemovém elementu tZlesa se za jeho pohybu
nezméni{. Za pohyb povaZujeme také deformaci t&lesa. Byla-li hmotnost v pPi-
rozeném stavu t&lesa rozd¥lena spojits, zlstane spojitd i po deformaci.
Proto se vztah (2.17) nazyvéd také rovnice kontinuity (spojitosti).

Jde-11 o t&leso staticky deformovené, je @ = konst, vd -0 tekze

9
rovnice (2.17) je identicky spln&na. OkemZité zm&na hustoty DQ/Dt nemé
proto ve statice v¥znam. Tem politéme s celkovou zm&nou hustoty @(i’) proti
referendnimu stavu Qo()?) . ZPejm&

SQ(f)dz'dz"dﬁ = SQQ(;) dx'ax’dx?. (2.18)
v « Yo
Oznadfme-1i jakobidn *) .
DEY N2 D2
, Tx IRE GY%)
o2t 92 kg P2t
Jrord Bl o I (2.19)
‘ R 23 222 287

bude

daldz*dz® = | % | etxaxPax?
, xd f (2.20)

takZe ob& strany rovnice (2.19) budou integrovény v stejném, ale libovolném
objemu Vo . Integrandy budou proto stejné. Odtud

- I EL
Qe () = 0(2) | 757 (2.21)

®) symbolem la}i znadfme determinant sloZeny z prvkd CL:,‘ ( L = stslo
Fédku, 3 = &1slo sloupcs).

- 13 -




a obdobng

Q) = @,(x) "azf (2.22)

Hybnost hmot ného bodu je definovéna Jako soudin rychlosti bodu a jeho
hmotnosti. Je to vektor, ktery mé smér vektoru pychlosti. Hybnost celého té&-
lesa je vektorovym souftem hybnost{ vdech jeho hmotnfch bodd. Hmotnfm bodem
zde rozumfme elementérnf objem AV & hustotou Q@ , tj. s hmotnosti QdV .
Hybnost tXlesa tedy Je

H = S@{?dv. - (2.23)
; .
Ve s8loZkéch

pviav. (2.24)

,h
¢<L/ﬁ

Gasové derivace hybnosti DH/Dt se must rovnat v¥slednici plsobicich sil

S\b’o{s ' Slocv - (@2
-
Zde P  jsou povrchové sily, 1? objemové sily. Tedy
~ 'DH‘!.
%-’E_ -F M1 3 =F (2.26)

Rovnice (2.26) vyjad¥uje Newtondv pchybovy zdkon.

Podle definice tenzoru napjatosti

pe = Gimy (2.27)

i
Zde © Jsou sloZky tenzoru napjatosti vzta%eného k pretvoPenému elementu

a 4%5 Jsou slozky jednotkového vektoru vn¥jif normély v mfst¥ dS . Prvnf
&len na pravé strand (2.25) upravime podle Gaussovy vdty:
j 063
{a? m;dS = J 937 dV (2.28)
S

V8imnsme 8i, %e - obdobnd jako v rovnieci (2.12) - se derivace tykd "slepého"
indexu "j ", kde%to index " ( ", oznadujfci vektorovou slozku, musi z8stat na

obou stranéch rovnice (2.28) "voln$". S pouZitim (2.24), (2.25) a (2.28) d4
(2.26) '

- 14 -




) a ) 'AGS; 2k
_Bt_vSvaz-g 7 ﬂf)dvs (2.29)

v

Nynf pouZijeme vzorce (2.14), v némZ funkecil F  ztotofnime se soudinem Q1ft
levé strana (2.29) pak bude

; ce D . W | |
= SQV AV S [-ﬁ—\gv )+ eV ,523']0(\/ . (2.30)
V v Anrmramannns
ProtoXe materidlové derivace soudim e\r‘ a4
—_ = : .31)
el CUR A e >

a podle (2.16) se podtrZené ¥leny zruéi, zbude v rovnici (2. 30) na pravé
strand pouze Jjeden &len:

. D .
b SQVMO(V - S g DI d\V . (2.32)
v A

Rovnice (2.29) pak dévé

SQ bt dV S(faaz ¥ ﬁ’t) (2.33)

Proto%e tato rovnice platf pro jaekykoli objem VY vynat$ z t&lesa, musf byt

bv\' ’bcr
Dt 7z

NYAS - (2.34)

To je znémé Eulerova pohybové rovnice pro poddajné té&leso. %

Obdobn# bychom mohli postupovat 8 momentem hybnosti, jeho%Z &asové deri-
vace se rovnéd vektoru vysledné silové dvojice plisobicf{ na t&leso. Dosli by-
chom k z4v&ru, %e tato podmfnka nep¥inssf ﬁédnou novou informaei, Je-1li tem-
zor napjatosti ©2° ‘soumdrng, tj. je-1i G =G

3

Poznamenejme, Ze v teoriil pruZnosti se zpravidla pFedpokléddajf malé de-
formace, tskfe miz{ rozdfl mezi Lagrangeovym a Eulerovym zplsobem popisu po-
hybujictho se t&lesa. Materiédlové derivace prejde v obyZejnou derivaci, takze
na levé strand rovnice (2.34) dostaneme sou¥in hustoty a zrychleni (PCL%
Eulerova rovnice platf i ve statice, kde V' =0 a lev4 strana (2.34) vymizf.

. nG#*
*) Je to vlastné soustava t#{ rovnic, nebot 4 = 1, 2. 3. Pfitom 77 =

WG Il 6%

v + 752; + P podle Einsteinova pravidla.
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V¢sledky, které jsme dostali, jsou pozoruhodné. Jsou-li transformednt
rovnice (2.1) splm¥ny & jsou-li zobrazent &P(E’,t) a 2 (Z.t) Jednoznad&nd,
spojité a hladkéd, je tim zarulena geometrickd souvislost a neporudenost t¥-
lesa. Je-1i zdroven splnina i rovnice (2.16) popF. (2.17), Je tim zarudena
i souvislost fyzikdlni (pFetvofenim kterékoli E4sti t&lesa se hmotnost v nf
obsaZend nezmdn{ a rozdsleni hmotnosti zlstane spojité). Splnén{ rovnic
(2.34) pek znsmend, %e pohyb kaZdé #dsti t¥lesa je ovlddén Newtonovim zéko-
nem.

Celkem méme af dosud &tyFi rovnice pro deset neznémych, totiZ pro hus-
totu @(f.t) , pro t#i sloZky rychlosti V" (nebo t#i posuvy &' ) a pro
Sest sloiek tenzoru napjatosti ©3¥ , To je zfejmd mélo.

Mohli bychom pou¥fit zdkona zachovénf energie. Mé-li visgk pro danou iulo-
hu v¥znam pouze mechanické energie, uké¥e se, Z%e aplndnf tohoto zékona Je
dtsledkem plynoucim z pohybovich rovnic (to snadno dokéZeme jejich integraci).
Zékon zachovént energle pak neposkytne %édnou novou informaci. Je-1li vdak po-
hyb t&lesa spojen & vyznamnymi zm&nemi tepelného stavu, dévé energetické bi-
lance nezédvislou rovniéi, kterou je mutno splnit. K tomu se je¥td vrétime.

Zb¥vajic{ rovnice dostaneme z idvahy o vzédjemné vazbd pletvofen{ a napja-
tosti, kterd Je déne mechanickymi vliastnostml té&lesa. Dostévéme tzv. konsti-
tu¥nf (komstitutivm() rovnice. Znéme~li pPesns strukturu #&leea a zékony,
které ovlddajl vazby Jeho clementdrnich ¥4stic, miZeme se pokusit odvodit
konstitulni rovnice t&lesa z vliastnosti jeho mikrostruktury. Skute¥né mate-
ridly nemaji v8ak pravidelnou stavbu, Jejich deformaln{ vlastnosti Jjsou spo-
luuréovény nshodile rozd&lenymi defekty (nap¥. u krystald dislokacemi).

K jejich popisu je nutné poufiit statistickfch zékonl. Proto se v¥tdinou spo-
kojujeme s fenomenologickymi vztehy zjistovanymi experimentélns na t&lesech
vétdich rozméri. PHikladem konetitudnich rovnic je Hockelv zékon,

649 £, (2.35)

pfedstavujfci{ lineérnf vazbu mezl slo¥kami tenzoru napjatosti a tenzoru pfe—
tvoreni. Z matematického hlediska Je to nejjednoduds{ mo¥nd zdvisloest. Je to
daldfch 8est rovnic, které doplnuj{ d¥{ve uvedend &ty#1i rovnice (2.17) a
(2.34) na soustavu deseti rovnic, pestaZujfcich k FeSenf dloh o lineérns
elastickém t&lese. Skute&nd pruZnd t3lesa se budou od idedlnfho zdkona (2.35)
vice nebo mén3 odchylovat, a to zvl43t8 pPi vitsich deformacich.

Latky zpraevidla mdn{ pFi deformaci svlj tepelny stav, tak%e k popisu je-
Jich deforma¥nich vlastnost{ je mutné vychézet z termodynemickych zékond.
To je samozifejmé u plynd a par. Aviigk i u létek v pevné fé4zi miZe byt defor-
mace spojena & vfznemnymi zm&énemi tepelného stavu. Jsou to zejména létky
8 velkou pom¥rnou deformacf, viskoelastické a plastické. Ke zm¥ni stavu:do-
chéz{ ngkdy i z vnitFnfch p¥f¥in (chemickd reakce, rekrystalizace aj.).
P¥{8t{ kapitolu proto vénujeme vykladu termodynsmickych zékond. '
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3. TERMODYNAMICKE ZAKONY

Soustava spojitych t&Zles se nazyvéd uzaviend, JjestliZe nedochdzf k %4dné
vym&nd hmotnfch S4stf s okolim. Hmotnost uzaviené soustavy je tedy konstant-
ni. Odstranime-1i téZ jakékoli jiné vzdjemné pisobeni soustavy s okolim, do-
staneme izolovanou soustavu. Méme-1li o soustavd tolik informaci, Ze ji dove-
deme z hlediska daného uG¥elu dostateZn¥ popsat, pak znéme stav soustavy.
Jde=1i nap¥. o kmitajfci tZleso, budeme jeho stav znét, bude~1li zném Jeho
nedeformovany tvar, materidlové sloZenf{, mechanické vlastnostil, pole posuvi,
napjatost, teplotn{ pole. Jestlife se teplotnd pole mechanicky neprojevuje
(napi®. je-1li teplota tém&# presnd konstantnf), miZeme teplotu v seznamu sta-
vovych veliéin vynechat. Lze-1li ndkterou stavovou velilinu vyjéd#it jako
furkei jinych stavovych veli&in, dostaneme stavovou rovnici.

Nezdvisi-1i stavové veliliny na &ase, je danéd soustava v termodynamické
rovnovéze . K popisu termodynamické rovnovéhy ndkdy stadf méns stavovych veli-
¢in ne% k popisu obecného pohybu (A& je, zm&ny, procesu) dané soustavy, nebof
ndkteré stavové veliliny ztrati za rovnovéhy vyznam (napi. viskozita). Podlet
stavovych velil&in je tedy rdzny piipad od p#ipadu.

Predstavme si termodynamicky rovnovédZnou soustavu, kterou od okolf izo-
luje stina s takovymi vlastnostmi, Ze zm&na stavu soustavy miZe nastat pouze
pohybem st&ny nebo silami plsobfcimi na délku (nap#. gravitadnimi silami).
Takovéd soustava se nazjvd tepelnd izolovand. Ka?déd zm3na probfthajicf v te-
peln& izolované soustavéd Je sdiabatické.

Jsou-1li stavové velidiny nezévislé na prostorych soufadnicich, jde
o homogenn{ soustavu. Klasickéd termodynamika studuje pifev4in& homogenni sou-
stavy, popF. heterogenni soustavy sloZené z homogennich &dsti (fdzi). V této
kapitole se budeme zabyvat jen homogennimi soustavami.

Chceme-1i definovat vztah mezi dvéma termodynamicky rovnovéinymi sou-
stavami, poti¥ebujeme k tomu pojem teploty. Definice, kterou uvedeme, se bude
zd4t komickd, ale je zcela vystifnd a v podstat® sprédvné a Uplnd: teplota Jje
redlné &islo, které ukéd¥e teplomdr. Je to jednozna¥né funkce rovnovéiného
stavu teplom&ru. Je-li kaZdd ze dvou soustav v termodynamické rovnovédze se
tPet{ soustavou, jsou obd soustavy také ve vzdjemné rovnovdze. Je-ll jednou
z t3chto soustav teplomar, pak vSechny srovnévané soustavy maji stejnou te-
plotu, a to tgkovou, kterou ukazuje teplomé&r. ProtoZe tato teplota zévis{ na
konstrukci teplom3ru, je to empirickéd teplota. Uvedeme-li do spole®né sousta-
vy dvé termodynamicky rovnovédZné soustavy, které majf stejnou teplotu, budou
tvorit opst termodynemicky rovnovéfnou soustavu. *)

*) Vznikne-11 spojenim soustav chemickéd reskce, poru3i se rovnovéha. Psk u%
ne jde o rovnovainé soustavy.
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Predstavme si nyni soustavu tepeln# izolovanou, v ni% mohou probihat
jen adisbatické zm$ny. Prejde-1i tato soustava ze stavu I do stavu II,
pak je k tomu zapot¥ebf dodat vidy stejné mnoZstvi préce (pohybem stdny nebo
silami plsobicimi na ddlku), nezévisle na tom, jakym zplsobem zména probiha-
la. To znemend, %e musf existovat ndjaké jednoznalné furkce stavu W  zvané
energie, jej{Z p¥fristek za adiabatické zm&ny se rovné préeci A A dodané
soustavy:

AW = A A (adiabatickd zm#na). (3.1)
Nenf{-1li zm&na adiabatick4, nebude rozdil AW-AA nulovy, ale bude se rovnat

AQ =aW-AA (obecné zméixa). (3.2)

Veli¥ina AQ 2zna¥f teplo absorbované soustavou. Teplo AQ i energie AW
majf stejnf fyzikéln{ rozm&r jako préce AA (joule). PrepiZeme-1li posledni
rovnici na tvar '

AR + AA = AW, (3.3)

dostaneme zdkon zachovéni energie (z vnsjsku dodané energie AQ 4 AA ge

v souatavd pohlt{ ve form& energie aw )y, Energie AW 3¢ mi%e sklédat

z riznfch typl, nejlasté&ji z kinetické energie K , z gravitadnf (polohové)
energle G a z vnit¥nf energie U , tekze

W=K+6+U. ' (3.4)
Vypo¥itéme-1i odtud U , dostaneme rovnici U =W - K- G , kterd definu-
Je vnit¥n{ energii soustavy. Je déna soultem potencidlnf a kinetické energie
kmitového mikropohybu molekul, tJj. zdvis{ na sildch plisobicich mezi moleku-
lami a na teplot¥. P¥1 pomelych a nevelkych zm&ndch 1lze kinetickou a gravi-
tadnf{ energii zanedbat.

Poznamenejme, %e taplo AQ noze byt za obecné zm&ny déno nejen teplem
p¥ivedenym z okol{, ale také energif uvoln_éhou 2 vnit¥nich zdrojd (chemickou,
elektrickou, teplem uvolndnym rekrystalizaci a pod.). Dosadfme-1li (3.4) do
(3.3), dostaneme prvni termodynamicky zékon ve tvaru

AL +aA =K +yaGray. (3.5)

R{kd, %e energie soustavy (pravé strana rovnice) mlZe vzrist jen tek, %e do
ni{ pFivedeme teplo nebo mechanickou préci nebo obojf (levéd strana rovnice).

Tento termodynamicky zdkon se netjkd obecné zkulenosti, %e teplo spon-
ténnd prechdzi vidy jen z teplejsiho t&lesa na studend j3f a nikdy nsopak.
Chceme-1i tento jev vt&lit do fyzikdlnfho zédkona, musime rozsi¥it seznam sta-
vovych velidin o dvd, a to o absolutnf teplotu T a entropii g .

Absolutnf teplota T Jje kladné &fslo, které zévisi pouze na empirické
teplots 77 . :
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Entropie J mé tyto vlastnosti:
1. Entropie soustavy je soudtem entropif jejich &édsti.

2. Diferenciélnf zmina as entropie miZe byt zpisobena bud interakel
s okolfm (zm&na dY% ) nebo ynit¥nimi zm¥nami v soustav (zm&na d\g‘ ).
Celkové zmdna entropis Je soudtem obou t&chto df1l&ifch zm&n:

dS - d%+d% . (3.6)

3. Zm&na plsobend interakel s okolfm je déna pom&rem prirdstku tepla k abso-
lutni teplots

dS - ﬂ‘?@_, (3.7)

4. Zmina d5; vznikd z vnit¥nich d8J0 v soustavd a nemiZe byt nikdy zdpor-
nd, Je-1i di‘( = 0, Je d8j vratny, Je-1i dS'g >0 , je d8J nevratny.
Pripad ¢, §; < 0 nikdy nenesté&vé.

Vity 1 a% 3 ﬁefinuji entropii podle jeJjfch vliastnosti. Vita 4 vyjadfuje
druhy termodynsmicky zékon. Pf¥eme-1i symboly dJ. d;ﬁ:; , neznamenajf
indexy ¢ , i vektorové slokky, ale prosté indexy, pripomfnajici vyznem
symbolu (extern{, internf). Z rovnice (3.7) je ostatn¥ zrejmé, Ze entropie
nen{ vektorovou, ale skaldrn{ veli¥inou, kterd mé fyzikélnf rozmdr [ JK™'].

K stanovenf stupnice pro absolutnf teplotu pot¥ebujeme tepelmf stroj.
Méme-~1i ve vélci s pohyblivym pistem uzavien idedlni plyn, pak ve styku
s prost¥edfm (1ldznf) o konstantnf empirické teplotd Tr mi%e izotermicky
expandovat, pfilem¥ odejme z okol{ teplo Qt , které se rovnéd vykonané vnsj-
8{ préci. Na pravé strand rovnice (3.5) bude toti% nula, nebotf kinetickd ani
gravita&nl energie se nezmé&ni (nejvys se zm&nf{ neznatelnX¥) a vnit#ni energie
idedlntho plymz je furkcl pouze teploty, kteréd se rovndi nezm&nf. Pak Jje vé&-
lec 1izolovén, tak%e plyn se rozpind ddle adiabaticky, co%Z znemend, %e vyko-
nanéd préce se rovnd ubytku vnit¥nf energie podle (3.1) a (3.4) (AKX =AG =0).
Teplota p¥itom klesne na 'TI . Pak Jje vélec uveden do styku s ldznf o teplo-
ts Ty a plyn izotermicky stlafovdn. PFitom se do ldzn¥ odvede teplo Qj ,
které se rovnd prdci vykonané silou plisobicf z vn¥ j¥ku na pist. Kone&nd
adisbatickou kompresi stoupne jeho teplota opst na Tr a cyklus se mdZe
opakovat. Tak by pracoval Carnotdv stroj, kdyby Jjej bylo mo%né realizovat. *)
Bshem jednoho pracovnfho eyklu bychom ziskali mechanickou préei Q1 - Qg ,
pPidemZ Ubytek tepla z tepleJdf ldznd piredstavuje préci Q»T_ . Tgpelnd Géin-
nost stroje vyjde |

Qr-Qg ' ,
Qr 4 (3.8)

¥) Nicolas Léonard Sadi CARNOT (1796 a% 1832), francouzsky fyzik.
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Je to pom¥r ziskané mechanické préce k celkovému ubytku energis v teple j&{
lédzni.

Proto%e Carnotdv cyklus je periodicky a vratny (izotermicky i adiaba-
ticky d3j probthajf v idedlnim plynu vratn&), musi byt entropie plynu ve
vélei na poddtku i na konci cyklu stejné. Zména A’S,:, = §d ‘54', Je mulové,
nebof dsj je vratny, takze mus{ byt teké Ay = O . Pri adiabatickjch zms-
néch se entropie nem&nf, nebot d® =0 . PFi izotermické expanzi vzroste
antropie o A\fe,-_ = Qp /T(77), pri izotermické kompresi klesne o -A5e,g =
= Q5 /T3 . Tyto zm&ny musi dédvat nulovy soudet 4 5;; a ‘fc:r +A£,’§, takZe

Qr _ Qg

T(T7) T(T)
Stsia Ty = T(T%) , Tg =T{Tg) se mohou pouzft jako zéklad k vytvoreni stup-
nice pro absolutn{ teplotu. Stupnice pro tuto teplotu je tedy dédna rozpina-
vost{ idedlnfho plynu. Tomu se nejvice bli%{ vodik, pop#. inertni plyny.

Pojem absolutnf teploty zavedl Lord Kelvin r. 1848. x)
*#)

(3.9)

Entropii definoval Clausius. Tento pojem lze pobchopit mén& snadno.
A%koliv jde o kvantitativnf velidinu, nemiZeme m&¥it jejf absolutnf velikost,
ale jen jej{ rozdily, a to jest8 nep¥imo pomoc{ jinych fyzikélnich velil&in.
Pro vé&t3f nédzornost uvedme analogii mezi rovnicf (3.7), kterd mé tvar

pPiristek tepla = teplota x p¥irlstek entropie

a rovnici pro elementérnf{ mechanickou préci

prirdstek prédce = sila x p¥irlstek drshy.

Existuje také analogie mezi Carnotovym cyklem a vodopddem. Préce ziskand

z Carnotova stroje je um&rnéd rozdflu teplot a mnoZstvi sdflené entropie,
nebot 9rp - Qg = T¢ SI‘TE 51!2: (Tt-Tg)S . Préce ztracens pédem vody je Um&r-
nd rozdilu vy3ek hladin a mnoZstvi padajfci vody. '

Entropie néle#f k hmot¥ asi jako elektricky néboj nebo hmotnost. Existu-
Je v péfe, v plymu, v kapaling i v t&lese v pevné fézi, napt. v oceli. Ve
spojitém t&lese je spojit® rozdslena.

*) sir Wiliam Thomson (1824 a% 1907), od r. 1892 Lord Kelvin of Largs.

*%) Rudolf CLAUSIUS (1822 a% 1888).
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P!ifiaﬁ 1. Dokaite, Ze tepelnd G&innost Carnotova stroje zdvisi jen na po-
méru absolutnich teplot obou léznf. .

ReSenf: 2Z rovnice (3.9) dosadfme do (3.8). Vyjde

g8 T
= Qr Tr

Tato hodnota nezévis{ na druhu plynu, 8 nimZ cyklus uskute&nujeme.

P#fklad 2. Dokafte, %Ze uU¥innost Carnotova cyklu by byla vidy mensi, kdyby
jednotlivé d&je probihaly nevratnd.

Be¥enf: Kdyby komprese probihala nevratns, odvedlo by se do druhé léznd
teplo Q (mfsto Qg ) a rozdfl emtropif by byl

R S LA (a8¢>0),

takZe

' Qg z Teadi Typabe
= - —_—— = - — e —— - — < )
U Qr 1 Tr Qr x' Qr Y

Teplo
. ' 'Tﬁ ) N
Q\-ﬁ = Q¢ T + TnA.S';,é Re + Ty ASe

by bylo vZdy v&tsf neZ [Qg p¥i vratném d§ji. K obdobnym z&vérdm bychom
dosp&li i p¥i nevratné expanzi. :

Pr{klad 3. Dokaite, %Ze v alsledku druhého termodynamického zdkona miZe te-
plo pfechédzet jen z teplejiftho t&lesa do studens jitho a nikdy naopsk.

Redenf: Predstavme si, %e izolovand soustava mé davs gésti, t¥leso o teplotd
Tr -a jiné tsleso o teplotd 1§ . K pFestupu tepla z jednoho tzlesa do dru-
hého dochdzf z vnitFnich p¥i¥in v soustavé, takie & S5.>0 . Nechf teplo
AQ pPejde z prvntho t¥lesa do druhého. Vysledné zm3na entropie uvnits
soustavy bude
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- = >0.

Odtud visk

tak¥e prvnf taleso musi byt teplejdf. Zéroven shledévéme, Ze sdfleni tepla
je nevratny d&J. Pro vratny d8j by musilo platit, Ze A S =0 , takZe

Tz =Tz . To je vsak pripad termodynamické yovnovéhy, p¥i nf% sdflent
tepla ustévd.

P¥{klad 4. Vypodtdte entropii 1 kilomolu ideélniho plynu.

ReSenf: Pro idedlnf plyn plat{ stavové rovnice HV = RT . ¥® Podle prv-
nfho termodynamického zékona (3.2) se pFivedené teplo Al zmint jednsk na
mechanickou préci dA = pdVv , jednek na pFiristek vnit¥n{ energie dU =
= Cy dT ( Cy Je specifické teplo p¥i stélém objemu). Bude tedy

d,& = 10“‘\)’ + C.\,- d-.(.,

Tuto rovnici d8lime absolutni{ teplotou T a integrujeme:
dQ _ pdv ar  _ dv AT
as - -+

T 7 T s RO
A~ T
,‘S':R&y\,—,\—;_;+c,\,.f/w?o+5o-

Zde -5: je integradn{ konstanta. Definice (3.7) neurduje, jak mé byt velkéd.
Do vypodtd vstupuji jen zm&ny entropie, takZe na integra®ni konstant® nezé-
le%{. NezdleZ{ proto ani na konstantdech Ao , T, . Poznamenejme, %e u idedl-
ntho plynu as = d S , nebof dSi =0 .

4. VEPOGET ROZNICH DRUHU ENERGIE

Pohybujici se poddajné t&lesa zpravidla netvo#i homogennf soustavu, ne-
bot stavové veliZiny mohou mit v rdznfch mfstech t&lesa riznou velikost a
Jsou tedy funkei prostorovych soufadnic. Chceme~1li aplikovat poznatky z pXed-
choz{ kapitoly, musfme se omezit na elementérn{ objem dV t&lesa, v nim%
lze nerovnom&rnost zanedbat, a pak ziskat vyslednou hodnotu hledané funkce
integrac{ pres cely objem V .

*) Na rozdfl od ostatnfho textu zde b zna¥f tlek, V' m¥rny objem.
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Pro kinetickou energii t&lesa tak dostanems

—

4 .
*i[ S DV ¥ J@”’ vV = TSQ(")ZCW/ (4.1)
" v

<

kde \)‘i resp. V% Jsou sloZky vektoru rychlosti, ¢ Jje hustota. Ob3
tyto veliZiny se vztahujf k elementu objemu AV . Poznamenejme, %e v kartéz-
skych soutadnicfech V' = V; , takie

g = (W) R ) (v) = LR S (V)

Vnit#n{ energii U vypoéteme ze vzorce

- éggav, C (4.2)

kde ‘E zna¥{ mgrnou vnit¥nf energii vztaZenou k jednotce hmotnosti.

P¥ivedené teplo Q Je déno soudtem tepla, které pronikne povrchem té&-
lesa S , a tepla uvolndného z vnit¥nich zdroj8, takZe rychlost, jekou Je
teplo p¥ivédéno, vyJjde

%%_= -fg.Ras -, §Qm\} = - §QL%€dS b §QTC{V-

(4.3)
V této rovnici znadf ‘i' [J n~2 s'].'-] vektor tepelného toku,Y [J kg'l s"]]
mnoZstvi tepla uvoln¥ného z vnit#nich zdrojd v Jjednotce hmotnosti za jednot-
ku &asu. Zéporné znaménko u prvnfho &lemu. na pravé strand rovnice znaldf, Ze
tepelny tok QA’ sm&Fuje dovnit¥ t¥lesa (proti vné j81 norméle ).

Nej¥astsji byvd T = 0 . S pouzitim Gaussovy véty mlZeme pak rovnici
(4.3) upravit takto

DR . Vgd

B.t__z_ém-dv . - \S/G(IV-Q’CW (y=0). (4.4)
Vykon povrchovych sil b [N m'z-] a objemovych sil Z‘[_N m‘3] je
%“2‘ ) §a;’,¥;a(s ¥ é].{?a(v -
= § shvy dS + SZ—”‘.vi dv = Ssj@.’“’é vy 48+ Sﬁ""v.; av =
S v
- I 'D;i‘:“vc) ¢ B lav.
(4.5)
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DSlfme-11i rovnici (3.5) Zasovym prirtstkem At >0 | dostaneme v limits
(pro & = konst, AG = 0)
DR . DA DX , DU

bt T Dy - bt | DE

(4.6)

Tato rovnice vyjadfuje zékon zachovénf energie (prvnf{ termodynamicky zékon).
Rfk4, %e tepelnf a mechanicky prfkon se spotfebuje na zmSnu kinetické a vnit¥-
nf energie (za jednotku &asu). Derivace vstupujf do rovnice (4.6) proto, Ze
v rovniei (3.5) poditéme se zm¥naml energifi. Je proto logické, Ze vyslednou
bilanci (4.6) piZeme pro vykony (vykon = pF{irdstek energie za jednotku Z¥asu).

Upravime-11 derivace DX/Dt ,DU/Dt pomoct vztahu (2.14), dostaneme
porovnanim integrandd

L 2 De
4 QDD(:) +h;) ?)i .(Z (Mvi—Q‘DT*E Dt +£§7d.w'\r=
MJ ’0‘63" oW
I F¥i a7t 90 Ey

(4.7)

VyuZijeme je3t& rovnice komtinuity (2.17) a pohybové rovnice (2.34); v po-
sledn{ rovnici se nskteré &leny zrudf a zbude

— e - e ‘
Q Dt nad + @ 923 (4.8)
D D , dvé i Dy

v — 1": B~ . ) = ) — v .
Pripomenme, Ze Dt (v) Dt tvev®) 2wy bt 2v" 3¢ , nebot v kartéz-
sk¥ch soukadniefch Vi = V"

Ozna&ime-1i tenzor rychlosti deformace

VW, |, vy
| A —
V"a = T\ 023 ¥ Dav )’ (4.9)
bude.
Y -
v hd = “3 Ly
© BT 69 Vg, (4.10)
- 13
nebot tenzor napjatosti G Je soum&rny. Rovnice (4.8) bude mft tvar
D¢ 9 i :
—— e ——— a\. . .
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Zam3¥{me~1i se na malé deformace a na pfirdstky energii za &as Dt = dt
bude podle (4.11)

QdE =da+edey.
. (4.12)
Je-11 pA entropie pfipadajici{ na jednotku hmotnosti, p¥ipadne na jednotku
objemu podle (3.7) teplo d@ = ETAdE , tekie

deé =TdZ + -(4— G"é'de;j : (4.13)

Rovnice (4.11) pop#. (4.13) je tedy energetickou bilanci za obecného pohybu
poddajného t&lesa. Rozdil mezi nimi Je ten, Ze rovnice (4.13) plat{ pro malé
deformacse, kde%to rovnice (4.11) plat{ obecns.

5. VYZNAM DEFORMACNI ENERGIE

V teorii pruZnosti se definuje energie napjatosti N\ vztaZend k Jed-
notce objemu vztahem

dA.=qu8g. (5.1)

Vztah (5.1) platf{ i pro nelineérnd pruinéd t&lesa. Plat{-1i vZak Hookelv z&-
kon (2.35), mi%eme vztah (5.1) jednoduse integrovat a dostaneme

1 gkt YR
o — .. E m—— aﬁ,-

-[\ ) E ei’d 8&6 2 G 64,3 . (5'2)

V jiném p¥fpad®é bude konstitudni zdkon sloZit&jsf. Nekonec vidy vyJde ener-

gie napjatosti jako funkce deforma¥ntho tenzoru, tj. A = .[x(eqa& .
Z rovnice (5.1) .

.. TN
4
¢l - : (5.3)
V&4
Y ger

Pokud tato derivace existuje a pokud integrél A = SG 3d€5; nezévisi na
integrainf cest&, ale jen na podstednim a kone¥ném stavu, mé J\ vyznam
potencidlnf energie, a protofe je funkci deformadntho tenzoru, je to poten-

ciélnf deforma¥ni energie (potenciélni deformadni préce).

» Vnucuje se otézka, zda takovéd funkce opravdu existuje? U pruZiného té&le-
sa je tenzor napjatosti G JjednoznadnZ zévisly na deformainfm tenzoru
E&é , takZ%e jenom Jeden z té&chto tenzorld je nezédvislou stavovou veli&inou.
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Z rovnice (4.13) je zfejmé, %Ze m&rnd vnit¥n{ energie % Je funkecf jednsek
s . MiZeme proto psét

mérné entropie ), , jednak deformaZnfho tenzoru E%
€= E(3,e) (5.4)
Pro totdlnf diferencidl této veliliny plati vztah
FVE 33
A€ = (5= dZ + (7 ) dey .
LBB )eta = kongt (‘ ‘bg‘q)}:domt 4 (5.5)

Porovnéme-1i tuto rovnici s rovnicf (4.13), vidime, Ze

T (e)

£y =konst '

LA . (5.6)
G ¢ (’D&":})Zﬂwmt

Za malych deformaci se hustota Q prakticky nem&nf, takie souZin @‘g po-
dle druhé z rovnic (5.6) mé vyznam potencidlni{ energie N v rovnici (5.3):

A =§,g ( L ='konst). (5.7)
Proto%e je pfitom mé8rnd entropie konstantnf, jde o adiabatickou zm&nu, tj.

o zmdnu v tepelnd izolovaném t&lese. Pro tuto zmdmu tedy potencidlnft defor-
ma¥n{ energie existuje a mé vyznem wnit¥#ni emergie obsaZené v jednotce objemm. 8)

Je-11 teplota konstantnf, mi%eme rovnici (4.13) integrovat. ProtoZe
ftaz - T[dz = TZ Xes’de Gl\, (5.8)
bude
%=TZ+‘$’[\—» (5.9)

Rozd{1l {"T L oznadfme podle Helmholtze jako m&rnou volnou energii vztaZe-
nou k jednotce hmotnosti *¥)

T -€-T5% . (5.10)

x) Obg veli&iny se mohou 1iZit o libovolnou aditivnf konstantu, kterd p#i
derivovéani odpadne, takfe na ni nezéleif.

*¥) Proti tomu vyraz TY = € - F predstavuje energii vézanou. Je to &ést

voit¥ni energie, kterd se p¥i izotermické zm&nd neuvolnuje. - Hermann

Ludwig Ferdinand HELMHOLTZ (1821 a% 1894), n&mecky p¥irodovédec, fyzik

fyziolog a psycholog.
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Pak |
AdF=d¢ - TdI - SdT (5.11)

a rovnice (4.13) mé tvar

dF - LdT + é— G‘“}o(eij | (5.12)

Ze srovndn{ s totdlnim diferencidlem funkce F (T, 663') dost aneme

2F " F |
Z ’-(W)Sij =konst ! Gt}=@((5€g)r=kmxt ’ (5.13)

P¥i izotermické zm&nd mé potencidlni deformalnf energie vyznam volné energle
obsazené v jednotce objemu (A = Q7).

Ndzev "volnd energie" pochopime, pirepiSeme-1li rovnici (3.5) do tvaru

AA = aU-2a0 =AU -TaY (5.14)

{AK‘»’AG =0) . Pri izotermickém d&8ji ( T = konst)

A=U-TY | (5.15)

Na pravé stran¥ je prévé volnd energie soustavy. Je to tedy préce, kterou
1ze ziskat pFi izotermické zmén¥. Ve srovnén{ s tim méme p¥l adiabatické
zmsns A P = 0, takze

A =V (Y =konst). (5.16)

P¥i adiabatické zm&nz miZeme ziskat prdci jen na tkor vnit¥ni energie.

Vnit#n{ i volnd energie Jsou skalérnf veliliny, které se v uvedenych
dvou p¥ipadech (pii adiabatické pop#. izotermické zm&n¥) rovnajf deformadnf
energii. Ze vztahd (5.6) pop¥. (5.13) je z¥ejmé, %Ze deformadni energie zévi-
81 jen na tenzoru pFetvorent. P¥l obecnych zm&ndch to uZ nebude platit, de-
forma¥ni energie bude z4vislé i na teplotd a entropii.

6. DUHAMELOV - NEUMANNUV ZAKON

PFredpokléddejme, Ze potencidlnf deformadni energii lze vyjédifit mocninnou

fadou
. G4 ke -
A=20C+C €yt T C7 Eqgegy + - (6.1)
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Soudinitels Co . C(’j s C(’j&"’ mohou zéviset na teplotd T a na
entropii r .

Sinitele (o ur&fme tsk, aby deformadn{ energie vymizela spolu s de-
formact, tedy (, = O. Pak

'bﬂd hedq

x O\ c
G - < fe 6.2
SR T (¢ e, ). (6.2)
Protoze &, a G4 jsou soumdrné tenzory, Jje
Cqu - (‘,&’“3.' Cc,'u } ch‘e&, (6.3)

i

Lkl
tak%e existuje 21 nezdvislych &initeld C 3 . Potom z rovnice (6.2) vyjde

7]
oY= %t Ege - (6.4)

Jaky je vyznam &initels C% ¢ Je to zrejms napstt Y@ v nedeformovaném
t8lese ( ©4, = 0). Takové nap&t{ mohou vzniknout odchylkou od referen&ni
teploty, zeJjména nerovnom&rnym rozdslenim teploty. Je-1i T = T, = konst,
je nedeformované t&leso bez napdti (to vyplyvéd z definice pFirozeného stavu
t&lesa). Funkci ci(m proto rozvineme v Taylorovu #adu kolem hodnoty T =
To , nebot vime, Ze C"(To) 0. Bude

dey 4, drcl :

Fp (Tom) e g (e ) (T Tt o (6.5)

CH(T) = (3

Omezime-1li se jen na lineérnf élen, bude

C% - —43“5 (T-To), (6.6)
N dctj Py
P = - (T drar P (6.7

Jde-11i o izotropické tsleso, nshradfme Zest soudinitels >  jedingm sou-
ginitelem [} podle vztahu

pY% =54 (6.8)

(¢ §4 Jje Kroneckerovo delta, 59 - 41 pro t =J- y Jingdk 0). Dosaze-
nim do (6.4) dostaneme Duhameliv-Neumamniv zdkon

‘. it
G4 =, - B9 (T-To). (6.9)




Pro | = To pPejde v "oby¥ejny" Hookelv zékon (2.35). ¥ Je-l; t&leso
izotropické, vyjde (Upravami, které jsme probrali v prvnf ¥ésti seminéie)

v ) m Cq i
Gz’" RGES + A Em b5 - B (T-To) 05 (6.10)
Ozna%eni se shoduje 8 tim, které jeme poufili u rovnice (200) v publikaci
vydané k prvn{ ¥ésti semindie. V kartézskych soufadnicich nezdleZ{ na polo-
ze indexl, takie miZeme psét

Gy < LBy + 34e8y -B(T-Ta) by (6.11)

= A A
C = T Em = 3(E t €y ¥ Ex). (6.12)

Ep B (6.13)
(Arp)-24) 2(A4+p)

E je Youngliv modul pruznosti (v tshu &i v tlsku), j+  Poissonovo ¥fslo,
A Lamého elastickd konmstanta, @ modul pruznosti ve smyku.

Ke vztahu (6.11) existuje inverzn{ vztah

Ay 3
€4 = ¢ Oy - M Aby +x (T-To) 8y (6.14)
A
A = % G/w\.m» = —3_ (6.14 + 8'11 iy 6.33)) (6-15)
A-0y
®=f5 ——E’H—' = soulinitel délkové roztaZnosti.

Duhameliv-Neumanniv zdkon ¥1ké, Ze napjatost .zpdsobend deformaci a ne-
rovoomérnfm rozd3lenim teploty (odchylkou od referen¥ni teploty) dostaneme
soudtem napjatosti, kterd by vznikla p¥i stejné deformaci za referenénf te-

ploty T = To a napjatosti, kterd pFfslusf nerovnomsrnému rozddlenf te-
ploty p#l nulové deformaci.

Teplotni napjatost miZfe vznikmout i pFi rovhomérné teplots, je~li t&leso
nehomogenn{ nebo je-1i n¥jak brén¥no jeho teplotnf dilataci. Dosadime-1i do
rovnice (6.14) G = 0, vidfme, %e teplotnf napjatost v homogennim izotro-
pickém tZlese nevznikne, miZe-1i v ndm volnd vzniknout pPetvoreni €y =
= u(T-To)nge Je~11 toto pretvorenf kompatibilnfi. To vyZaduje, aby teplota
byla lineérnf funkeif souiradnic.

®) Ze srovndnf s rovnicf (2.35) poznévéme, Ze C Ukt . £ tj‘-"/
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P#{klad 5. V prutové soustavd podle obr. 1 sloZené z prutd ze stejného
materidlu a se stejnjm prifezem vzroste teplota prutu 1-3 o AT =T-To-
Vypodt&te teplotnf napjatost.

NAONNANNNN NN NN NNNND, SONNNNN SN SN

AN NN N NN N NN N NN NN SN SINAN NN RNNNNNN

Obr. 1 Obr., 2

ReSenf: Znemoinime-1i deformace, vzniknou v jednotlivych prutech sily

S(Q‘:O( 813 "‘OLESAT' Sw =0. (1)
Na kloub A bude pFitom plisobit vpravo sfla P, =~ Sun (je to zéporns vze-
t4 vyslednice sil ve vdech prutech). Ve skutelnoati tam sfla Pq neplsobi.
0d napjatosti (1) musime proto ode¥ist napjatost podle obr. 2. Vysledna

napjatost pak bude splnovat podmfnku, %e kloub 1 nen{ zati{Zen. Presvéddite
se, Ze vjsledné sfly F v prutech tvo¥{ rovnovéZnou soustavu a vyjdou tak-

to.
xESAT | \
e = 337
- 2 ES AT
U S W S ( (2)
(3 AESAT
FA]L‘ = "'—':');—;"Tl-:'_

Postup vypo&tu lze shrnout pomoci maticového zépisu do pFehledné formy. Dané
81ly v uzlech tvo#*{ vektor QQ‘! . Ten se sklddd z poddte&nfch hodnot {?}
p¥i nulové deformaci a ze sil [K1{«w l vazniklych v uszlech tim, ze uzly uvol-
. nfme, tekZe se posunou do nové rovnovéiné polohy. Posuvy uzld tvorf vektor

ful .
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Je tedy
{e) = Tkl{ul + fP}. 3)

Nejprve vypodteme sily {P} v uzlech konstrukce (v na3em p¥ikladu v uzlu
4, které pri danych zm&néch teploty udriujf soustavu nedeformovanou. Poté
vypo&teme posuvy

{wy = [k (HQ) - §Py), )

které vzniknou za referenénd teploty plisobenim danych vndjsich sil E.Q}

(v nadem p¥ikladu nulovych) a zdpornd vzatych sil §P} . Pritom LKI Je
matice tuhosti, [ k1! matice poddajnosti. Rovnice (3) a (4) jsou ekviva-
lentni. '

Nap jatost, kterou vyvolaji posuvy {tL} za referenin{ teploty, sedteme
s napjatosti, kterd vznikla v nedeformované soustavé plsobenim teplotnich
rozd{1d.

7. POVAHA TERMODYNAMICKE ROVNOVAHY

Je~11 soustava v termodynamické rovnovéze, nezévisej{ stavové veliliny
na ¥ase. To znamend, Ze Se nesm¥j{ zm&nit okrajové podmirky a Ze ani uvnit#
soustavy se nic spontdnniho neddje. Ptéme se, za jakych podminek takové
rovnovéha nastévéd a pop¥ipadé trvs.

PFedpokldddme, %e za termodynamické rovnovéhy znédme soubor stavovych
velidin pro stav I

I... (€|Z,T,Gﬁ,ﬁg)-

Abychom prozkoumali povahu takové rovnovéhy, zm&nime stavové veliéiny o ne-

kone¥nd malé, ale jinak prekticky libovolné spojité prostorové funkce %3 )
L atd., kterym budeme Fikat variace. Nejsou to pouhé prirlistky, protoZe
mohou mit v rdznych mistech riznou velikost. Jsou to prvn{ "funkciondlni di-
ferencidly". Obdobné velidiny Eifl ) e atd. budou nekone¥nd malé dru-

hého #&du, budou to tedy druhé diferencidly. M&rné vnit¥ni energie se zménf

na hodnotu

2 .a¥ = E{xhx? ) SE(N X, x%}} §78 (x" x*x 24 -+ 1

a obdobn& se zm&nf i ostatnf stavové veliliny. Zanedbdme-1li malé velid&iny
druhého a vyssfho r4du, bude A€ = 8¢  ocbmsnou 111 variect funkce £ .
Ze stavu I se tak dostaneme do "sousednfho" stavu II, pro ktery budeme
mit stavové velidiny
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1T... (€+a& T4ag, o, & raEg).

Mé-11 platit termodynamicky zékon (4.13), totiZ rovnice

At = TaZs -%—(G“?"»fAG"J')As%- - (1.2)
8 chybou nejvy3 nekone&n¥ malou druhého #4du, musi byt

§€ =T6s + —%—G"a'b‘gci- . (7.3)

Budeme poZadovat, aby se okrajové podmirky nezm&nily a aby se nezménila
vnit¥fn!{ energie soustavy. To znamend, Ze §E = 0, 5849' .= 0, Z rovnice
(7.3) dostaneme, %e také £ Z = 0. Entropie nabjvé proto staciondrnf hodno-
ty a ve stavu II se ml¥e od stavu [I 1iZit nejvy¥3 o nekonelnd malou veli-
¥inu druhého F4du

AT =T8T | (7.4)

Podle druhého termodynamického zédkona nemdZe stav II sponténnd prejit do
stavu I, jestliZe by tato zm&na m&la byt provézena Ubytkem entropie. Zména
IT = I +tedy nemiZe nastat, Je-1l1l entropie ve stavu II v&t3f ne% ve sta-
vau I, Z+a¥L >%, t3i. jJe=1i AZ>0. '

~ Kdyby bylo AZ<0 , soustava II by mohla/pi‘e:jif: do stavu I. Ze zku-
Senosti vime, Ze kafdd nevratnéd zm&na, kterou druhy termodynamicky zékon
dovoluje, skuten¥ nastana. Predpoklad AZ<0 pek znamené, %e stav II
pFejde spontdnns zp&t do stavu I. JestliZe se t3leso sponténn® vraci zp¥t do
stavu, z ndho% bylo vychyleno, je tento stav stabilnf{. Za stabilni rovnovéhy
(I) nabyvéd tedy entropie 2  npaxima (pii € = konst, E«:g' = konst). KaZdy
p¥iristek entropie pfi malé zm&n& stabilnfho stavu miZe bt Jen zéporny.

Badatel J. W. GIBBS dokézal, Ze tuto podmirku stabilnf termodynamické
rovnovéhy lze formulovet alternativnd také tak, %e za stabilnf rovnovéhy na-

byvéd vnit¥ni energie |2 minims, Je-1li entropie udrZovéna konstantni. Uve-
dené dvd podminky lze zapsat takto: :

< >
(AZ)£=V&\§+ o (AE)Z.%ON(— 0. (7.5)

Rovnitko plat{ pro p¥irdstky nekone¥nd malé prvniho r#4du. ¥)

*) Prvnf zépis (7.5) mé tedy tento smysl: §Z =0 , S7Z< 0 ppy € = konst.
Dikaz ekvivalence obou vztahd (7.5) uvédime v 6. prfkladu. -
Josiah Williard GIBBS (1839 a%¥ 1903), americky fyzik.
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Prirozeny (referenn{) stav pruZného t&lesa je termodynamicky stabilnif,
Je-1i takové t&leso vyvedeno plsobenim vngjsich sil z tohoto stavu, vraci se
zp&t do pivodnfiho stavu, jakmile sily prestanou plsobit. Je-1li zména adiaba-
tick4, je entropie konstantnf a podle druhé z rovnic (7.5) Jje vnit¥n{ ener-
gie % v prirozeném stavu t&lesa minimélnf. P¥i ka%dé adiabatické zm&né,

kterou t8leso vyvedeme z prirozeného stavu, musi proto byt

Al =€ _ €, >0, (7.6)

tj. zmé&na at je pozitivns definitnf. ProtoZe podle (5.7) A=Q‘£ , Je
také AL\ pozitivnd definitnf (v okolf pPirozeného stavu t¥lesa).

Je-1i zména izotermickd, psk z definice volné energie ¥ = ﬁ -TZ

( srovn. (5.10)] p#i | =konst plyne podle prvni z rovnic (7.5), Ze

v prirozeném stavu nabyvéd volnd energie minima ( z Je totiZ maximéini a
glen TZ se ode¥ftd od konstantnf hodnoty € ). V tomto pripadé je /\ =@F
a véta o pozitivni definitnosti zm&ny potencidlni deforma&nf{ energie v okoli
stabilni rovnovédhy proto stéle platfi. To méd velky vyznam pro teorii pruZnos-
ti. Disledkem tohato poznatku Jje jednoznadnost Fedeni loh ze statiky a

z dynamiky pruZnych t&les (s vyjimkou pFipadl, kdy je porufena elastick4
stabilita), vdta o minimu potencidlnf energie, vdta o minimu komplementédrnf
potenciéln{ energie a v jistém smyslu i Saint-Venantdv princip. Platnost
t&chto v&t a principl je tedy zarulena jen pro adiabatické nebo izotermické

zm&ny. Jinym disledkem jsou omezeni platné pro elastické konstanty, cof nynf
stru¥ng ukéZema.

V publikaci vydané k prvni &dsti semindfe r. 1978 Jjsme uvedli tvar
(210) Hookeova zékona pro izotropicky materidl

Ay = 26e], | (7.7)
s =(34+2G)e, (7.8)
kde Aly:G; -A 5}’ , Q; = 8;" A 5}’ jsou devidtory napjatosti resp.

deformace, které odpovidajl zméném pri std4lém objemu, a A‘% G'f;; 1@ %. g’:}’;
Jsou hodnoty odpovidajici objemovym zm&ném A\//V = E’;_ =3@. Tyto &dsti se po-
dflejf na vysledné deformadnf{ energii nezdvisle, nebof devidtor napjatosti
nekoné préci pri objemovych zm&ndch a hydrostatickd slozka napjatosti neko-
né préci pfi zm&ndch tvaru danych devidtorem deformace (za konstantnfho ob-

Jjemu). Proto lze jednodu3e se¥fst préce vykonané ka¥dou &&sti napjatosti
zv145¥. Vyslednd deformadni préce je )

*) Velitina {\ podle (7.9) predstavuje zmsnu potencidlnf deforma&nf ener-
gle (v ptirozeném stavu jJe A = 0). Je proto sl =N\, Symbol 4 vy-
nechévéme. Velidiny A a 6 jsou dény rovnicemi (6.13).
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A -
-6

(5] o

+ 3 (3A ¢ Q.G')@l, (7.9)

(2 7

~

i

/bje,.-r %/5(32,)=
v
7

o e,

M&-11 byt tato velidina pozitivnd definitnf (tj. vZdy kladné), musi byt
G >0,  3x+ 2G>0, (7.10)

Pomoct rovnic (6.13) lze ukézat, %e tyto podmirky Jjsou ekvivalentn{ s ne-
rovnostmi

E >0, -1 <M< Of, (7.11)

platnfmi pro Youngiv modul pruznosti’ E a Poissonovo &islo JE

Zéporné Poissonovo &f{slo nebylo nikdy v p¥irod& zjistsno. V&tZina lé&tek
mé L = 0,25 a% 0,35, nejv&t3{ hodnotu mé pryi (asi 0,49), 2z kovid olovo
(0,45), nejmen3f{ hodnotu ze zndmych l4tek mé beryllium (0,01 aZ 0,06).

Nerovnosti (7.11) platf pro izotropicky materidl. AZkoli se tykajf &is-
t& mechanickych vlastnost{ materidlu, plynou z termodynamickych ivah.

Prfklad 6. DokaZte ekvivalenci obou tvrzenf obsaZenfch v rovnicfch (7.5).

ReSenf: Méme dokézat ekvivalenci vztaht

(aZ) €0, (1)

¥ = keast

(a8) 20, (2)

Z=konsk
Vidy existuje moZnost zm&nit stav t&lesa ek, aby entropie i vnit#nf energie
zéroveﬁ.rostly (pfivodem tepla) nebo zéroven klesaly (odvodem tepla). P¥ed-
stavme si nejprve, Ze vztah (1) neplatif, tzn. 6 A€ =0 , AT > 0 | Pak musf
existovat takové zm¥na, které zmen3f A T k nule a zéroven zmen3{ ¢&
tak¥e prirtstek A€ bude zéporny:

3
AL = 9, AE <O, (3)
Proto nebude platit ani vztah (2). Nynf uvaZujme jiny pFfipad, kdy neplatd

vztah (2), takie AZ =0 , A ¥ <0 . PFivodem tepla miZeme doséhnout stavu, -
Ze bude

AT >0, a€=0. . 4)

Nebude tedy platit ani podminka (1).
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Neplat{-1i podminka jedna, neplati ani druhé a naopak. Plat{-1i tedy
jedna, plati i druhé, ¥imZ je ekvivalence dokézéna.

8. NEVRATNE ZMENY V PODDAJNYCH TEL ESECH

Uvedeme~1i do vzédjemného styku dv& izolovand té&lesa, bude se teplejsi
t&leso ochlazovat a chladnij8f zah¥{ivat, a to tek dlouho, aZ se teplota
obou t3les vyrovnd. Cilem nastalé zm&ny Je tedy termodynamické rovnovdha.
Podle druhého termodynamického zgkona sm&fujl k takové rovnovéze vdechny fy-
zik41lni d&je v izolovanych soustavéch. Popsand zména je nevratn§, nebot
v izolované soustavé nikdy nenastane pfipad, aby se teplejsi t&lesoc ddle za-
h#ivalo a studendj3f{ Jjed3td vice ochlazovalo.

P#i deformacich viskoelastickych a plastickych t&les se mar{ mechanické
préce a premdnuje se v teplo. Také tato zmé&na je nevratnd, protoZe se nesta-
ne, aby plastické t&leso pouhou zm&nou teploty vrétilo pfedtim zmafenou a
v teplo prom&ndnou mechanickou préci.

Proto%e se pri nevratnych zmé&ndch zvdtSuje entropie, vstoupi tato sta-
vovd veli&ina do rovnic popisujfcich termomechanické d&je. U ka%dé zm&ny
stavu pozorujeme soufasné plsobenf{ dvou veli¥in, jedné intenzivni, druhé
. extenzivni{. Takové dvojice jsou nap¥. sf{la a dréha, elektrické napstfi a
- mnoZstvi néboje, rozdil v¥Sek hladin a mnoZstvi protékajfc{ kapaliny, te-
plota a entropie. Entropie Je veli&inou extenzivni a proto podléhd zékonu
zachovén{ entropie.

Toto tvrzeni je zdénlivé v rozporu s tim, %e entropie izolované sousta-
vy pfi nevratnfch zm&nédch roste. Abychom to objasnili, vrétime se k pifpadu
dvou t&les o rizné teplotd. T&lesa uvedeme do vzdjemného styku a umoZnime
tak vedeni tepla mezi ob&ma t&lesy za soulasné izolace t3les od okolf.

Z télesa I prejde do t&lesa II mnoZstvi tepla AL . Zm&ny entropie
téchto t&les jsou

R al AR
s 85 =+ TL (8.1)
Tyto rovnice platf{ pro zaldtek d¥je (neZ dojde k znatelnym zm&ném teplot).
Index 4 2znamend, Ze zmé&na nastévéd samovoln® uvnit¥ soustavy. Celkovd zm&-
na entrople

A J 44
A£~A£I+A\21=Aaﬁﬂ-ﬁ > 0 (8.2)
gl

- 35 -



Teplo tedy prechdzi z teplej3fho tdlesa do studené jitho.

Z hlediska vndj3iho pozorovatele povaZujeme teplo, které vydd t&leso I,
za teplo okolfm prijaté, a teplo, které prijme tsleso II, za teplo odevzda-

né. Proto
a aQ a
AL T b — T —
bje;_ Tt - ’ A‘feﬁ 1 (8.4)

Vyalednd zmdna entropie vyjde nulov4, n_ebof

: . i@ (8.5)
88 - a8, v 88, a8 rady =0
Jinak Peleno, t&lesa musila byt nejprve uvedena do nerovnovéZného stavu z&-
sahem z vn&j8ku; tomu p#isludf negativni zmé&na entropie ASe . Poté dojde
k vyrovndvénl teplot z vnit¥nfch p#1&in, spojené se vzristem entropie A.S‘,b
Ghrnné mnoZstvi entropie se nezm&nilo.

Uvedeny piiklad Jje pondkud "nepfirozeny”
tim, %Ze se piedpoklddd poddtedni nespojitost
q(z) q(z+dz) teploty v mfst& styku obou tZles. Uskutednuje-1i

— : se vedeni tepla uvnit# jednoho t&lesa, je rozds-
leni teploty nerovnom&rné, ale spojité. Pred-

z dz stavme si napffklad dlouhou izolovanou ty& jed-
. notkového prifezu (obr. 3), kterd vede teplo
Obr. 3 ﬁ« ,TLJm-Z s'l,] .
Z¥e jmé _
: 2
Q(z2+dz) =q (2) + %dz . (8.6)
takZe teplo odevzdané elementu délky d:  za dobu dt Je
Bg %2z
dQ =gdt -(q +35)dz) dt = - $5dedt (8.7)

Vnit¥n{ energie za stejnou dobu vzroste o @ (D€ /Det)dtdz . Deformant
préce se nekond, nebof ty¥ je bez nap&tf. Dodané teplo se proto celé promé-
n{ v prirdstek vnit¥nf energie. Po krécen{ sou¥inem ditd: 44 tato podminka
0t __ %2
9% R P ~ (8.8)

Tato rovnice vyjad¥uje prvni termodynamicky zédkon. Entropie v ¥dsti o délce
dz vzroste o Q(D'?_‘_/D{;)t{l:dz, co? je déno pFfvodem tepla dG

aQ 2L

TP P dtde (8.9




Dosadime-1i z rovnice (8.7) do (8.9), vyJjde

bZ 10 ‘ (8.10)

4, _ 1% _ 4 207 (8.11)
‘?&'\T)'r?z 4 7T Te

na tvar

- = Ao (8.12)

Velilina (Q/TW predstavuje mnoistvi entropia pro3lé jednotkovym pri¥ezem
za jednotku %asu, tedy tok entropie @’ idm m 2 sfl k11l . Je proto

aa—

22 T

Podle (3.7) Jje to zm¥na entropie v elementu o délce dz pisobend inter-
akcl s okolim, takZe

g LT (8.13)
L ) == 3.

D3e 9 1
31 =" % 9, | (8.14)
Pak oviem
P2 g 2T
9 Df -;Fi' Ti b} ' (8.15)

nebot L= E@-}- 4 . Podle druhého termodynamického zdkona Jje posledni vy-
raz nezéporny, takizZe

q %I{- ‘éo,’ (8.16)

To znamend, Ze teplo sméFuje proti gradientu teploty. Rovnice (8.12) vyjad-
fuje zdkon zachovéni entropie, Jjak Jests ukdZeme.

Vyjmeme-1i z t&lesa objem V uzavieny povrchem S , mé zékon zacho-
véani entropie tvar )

=

% JQZ‘W =‘§ dz*%{j?&dv' (8.17)
S v .

Na levé stran® je celkovA zmé&na entropie v daném objemu za jednotku &asu.
Na pravé strané znal{ poslednf &len p¥irlistek entropie z vnitFnich zdroji,
.predchoz{ ¢len dbytek entropie vytokem plochou S . T Jje &ést predstavu-
jici interakei s okolim. Podle (2.14)

- 37 -



D ¢ CpE _De o W ‘ »
DT&QZUW ’S(@'BT*Z-KQE*Q 27 ) 4V, (8.18)
Ve v :

Podle (2.16) vymizf posledni dva &leny v zévorce integrandu, takie

D bz | | 8.1
¢ J0Zav = fo 3o av. (8:19)
v v
Obdobny vztah platf i pro posledn{ &len v rovnici (8.17). Podle Gaussovy
vty ‘

S = ‘;
[ &.d5 = §div-Fav. (8-20)
S v
S tim nabyvé rovnice (8.17) tvaru

» DX o T DZi
(o 5o av = - Jaiv Pav + § @ Jrav . (8.21)
v v v .
Proto¥e tato rovnice musi platit pro jekykoliv objem Vv vynaty z daného
t3lesa, mus{ se rovnat integrandy:
) pud DZ:

e R T (8-22)

Pro jednorozm&rny pifpad vedeni tepla méd tato rovnice tvar (8.12), Jak Jjsme
ukdzali.

V termodynamice nevratnych zm&n se pFedpoklédd, Ze kdekoliv v t¥lese
plat{ nerovnost

DZy ;

)} 4

Rovnost by platila Jen pro p¥*ipad vratné zm&ny nebo rovnovédhy. Proti tomu
&len : '

DZe -
predstavuje vratnou %4st zm&ny entropie, kteréd mife byt nulov4, kladné i
z4pornd.

V prostorovych souiadnicich z! , e , 2*  méme
D 0 g .2
®op = A () = (7)), (8.25)
TR A S F A R AT L (.26



-

Q
Predstavuje~1li tok entrople {'?‘) extenzivni veli&inu, musi byt vyraz
(grad T/ T) velidina intenzivni. Jejich sou¥in vytvé*{ zm&mu entropie podle
(8.26).

R
Tepelny tok ¢  zévisfi na teplotnim gradientu %VuﬁtT' . Tuto zdvislost
popisuje Fourierdv zédkon vedeni tepla

ib=—ﬁat 27’ (8.27)

v nédmZ ﬁjb=

9. ZAKONY TERMOELASTICITY

Nyni jsme ji% schopni formulovat zékony, které jsou zdkladem vypod&tu
teplotnich pnuti v t&lese nebo v soustavdch t&les.

Predpokléddme, Ze v nezat{feném t&lese nenf za referendnf teploty T,
%4dné napéti., Tento pFirozeny stav t&lesa se miZe porusdit bud zm&nou teplo- ,
ty nebo deformaci vyvolanou vngj3fm zatf{Zenim nebo obojim. Jsou-1li posuvy at
malé, platf pro deforma¥ni tenzor znémd rovnice, podrobné odvozenéd vy publi-
kaci vydané k prvnf gésti semindte:

A (i Yy ,
6‘:3 - _.z_( -D...E_]._ . D%f)‘ (901)

Mezi tenzorem napjatosti a tenzorem deformace platf vztah (6.9), totii
Duhameldv-Neumanniv zdkon

th = C E‘é{ - ﬂ"a’ (T-TO)-‘ (9.2)

Zékon zachovdni hmotnosti vyjadifuje rovnice (2.17 a), totil

% L. ,
Tt Bed lov?) - (9.3)

Déle platf Eulerova pohybovéd rovnice (2.34)

dut ned T

2Zékon zachovénf energie Jje vyjédfen rovnicemi (4.11) pop¥. (4.13). NapiZeme
JeJ ve tvaru

D¢ DT 4»
e T reedVy (9.5)
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kde

..>”4 ,D'Vy‘ ’DV'
Vg =7 (7 * i) (9-6)
Zékon zachovén{ antropie (8.22) zni
Qb-t T\ T (T)" 229 .
Déle pripojfme Fourierlv zdkon vedenf tepla (8.27)
; i« 0T
g¢ - -2¥ — (9.8)
a konedn3d definici mérného tepla C1y pri nezm¥#néné deformaci
_ DT Q@f .
Qv Ty ™ = o (€4 =0). (9:9)

Poslednf rovnice pfedstavuje vazbu mezi teplem dodanym do n¥jakého obJemové-
ho elementu a jeho teplotou.-

Rovnici (9.7) mlZeme upravit do jednodudsfho tvaru, obdobného k rovnici
(8.10) :

1
Dt T Nt (9.10)

"DZ s 'bz °
Yy = 5?5; Egrar T, (9.11)

nebof entropie je funkeci pFetvoent a teploty. Porovnéme-11 (9.11) a (5.13),
dostaneme

. "*7F . *F . .
L == VE, T € T Tare T (9.12)
) . VT,
P¥i nezm&ndné deformaci ( €{j =0) Je tedy Z =~ Fr¢ T . Z rovnic (9.9) a
(9.10) vylou&fme 9¢*/ D2* . vyjae

hd * (D’L? 2
QC.\,T=QTE =~()T70—1_—2T' (9-13)
a odtud
¢ T VT
v ooaTr (9.14)
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Podle (5.13) a (9.2) je déle

¥F 267 |
q) WWELJ’BT = -——-BT =-—/33’ (9.15)

Vyrazy (9.14) a (9.15) dosadfme do (9.12) a odtud do (9.10). Dostaneme

orx . .
“ﬁ =QCe T+ TPY g? (9.16)
S pouzitim (9.8) vyjde
1/ . e A ®
— (ﬁa 'az&} =@CoT + TpY Ly (9.17)

Touto rovnic{ mi%eme nahradit vztah (9.7).

Prfklad 7. Jak se m&nf teplota izolovaného elastického t&lesa p¥i jeho pFe-
tvofeni?

ReSeni : Probihé-1i deformace rychle, je vedeni tepla (alespoﬁ zpodétku) za-
nedbatelné. Levé strana (9.17) Jje proto rovna nule. Pro zménu teploty AT
_za &as AY 20 pak dostaneme vztah

--

AT**mﬁa?AQg- (1)
Je-11 materidl izotropick§, je NR -89 , takse
T aV (2)
= - ! s = ———
AT SCo P agy - chﬁ’ v

Pom&rné zmsna objemu AV/V  se toti% rovnd A€y + A€y tAS3 =450
Vzorce (1) resp. (2) odvodil Lord Kelvin.

Podle rovnice (2) nevznikd smykovou pruinou deformac{ %4dnéd zmsna te-
ploty. Kdybychom nap#. cht&li m&¥it na povrchu n&jakého télesa bezdotykovym
zpisobem zm&nu jeho teploty a odtud usuzovat na miru jeho dynamického namé-
hén{, mohli bychom se dopustit vaZné chyby. NaSe metoda by indikovala pouze
tu &4st deformaci, kterd Je spojena se zm&nou obJjemu.

P¥{klad 8. Vypodté&te zm&nu teploty pi#i adiabatickém protaZeni ocelové tye
k mezi pruZnosti. Ddno: hustota Q = 7800 kg m‘3, mez pruznosti 6 = 300
¥N m2, soufinitel délkové roztarnosti & = 1,2.10"2 K™L, m&rné teplo

Cv = 461 J kg ! K1, modul pruznosti v tahu E = 2.1.10° MN m~
novo &1slo fL = 0,3.

2, Poisso~

- 41 -



BeSenf: Podle ¥esté kapitoly

ﬁ = (1)
: 1 2/\4«
Pro zminu objemu prl zkou3ce tahem méme
AV 53 (2)
& 2 7 U- L),
tak%e Kelvindv vzorec (2) ze 7.pfikladu dé
T Ee 1-2u TG
AT = Cv Ty £ G = *‘@”a-; (3)

Za normélnf teploty 20 °C je T * 293 K, takie

AT = - (293).(1,2.10°%). (300.106)
(78007 . (461)

£ 0,29 K.

Tebi‘ota tedy poklesne asi o t#i desetiny stupni.

Prfklad 9. Odvodte vztah mezi adiabatickym a izotermickym modulem pruZnosti
v tahu pro izotropicky materidl.

ReSenf: Izotermické protaZeni zku3ebnf ty&e nahradfme adiabatickym, p#i
ném¥ teplota poklesne o hodnotu

'-(

f¥icy
AT=*‘Q—“' (1)

Dodatednym vyrovnadnim teplot vznikne pii nezmdndném tahovém naméhéni pom&r-
né prodloutenf = |dT! | Ozna¥fme-1i adisbaticky modul pruZnosti E* , bude

AR C I 2
£ ?Cv = =
takZe
Tol2
i. = NN el (3)

Adiabaticky modul pruZnosti E* Je proto vidy vitdf ne% izotermicky E
Pro ocel za normélni teploty méme s hodnotami z pFedchozfho pifkladu
E* Td"'E*

L Y
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2
(293).(1,2.107%) .(2,1.10%

2
L (7800) . (461)

) = 1,0025.

Z poslednich dvou pifkladl je z*ejmé, %e u oceli lze v praktickych dlo-
héch vé&tdinou zanedbat vazbu mezi deforma&ni rychlost{ a zm&nou teplotniho
pole. Tato vazba v¥gk mé rozhodujic{ v¥znam p¥i vyzkumu vnit#niho tlumeni,
nebot vedeni tepla mezi rlznymi &4stmi t&lesa predstavuje nevratny d&j a
zpiscbu je disipaci mechanické energie. Uplatnf se také pri plastickych de-
formacich, kdy se nevratnd &ést deformadni préce m&nf v teplo.

10. TERMODYNAMICKE KRITERIUM PRO SfRENT TRHLINY

Existuje-~1i v dokonsle pruZném, obecn¥ zati¥eném t&lese "ostré" trhli-
na, vzniké na je jim konci teoreticky nekonené napé&ti, takZe teorie pruZnos-
ti neumoZnuje formulovat obvyklou podminku pevnosti, Ze totiZ nejv&t3{ nap&-
t1 nepifesédhne dovolenou hodnotu. ProtoZe pevnost t&lesa s trhlinou nenf nu-
lovd, je zfejmé, Ze tuto "lokélni" pevnostni podminku musime nahradit néja-
kym jinym, "globdlnim" kritériem, zahrnujicim do \dvahy nejen kofen trhliny,
ale 1 napjatost a deformaci v jeho okolf. Prvni teorie tohoto druhu pochézf
0od Griffithe (1920) a vychédzi z prvniho termodynamického zdkona. )

Kritérium pro 3i¥eni trhliny se zaklédd na pozorovéni, Ze 3iFfeni trhli-
ny je vidy spojeno s disipaci (rozptylem) energie, a to i u dokonale pruZné-
ho t&lesa. Ztrdta mechanické energie p¥i ¥f#enf trhliny vznikd tim, Z%e vnit#-
ni s{ly udriujici celistvost t&lesa klesaji p#i rozgirovéni trhliny k nule,
pri%em# plsobf proti posuvlim obou "b¥ehd" trhliny, takfe konajf{ zdpornou pré-
ci. Mechanick4 préce se tedy p¥i &ireni trhliny z tdlesa odnimé. Griffith
‘pfedproklédal, Ze se tato energie zm&ni v povrchovou energii pot¥ebnou k vy-
tvoreni nového povrchu. Dokézal, %e povrchovd energie se¢ rovnd povrchovému
nap&ti, které je b3%nd znémé u kapalin, av3ak existuje i u pevnych létek.
Griffithova domn&nka se skute¥nd potvrzuje u kfehkych létek. U b&Znych kon-
strukénich kovovych materidld se v3ak tato energie spot#ebuje prevéind na
plastické deformace v malém objemu v okolf &ela trhliny a jen ve zcela malé
mi¥e i1 na vznik povrchového napéti. Trhlina se tedy miZ%e 3iFit jen tehdy,
kdyZ? energie odnfmané trhlinou z t&lesa mi%e byt nahrazena z n&jakého zdro-
Je. Pfitom je tieba uvédiit vSechny druhy energie, které se mohou p¥i defor-
maci a porudeni poddajného t&lesa uplatnit.

*) A. A. GRIFFITH (1893 a¥ 1963), vestranny anglicky badatel, &inny zv1&sts
v letectvi.
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V této kapitole se omezime na
pripad k¥ehkého lomu homogenniho,
izotropického a linedrnd pruZného
t&lesa. Vyjmeme z nsho oblast V ,
obklopujici ostry konec trhliny
(obr. 4). Hranici této oblasti tvoir{
p‘locha Sec . Trhline mé& povrch S
a roz31#{ se o novy povrch Se, .
Na rozdfl od ostatnich ploch zévisi

SG na &ase.

Predpoklédéme, %e oblast V je
tak velikd, %e j{ trhlina nepronikne,
alespon ne v ¥ase, v kterém trhlinu
sledujeme. Necht P Je obecny bod
télesa v objemu V . Jeho posuv mé
slozky We () , Jeho rychlost Je
Obr. 4 V"ﬂi"(\’,t) . Objemovy element v bo-
45 P oznadfme d\V . Kinetické
energie ve sledované oblasti V  je
podle (4.1)

Kit) = %SQW’V«;JV; (10.1)

v

DRI 1
kde € zna¥f hustotu a VV;=V.V = ¥ gkaldrnf soudin (druhou mocninu
rychlosti). Vnit¥#ni energie vyjde podle (4.2) a (4.12)

Ult) = &2‘_ S‘, G{QELJ' OW, (10.2"

nebot teplo neptivédfme ( AQ = 0). Pro vfkon povrchovjch a objemovych sil
platf (4.5), takZe
DA ¢, EYvy) g '
T ° V(=5 X" ) dv . (10.3)
0dnfmé-1i trhlina b&hem ¥i¥enf vykon N , Je celkové bilance Ziastndnych
energii dédna rovnici

DA DX DU
N =35~ ot Dt | (10.4)

P¥itom

N (10.5)

]
2}v
Qe




kde ¥ Jje .energie epoti‘ebované trhlinou pf‘i vzniku nové lomové plochy
o Jednotkové ‘velikosti.

Je-11 rovnice (10.4) spln¥na, miZe se trhlina 3{#it, jinek nikoliv.
Vypodet Jjednotlivfch &lend v rovnici (10.4) je obecnd obtiiny. Zjednodusi
se, povaZujeme-1li cely d&j za kvazistaticky ( X = 0). Nékdy miZeme zaned-
bat i prédci privadédnou do oblasti vngjSimi silami b&hem S{¥eni trhliny
( A = konst). Energle spoti¥ebovand Zf¥fci se trhlinou je psk kryta pouze
Ubytkem vnit#ni energie. Ve skuteénosti je Sf{¥eni trhliny dynamickym dé&jem,
pii ndmZ vznikajf napsfové viny provézené zvukovymi efekty. Aviek i zjedno-
duSend teorie dala v mnoha p¥fpadech uspokojujici vysledky a vysvdtlila
zdénlivé paradoxnf{ vznik néhlych lomd velkych konstrukcf (lodf, mostd, komi-
nd) za pom&rnd malé udrovnd jmenovitého naméhéni.

11. GRIFFITHOVA TEORIE KREHKEHO LOMU

Pfedstavme si znaedn& velkou, ale tenkou desku namshanou na vzddlenych
okrajich tshovym napé&tim 6e¥. @ (obr. 5). Uprosti#ed desky Jje ve sméru kol-
mém k tomuto napst{ trhlina o délce 2@ . Deska je dokonale pruZné a ve
stavu rovinné napjatosti. Kdyby v desce neexistovala trhlina, byla by v ni
vnit¥ni energie

V-3§GeaV =5 Ee = g 6™V (11.1)
v

Obr. 5 Cbr. 6
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Trhlina zpisobi odleh&eni oblasti, kterou si miZeme p#ibliZnd predstavit
jako rovnob&¥nfk vyznadeny &rafovénim na obr. 6, jehoZ plocha Je 26a* .
Budeme predpokléddat, Ze deska Je tepelnd i1zolovéna a Ze na polétku Sifeni
trhliny bude mo#né vedenf tepla zanedbat. Pijde tedy o adiabaticky d&j, tek-
%e vnit¥nf energie (11.1) mé v¥znam deforma¥ni energie a modul pruZnosti E
pfislusi adiabatické zmins. Existence trhliny pak zplsobi tbytek této defor-
madn{ energls '

U, = ,:E G Lpat v, (11.2)

kde W je tloustka desky. Zvsts{-1i se nynf délka trhliny 24 o hodnotu
250 , zvdtsL se dbytek energie o

bV, = %%‘;50. - %-Z{BG%QJSOL. , (11.3)

Uvolndné energile 5U1 se spot¥ebuje na vytvoienf nového povrchu o velikosti
b Do (nebot &4st trhliny o délce 5 mé dva povrchy, kedf z nich o veli-
xosti W.50a). Pripadé-1i na jednotku plochy nového povrchu mrnd povrchové
energie 74~ L J. w2 ] , pfipadne na cely novy povrch SUgr-L}-’y fh5a « 2 podminky
§U, = §Uy dostaneme

A
ki.ba 3 = F106*haba -
Odtud najdeme napstf ©=Cp , pfi n¥mf se miZe za¥ft trhlina 3fFit; vyJjde

(11.4)

2y E
Gp = | i - (11.5)

Toto nap&ti charakterizuje pevnost desky s trhlinou a mi%e bt podstatn¥
men3{ ne% mez pevnosti zjisfovand na bezvadnych zkuSebnfdh ty¥ich p#i zkous-
ce tahenm.

Soudinitel {5 Jeme dosud neurZili. Vydrafovanéd plocha idealizovaného
tvaru na obr. 6 zna¥f jakysi "stin" v poli na*p/Jat"oeti. NapJatost bude ve
skuteZnosti nerovnomdrnd, av3ek spojité. Z pFesnych v¥po¥td zm¥ny deformadni
energie vyjde LUy = Ln&*Aada/E , tekie 3= T . Pro rovinnou napjatost
( S35 =0) tedy méme : :

rry | (11.6)

Obdobng by vyslo pro rovinné pretvoreni ( £33 = 0)

_) 2yE '
Gp “j T Mo (1L.7)

- 46 -



Na obr. 7 je zndzorndn prib&h povrchové energie Us =hfh o a vbytku
deformadnf energie vlivem trhliny U= x6*a* /E v zévislosti na polovi&nt
délce trhliny G (p¥i konstantnfim G ), Mé-1li trhlina kritickou délku,
platf rovnost &V = dU,. Pak je také TU;/% =PU2/7a (obr. 8). Tyto deriva-
ce predstavujl v pFeneseném slova smyslu "rychlost"”, s jakou Je uvolnovéna
(resp. spoti¥ebovévéna) deformadnf (resp. povrchovéd) energie.

i
o
oV W
A S
oa o
W, /20
|
|
I
|
! %~
0 a, .
0 Orit 20t krik
obr. 7 Obr. 8

Rozebereme jeitsd vliv zplsobu upnutf desky do zku¥ebnfho stroje. Proto-
%e jde o prufné t3leso, je odddleni &elistf stroje 4  Umdrné plsobici si-
le F , takie

M =CF. (11.8)

Konstanta C , které charakterizuje poddajnost desky, zdvis{ na délce trh-
liny 2a , takze (= C{a) . Zménf-1i se tato délka, zm&ni se i poddajnost.
Budse

Cla+fa) = Ct %—%— da .

(11.9)
Z pouhého nézoru je zfejmé, %e derivace ?C /%G
musi byt kladnd (tuhost t&lesa s rostouci trh-
linou klesda k nule, poddajnost tedy roste k ne-
kone&nu). Zévislost F(w)=4/C(a) bude proto rtz-
néd pro rdzng dlouhou trhlinu, Jjak je vyzna&eno
na obr. 9. Nastane-1li ¥f{#¥en{ trhliny p#i nehyb-
nych Selistech ( W = 41 ='konst), bude rozdfl
deforma&ni préce Eth zplisobeny zvétsenim trh-
liny dén svisle vy3rafovanou plochou

SUy = -12—1,4,18F. (11.10)

- 47 -



Kdyby byla neopak udrZovéna konstatni sila F (nap#. velkou "pruzZivosti"
zkusdebnfho stroje), byla by préce &, v3t31 o vodorovnd &rafovany troj-
dhelnik

) ‘
A =5 ou.dF. ' (11.11)
Je=11 CQ& nekone¥ns mald veliZina prvntho $édu, Jje také préce &V, ne-
kone¥n& malou veli&inou prvniho ?4du, jak Jje zfejmé z rovnice (11.3). Av3ak
A  podle (11.11) je mald veli¥ina druhého #4du, takZe rozdil v obou pfipa-

dech lze v limit& zanedbat. Vzorce (11.6) i (11.7) tedy platf jak pro velmi
tuhé, tak pro velmi pruZné uchyceni okrajd desky.

Z obr. 9 je zPejmé, Ze Ubytek deformadnf energie pri W = 4Au; = konst

SUs =4 w,. 0F (11.12)

je v 1limité& pro 5F -0 stejn& velky ,jalio ubytek celkové potencidlni energie
ppi F = F;y = konst, totiz

- i - :
SU = Ffuw-3 50w 256w 0Uj+a. (11.13)
Rovnost

Uy = du* (11.14)

plat! jen pro zadtek 3ffenf trhliny, kdy Ou =0 , SF>0 | a/8u, >0

’

12. PODDAJNOST TELES S TRHLINOU

Griffithova teorie se omezuje na k¥ehkd t3lesa, u nich¥ se p¥i 3f¥ent
trhliny spot¥ebuje kaZdou jednotkou nové vzniklé lomové plochy m&rnéd povr-
chovéd energie %* . U tohoto predpokladu zati{m zistaneme. Pozd&ji v3ak své
dvahy zobecnime i na kvazikiehkd t&lesa, u nich% mé4 spotiebovanéd energie
Jiny vyznam.

Ze srovndni povrchové energie U, = 4y #.5n s uvolnsnou potencidlnt
energif SU,* podle (11.13) dostaneme

hyhSa = 4 ESw (12.1)

Podle (10.8)

o 14
Su=RéC =F 77 §a, (12.2)
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takZe
L 0C

byt = % Fy e

(12.3)

Odtud miZeme vypoditat mérnou povrchovou energii %" , zmé¥ime-1li poddajnost
t&lesa prl rdzné délce trhliny a stanovime derivaci CIe . VyJjde

12

b

°1§f

= 12.4
* =3 (12.4)

?\

V§znem poddajnosti C  je zfejmy z rovnice (11.8) a obr. 10. Zévislost C(a)
je schematicky zakreslena na obr. 11. Sfla F;  je kritické efla, pfi ni%
se podne ¥{¥it trhlina o délce la .

c A
Fa

arctg o9c

da

arctg C

C

]

Obr.10 Obr. 11

Tato metoda ur&enf{ povrchové energie Je velmi néro&néd na piesnost méie-
nif a na pedlivou pFipravu experimentd., Je t¥eba mé#it skute¥nd jen relativnd
posuvy bodd txXlesa v mistech blizkych plsobi3tim sil, av3ak tak, aby se vy-
lou¥il vliv poddajnosti podpor i vliv pFipadnych plastickyeh deformacf v pid-
sobist{ch osam&lych sil.

Kdyby platily ideélnf podminky, za jakych jsme udlohu #e#ili, byla by
kritickd sfla pro desku podle obr, 5
F1 =GP.B€V) (12.5)
kxde B je 81fka desky (predpokldddme, e velkd), W  jeji tlousfka. Pak
podle (12.4) a (11.6)

9 4x
70 »he & (12.6)
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Integraci dostaneme

o . _ix 2
C: aE & t Co . (12.7)

To znamend, %e k¥ivka na obr. 11 by byla parabola. Hodnota Co Jje poddaj-
nost desky bez trhliny.

Stejného postupu lze u%ft i pro t&lesa jinych tvard a jinek zat{Zend,
ne? jaké jsme dosud uvafovali. Rovnici (12.1) je pak ovSem nutné podle okol-
nost{ upravit (viz nésledujici p#iklad). '

U velmi kiFehkych t3les je energie potfebnd k 3i¥enf{ trhliny - tedy
k vytvoireni nové lomové plochy - déna pievéing povrchovym napdtim. O tomto
nap&ti se plvodnd predpoklddalo, Ze existuje jenom u kapalin. Griffith vs8ak
dokdzal jeho existenci u pevnych létek a dokonce stanovil jeho hodnotu
u skla. ®) U b&%njch kovovych materidld se mnohem vice ne% povrchové napdti
‘ uplatnuje plastickd deformace, kterd vzniksd ve v&t3{m nebo mendim okol{ ko-
$ene trhliny. Zplsobuje nédpadny vzrist energie pot¥ebné k vytvoreni nového
povrchu ve srovndni s povrchovou energif (s povrchovym napstim), a to 1
u zd4nlivd k¥ehkych lomfi. Takové lomy oznadujeme jako kvazikPehké. O vlivu
plastickych deformaci{ pojedndme pozd&ji. Pak budeme moci zobecnit i poznatky
z této kapitoly, a to velmi jednoduchym obratem. Misto m&rné povrchové ener-
gie dosadime m&rnou energii spotiebovanou plastickymi deformacemi u kofene
trhliny. Tato energie se uZ nem&ni{ v povrchové napdti, ale v teplo.

fovént mérné povrchové energle p#i
J zkousce ohybem ty&e obdélnikového
rifezu podle obr. 12.
' ol T P p

l . h P#iklad 10. Navrhnste zpisob zjis-

ReSenf: Bude-li {4 posuv piso-
Obr. 12 bi¥ts sfly F , mi%eme napsat
vztah

w=LCa).F. (1)

Pro zmdnu tohoto posuvu p#i zmdnd délky trhliny & o da dostaneme

c
du = ,L\a Sa . Fu . (2)

Deformaéni préce vykonand silou Fs pri zmén& délky trhliny ¢ o ba
se bude rovnat p#irdstku povrchové energie, tj.

1

%) 0,55 Nm ™ = 0,55 J m™2.
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Fibw =22 hd0. (3)
S pouzitim (2) vyjde z posledni rovnice

t _, ¢

- . (4)
YU M e

Jae to Uplné obdoba vzorce (12.4).

Prfklad 11. Ukaite, Ze mérnd povrchovd energie se rovnéd povrchovému nap&ti.

Odpovdd: Povrchové napst{ souvisi s tim, %e mole- A
kuly blizko povrchu Jjsou vystaveny Jjednostrannému W
pisobent intermolekuldrnich sil (srovnej bod A

na obr. 13 s vnit#nfm bodem B ). Proto mé povr- B
chovd vrstva 0dlidné vlastnosti a jevi se tak, ja- %
ko by byla pfedepjata urditym napdtim. Lze si pred-

stavit, Z%e na povrchu existuje fiktivnf{, velmi
tenkd bléna, tak piedepjatéd, Ze na délkovou Jed-
notku mySleného Fezu ptfipadd tahové sila P~

N m’ll (obr. 14). Tato velilina se nazyvé "po- Oor. 13
vrchové napéti”. PFedpoklddéme, %e je konstantni X\
(obdobn¥ jsko u kapalin, kde to lze snadno experi- 11t
mentd1lnd prokdzat). Z povrchové blény nyni vyJjmeme -t b
obdélnfk Ax & podle obr. 14. Zv&tsf-li se povrch al = —
tim, %e se obdélnfk roztdhne tsk, %e strana & se pa =
zmdn{ o prfristek OC. , vykond sfla 2 & na dré- M
ze OO0 préci 7 & Sa . To Je viak préce spot¥e-
‘bovand na vytvorenf nového povrchu &350 . MSrnd a 8CL
povrchovéd energie tedy Je -
(F435a)/ (65a) = 7. Obr. 14

Rovnéd se povrchovému napdti, co% jsme m&li ukézat.

13. SOUGINITEL INTENZITY NAPETE

Existujf tri zdkladnf typy ¥i¥enf trhlin v pru¥nych i obecns poddajngch
t&lesech, a to trhlina vzniklé 3t&penim (obr. 15), trhlina vznikl4 skluzem
(smykem, viz obr. 16) a trhlina vznikl4 st#ihem (obr. 17). Na levé strans
téchto obrézkd je zachycen stav &f¥enf trhliny z okraje t&lasa (desky), na
pravé strang je trhlina uvnit® tslesa.
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Obr. 15 Obr. 16
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Obr. 17 Obr. 18

Z teoretickych rozborld elastické napjatosti vyplyvé, %e v homogennim
izotropickém t5lese vznikd v ko¥enu trhliny daného typu vidy stejny druh
singularity. Zvolime-1i nap#. na konci trhliny podle obr. 5 (coZ Je typ
shodny s obr. 15 vpravo) polérni soutadnice 7T , " podle obr. 18, miZeme
napjatost v blizkém okolf kofene trhliny ( TKa ) vyjddrit Fademi, v nichi
Je dominantnf vidy Jjediny ¥len, a to

¥ o 3 }
&y G'QQ_Y.CCA,L (1= Al T~ Alw q_)‘r---
o i 3J >
&, + 6 (5 con T (4 i i 2 )
- (13.1)
. & b 3
’Cuj =G\E—,—:Am7w3 R R T
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Oznadime-1i

K: =6 {ma , (13.2)
je nap¥tit GH? v fezu voo= 0O déno vzorcem
Kr
- .. -0\ (13.3)
G"X * Vome T (- 0)

Z¥ e jmg G'z"w pro Y >0 |

Pro druhy typ trhliny podle obr. 16 vyjde, %e smykové napstf Txy
v lomové roving pred trhlinou je

‘L‘md,=t5-%7 b =e- (T-0). (13.4)

S oznalenim

KI& - tm' , (13.5)

vyJjde
_ ‘x
Tyt Tyt eo) (13.6)
Pro treti typ trhliny podle obr. 17 dostanemse obdobng vzorec
g
’C T ————— e e »a"zo (13-7)
#* {oxvr ( ),
Jo=-11
Kg =T {xow (13.8)

Je velmi zajimavé, Ze typ singularity
se neménf, i kdyZ zm&nime zplsob zatiZeni.
Kdybychom nap¥iklad u prvnfho typu trhliny
podle obr. 15 vpravo rozvirall trhlinu dvéma
osam&lymi silami F N m'l] pisobfcimi na
b¥ehy trhliny v po&atku soustavy soufadnic
podle obr. 19, dostali bychom teoretickym
rozborem pro napdti Gﬁ? v okolf trhliny
vzorec

Ke
QLY

Gy - s - (V=0), (13.9)

Obr. 19
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kde visk
F
F \ro

: 3
Singularita je tedy opst typu K/{2%e (7> 0 ), Veli¥ina K [N 27 se
nazyvd sou&initel intenzity napéti. Ze vzored (13.2), (13.5), (13.8) a (13.10)
Je zFejmé, Ze stejné hodnoty soudinitele intenzity napétf - a tedy i stejné
napjatosti v nejbliZ¥fim okolf ko¥ene ostré trhliny - lze doséhnout pFi rdz-
nfch kombinacich plsobicftho zatiZenf a délky trhliny (mdZeme nap¥. zvitsit
délku trhliny a zéroven zm¥nit zatiZenf tak, aby se soulinitel intenzity na-
pét{ nezm¥nil). Sou¥initel intenzity nap&tf zévis{ obecnd na délce trhliny,
na tvaru t&lesa a na zplsobu jeho zati¥enf a kone&nX na velikosti plsobicich
8il. Uvedeme n3kolik vzorcd pro vypofet soudinitele intenzity napsti, gdfo-
zenych z teorie pruZnosti.

K (13.10)

Méme-1i trhlinu prvniho typu uprost¥ed pésu kone¥né &i¥ky (obr. 20),

vyJjde
. - T
Kr =6 JBt‘Z 5) (13.11)

Napstf © s¢ zde vztahuje na zmenSeny prifez (B~ 2a)h .

ALt | SESEN}

B/2| BI2

| ool
B

Cbr. 20 Obr. 21

Jde-11i o dv& soum&rné vn&js{ trhliny (obr. 21), bude

W =G| BLtg(T) + o1 sim (22) (13.12)

Také zde politédme napéti G jako podfl tahové sily a zeslabeného prifezu.
Pro trhlinu délky QA na hrand polonekone&né desky plati vztah

K-:' = 14,126 {za (13.13)
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pop¥. pro tPeti typ

Kg = T{na . (13.14)

Pro penfzkovitou trhlinu o poloméru & v nekonelném t&lese oriento-
vanou kolmo k tahovému napét! @ vyjde

Ke = 261 % (13.15)

Ve vSech tdchto piipadech mé nap&t{ v lomové rovind bezprost¥edné pired ko¥e-
nem trhliny teoretickou hodnotu K/V{oXr . To znamend, e pro lim 7" >0
nabyvéd napdt{ nekonedné hodnoty, ale jeho soudin s &initelem W zlstdvé
koneény. Nap®. pro prvni typ trhliny plati, %e v ¥ezu T =0

KI = ’%LZYS\G"» \’QEY < 00 . ’ (13,16)
Poznamenejme, Ze definice soulinitele intenzity napéti nenf v literatu-
fe Jjednotnd. Na to je tFeba pii aplikacich ddvat pozor. Nézev pochdzi od
G. R. IRWINA, ktery tak pivodn& ozna¥il vyraz K* - K/{T . Pak by ovsem
m&la singulérni ¥ést napjatosti tvar k"/ﬁ__r— .

Prfklad 12. Vypolt&te souldinitel intenzity nap&ti pro trhlinu podle obr. 20,
je-11 @ = 1OOMNm'2, B =5¢em, @ = 0,5 mm.

Resenf: Podle vzorce (13.11)

=
.G, 000
Kr = =108Qo,05t8 JL(T,L@_S') t 3,07 .10 Nm 2,

Pf{klad 13. Dokaite, %Ze vzorec (13.11). pfejde do tvaru (13.2), JjestliZe
B> .

ReSenf: ProtoZe

4 13 2
{9&:)(""3'5( + 35 x_;_‘_, s . pro \X\< __JQE._,

méme podle (13.11) pro G < RIZ

Ko = o8 V(5E) + 5 (%aps -
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V 1imits B— o je (Ta/B)»0 , takie

p 2 oUB 3 (e S5y 26ima

14. PLASTICKE DEFORMACE PRED CELEM TRHLINY

Je-1i oblast plastickych deformaci velmi mald, lze jejf velikost odhad-
nout piHibliZnou tvahou. V takovém pFipadd miZeme totiZ pFedpoklddat, Ze
"porucha” elastické napjatosti se omezuje jen na velmi malou oblast v okoli
kotene trhliny, takZe napf. u prvnftho typu trhliny je stdle je#t& moZno
psét, %e mimo plastickou oblast p#ribliZng plat{i vztah

4 o (¥9) (4.1
Hodnota Kr v#ak mi%e byt vlivem plastic-
G ) kych deformacf{ ponsdkud pozmé&nind. V bezpro-
b4 \ st¥ednim okolf ko¥ene trhliny dochéz{ k plas-
\ _ tickym deformacim, p#i nich% nap¥t{ nedosahu-
\ Je hodnot, jeké predvidd vztah (14.1), nebof
Je omezeno podminkou plasticity. Predpoklé-
KI/VEE;F dejme nejprve, %e hodnota sou¥initele inten-
zity napéti se zm&nila jen neznatelnd a Ze
plastické oblast zasahuje v roviné lomové
plochy % =0 ai do vzdédlenosti ¢ od
a 0 koPene trhliny (obr. 22). Bude-1i vztsh
; (14.1) platit pro v =@ , kde%to v interva-
lu 0<v=¢ bude @ =Gy, musf bytGylr=¢) =
Obr. 22 = Gi¢ (na hranici plastické oblasti neped-
pokléddme nespojitost tohoto napsti).

Podle (14.1) tedy bude

Ky
= G (14.2)
QE@
a odtud
23
s (14.3)

Predpoklad konstantnfho nap&ti Gg. v plastické oblasti bude splnin spize
pro rovinnou napjatost ne% pro rovinné pietvofeni. V tomto druhém pripads
bude rozsah plastické oblasti v rovind lomové plochy pongkud men3f ne¥ jak
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vychdzi podle vztahu (14.3). K tomu se vrétime pozd&ji. Zatim budeme pied-
poklédat, %Ze jde o rovinnou napjatost.

Kdyby t&leso bylo dokonale pru¥né, prenesla by se domnéle plastickou
oblastf D= r <@ sila

F:?mgq “r oy =§—§x: kze\.\r_, (14 .4)

) Tamr

kde M je tloustka desky. Dosadime-1i (14.3) do (14.4), dostaneme

—r 1 Ky K%
F’\‘?E KI;\I——-—W o = %_24;\,, (14.5)

S pousitfm vztahu (14.3) odtud vyjde

F = 16,94, (14.6)

Je-11i v3ak t&leso pruzno-plastické a v intervalu C € 749 Je napé&ti rovno
mezi kluzu O , pFrenese se v plastické oblasti sila

D~ Geph - LF, 14.)

tedy polovidni. Je proto zFejmé, Ze podminka rovnovéhy vnit¥nich a vn&jsich
sil nebude silou P splndna, tak%e plastickd oblast bude zasahovat patrné
do v&tsf vzdédlenosti nez { podle (14.3). Zhruba miZ%eme ptedpoklddat, %e
zasdéhne do dvojndsobné vzddlenosti

ke

=0 = . (14.8)
Q¢ L0 IGx

Pribsh napdti (‘7\3« se tim rovnd% ponsdkud zmén{, av3gk zména postihne
pi‘edevéixﬁ nejbliZi{ okoli plastické oblasti. V pruZné oblasti bude i nadédle
ptibliZng platit rovnice (14.1), jestliZe tam dosadime opraveny soufinitel
intenzity napdtit K odpovidajfci jmenovité délce trhliny ( A + (Q ), tedy

~

4 ~
Sy * Tine K = G\lm(me) ‘ (14.9)

Opraveny, oviem také idealizovany prib&h napstf G} v roving % =0 Je
zakreslen na obr. 23. Ve skute&nosti nebude rovnice (14.9) pfesnd platit a
ani napéti v plastické oblasti nebude konstantnf{. Vliivem toho, Ze napjatost
v desce kone¥né tloudtky nenf idedln¥ rovinnd, se bude napstf G«? v zévig-
losti na T ponskud m&nit i v intervalu U=7T< 7—§' , a to zvls¥td u tlus-
tfch desek a u materidld, které se- plastickym tvéfenfm zpevnujf.

Jde-1i o rovinnou napjatost ( Ga = 0‘), mé $ez plastickou oblasti
v okolf ko¥ene trhliny ledvinovity tvar a v roving 4} = 0 . mé rozsah
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p¥ibli%n® dany rovnici{ (14.8). U ro-

D6 , vinného pretvorent ( €, = 0) Je
5/4'\ \ plasticksd oblast protédhld ve smérech

: VIV P =700 resp. V' =-700° a
l \ \\ K IVZﬂ(r—Q) v rovin¥ Y% =0 mé rozssh asi t#i-

\ Y kr4t mensf ne podle (14.8).

. N KI IY2mre Podrobns j81 teorii o vlivu plas-
o T tickych deformac{ vypracovali M. Ja.

RN LEONOV a V..V. PANASJUK (1959) a

> nezévisle na nich D. S. DUGDALE

TR AAL r (1960). Tito suto¥i predpoklédali,
%2e v oblastech Q¢ |x|<e¢ plsobi kon-
Obr. .23 stantnf napéti G, . , pPidemZ @ Je

polovign{ délka trhliny. Napjatost
vigk poéitali tak, Jako by celé ti-
leso bylo dokonale pruiné a mélo
trhlinu o délce 2¢ , sviranou visk
v intervalech A< |x{< ¢ napétim G
pripojenym k ob&ma b#ehim trhliny
(obr. 24).

Je-1li pruzZné deska s trhlinou
o délce 2¢ zati%ena pouze napdtim
Qv na bFezfch trhliny podle obr.
24 (a tedy nikoliv tahovym napdtim
G'), vychézi pro oblast C»> Y >0 ,
Y=x-¢ Vvypoltem z teorie pruZnos-
ti napst{ v Fezu 13, =0

Gy = — ~—— (14.10)
4 {Zev |
kde
Obr. 24 _ 1Ge oy (14.11)
K= = Ve aveeos ().

Skute&nd trhlina je viak dlouhé 2a , a proto nenf ddvodu, pro& by msla
existovat v bod& x:=C singularita v prdbshu napsti. Singulérnf &ést (14.10)
se proto mus{ zruSit se singuldrnd &ésti
kgt *
4> Tome Ky=Sire (14.12)

vypo&tenou pro fiktivni trhlinu o délce ¢ . Ze srovnant K  podle (14.11)
se soudinitelem Ky~ podle (14.12) vyjde

2Ge y
I \ . “w :
G\ xe T /!c a\rcwa( ¢3 _ (14.13)
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a odtud

% = (’,m( iq,‘) ? (14.14)

Tento pomdr urduje rozsah piastické oblasti Q. = ¢C-a . Pro maly pomé&r
G/G) mdZeme pouiit Taylorovy Fady a odvodit pPibliZny vztsh

) TG
o ( m) 2 l- S (14.15)
Pro maly pomdr @./cL platf vztah
@ Qa A . Qe
.4y - - = 3 -~ m———— (14.16
() a4 QK A+ —% 1 & )

Dosadfme-1i p#ibli3né vyrazy na pravych strandch (14.15) a (14.16) do (14.14),
vyjde pro malé nap&ti &

Kr

Ter _r
a = g G-L'L )

QL 2G”

e

(14.17)

kde Kr =6\wa . Tento vyraz miZeme porovnat se vztahem (14.8). Rozdil nenf
pF11i8 velky, nebot £/ = 2,54, T £ 3,14 a ob& pouzité metody Jjsou
jenom p#ibliZné.

Pro dany model podle obr. 24 lze z teorie pruZnosti ziskat také posuvy.
Vypo&teme~1i relativnf{ posuv ® obou b¥ehd na %ele X =& skute¥né trhli-

ny, vyjde

g
§ == = aln [ 1
iC
) (3=) (14.18)
Pro maly pomdr ©/Gc se tento vyraz zjednodudi na tvar
£ Tag" g \
- G, - G‘E (14.19)

Tato hodnota byvd v literatufe oznaZovédna také zkratkou COD (crack opening
displacement = otviraci posuv trhliny, kratZeji otevien{ trhliny).

V nejbliz3im okolf @< X<Atdee gela skutené trhliny vykonala konstant-
n{ sila Gy ~Ada na posuvu 1) préci Gu’wde . Je to préace spoti¥ebovand
v tomto mfstd plastickou deformac{ a prem&ninéd v teplo. Vypo¥teme "hustotu"
této préce na plodce tvda , tj. urdifme mSrnou energii 9 spot¥ebovanou
u kofene trhliny, vzta%enou na jednotkovou vzddlenost od korene trhliny a
na jednotkovou tloustku desky
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g = Gehdab .S (14.20)
o

Predpokldddme, %e trhlina se 3f#f, doséhne-1i hodnota & kritické
velikosti Owrit . PFi rozsifeni trhliny o délku do. se plastickymi defor-
macemi spot¥ebuje préce Crtdon bevit . Prepodteme ji na jednotkovy prirtstek
délky trhliny a na jednotkovou tlousfku desky a dostaneme v souladu s rovni-
ci (14.20)

%\mﬂ- = G lent - (14.21)

Na jednotku nové vytvorené plochy piipadéd q;mli , nebof nové vytvorend
plocha mé velikost 2hda (mé dva brehy, kazdy o velikosti hda, ). Tuto
hodnotu mi%eme porovnat s povrchovou energif Y . Protofe mérnéd energie
t%tnp je u kvazikPehkych materidld mnohem v&t3{ neZ povrchové energie (po-
vrchové napétf) 7J“ , miZeme povrchovou energii zanedbat. Do di‘:[ve odvoze-
nych vztahd platnfch pro k¥ehkd t&lesa vstoupf pak velilina 2 g\ml- misto
Y* . Tak napf. misto vztahu (12.4) miZeme napsat

Bt @C (g
G

2¢
%LY\:“' = —Lﬁ-v— 78-5: resp. % = 75— (12'4 a)

(pro trhlinu o délce QOJ_ ) a pod.

Vylou¥ime-1i z rovnic (14.19) a (14.20) rozevieni trhliny ) , dosta-
nema vztah
p2
I
= — - (l4.22
g - ( )

Tento vzorec plati pro rovimou napjatost. Jde-1li o rovinné pfetvoireni, Jje

KT
= — PETAN
q, = = (1 /u,) (14.23)

15. SfRENT KVAZIKREHKE TRHLINY

Velidinu q( , pFfedstavujicf mechanickou préci pfemdnénou plastickymi
deformacemi v teplo, miZeme povaZovat obecnd za velikost energie, kterou mu-
s{me dodat, chceme-1i trhlinu roz3di¥it o délkovou jednotku v desce jednotko-
vé tloudtky. O tuto préci se tedy - zcela stejn® jako v Griffithov¥ teorii
k¥ehkého lomu - zmensf potenciélni energle. Zm&na potencidlni energie zpiso-
bend vazristem trhliny se v3sk d4 vypo¥itst také jako energie pot¥ebnd k opst-
nému obnoven{ pivodnfho stavu, tj. k opitnému uzav¥eni nové vzniklé &S4sti
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trhliny. Tak pro trhlinu o délce Q. , kteréd se roz3ifila o Sa, (obr. 25),
platf{ vztsh "

a+do, TR
ng& = 47_ Sgy,lv. Ax = 3 G%Vax, (15.1)
@ [+ 5

je-1i 2V relativnf otevienf trhliny v mfst¥ X , % =0;A%x=a+da -

3

y

2v

y X

cosoquannse?

Sa

—

0 ‘ \ —-—
/’0___,1
Vo

Obr. 25

Z teorie pruZnosti, kterou zde nebudeme uvéddt, lze odvodit vztehy platné
pro Y=x-a«Ka , % =0: '

oL L ke ¢ {ma c{&

U v Er R (-2
. G' r“"‘““"“——"—

Vo= (- y 2 (PanT) . ' (15.3)

Plat{ pro rovimmé pretvofeni. Dosazenim t&chto vyrazd do rovnice (15.1) vyjde

=

¢

Sa
\’ B0

G ba = L{A-u) = : | (15.4)
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K vjpodtu integrélu pouzijeme substituce T= SQ,MM"'L( ’ dY=26aAW&{Cm¢dq
a dostaneme

C*xa
Ga = (1-p) —— da- (15.5)
Protoge K7 =G {Ta , vyjde odtud
ZINP (15.6)
4= (= '

shodn& s rovnici (14.23). Jde-1li o rovinnou napjatost, nshradime ve vzorcich
(15.3) az (15.6) &initel ( 1 - u*) jednidkou.

Kdyby souddst s trhlinou nebyla naméhéna pouze napdtim G podle obr. 15,
ale také ostatnimi typy zatiZenf podle obr. 16 a obr. 17, bylo by z¥ejm¥

) ta
%‘ = 'g'a: S (Gy’\)'i' Ux?%‘?’ sz'W’) Ay (15.7)
0

a misto rovnice (15.6) bychom odvodili vztah
| - 1 1 1 A
EQ = (=) ki + (=) G + () K - (15.8)

Jde-1i o pFfpad rovimnné napjatosti, nehradi se soudinitels ( 1 - ,u.") u prv-
nich dvou &lend na pravé stran® rovnice (15.8) jedniZkami. T¥etf &len se¢ ne-
zméni. ,

Lze pPedpokléddat, Ze trhlina se poé&ne éﬁ‘i;c, doséhne-11 m&rnéd energie
kritické hodnoty L%y,y\‘(- . Pro typ zatf%enf podle obr. 15 a obr. 23 dostaneme
s pouzitim rovnic (14.8) a (15.6) podminku '

2

Gt = £ T (ae) (1)) (15-9)

Odtud vypoéteme napdt{ na mezi ¥fi¥enf trhliny

- E%k‘ A 1 . )
G, = = T arg (15.10)

Dosadime-11i sem misto %m’{r lomovou houZevnatost ka;n} ze vztahu (14,23),
vyJjde

(;P = Kr e . (15.11)

\ za (44 %)
K v¥po¥tu pomdru Qoo miZeme pouift vztahu (14.8):

' G Ta . Gp*
o AT Gl 1GF (15.12)
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Pak

Kt

' 15.1
\jxa(H %) (15.13)
e

G

A
Pou%ijeme-1i misto toho vztahu (14.17) a vzpomeneme-li, Ze ¢ =37, )
vyJjde

Kxwnr
Gy - r . (15.14)

. Gpt x*
v To ("\ . 16C*

Jo ztrejmé, %e pro malé pomdry Gp /G« (men3{ neZ asi 0,4) lze druhé &leny
v zévorkdch pod odmocninemi v :ovnicich (15.13) pop¥. (15.14) vynechat. Psk

G, 2 Kpovwp . (15.16)

V tou

Korekce vztshu (15.16) se zretelem k plastickym deformacim p¥ed &elem trhli-
ny je tedy déna druhym &lenem v oblé zévorce ve jmenovateli rovnice (15.13)
pop¥. (15.14). Je t¥eba pFipomenout, Ze byla vypoltena za pfedpokladu, Ze
plastické oblast Je relativné malé.

Vipo&et napsti, p¥i n¥mZ se za¥ne 31¥it kvazikiehkd trhlina, se tedy
zak14d4 na pFedpokladu, Ze existuje kritickd hodnota m&rné mechanické ener-
gle <§gﬂ+ , kteréd se spot¥ebuje pfevéind na plastické deformace v malé ob-
lasti pFed felem trhliny a pFfemdni se v teplo. Mald &4st se vdak pfeménd i
v Jiné formy energle, nap#. v povrchovou energii nové vzniklé lomové plochy
a v kinetickou (akustickou) energii. Nejde-1li o extrémni podminky, lze tuto
malou &4st u kovd tém&¥ vidy zanedbat (Je relativnd o ndkolik rddd mend{).
Veliéina-gguny Je vézédna vztahem (14.22) resp. (14.23) s lomovou houfevna-
tostt ‘<nzﬁ}. Jedm z t&chto hodnot lze tedy brét za materidlovou konstan-
tu, kterou potfebudi konstruktéri a materidlovi odbornici, aby stanovili
bezpednost dané konstrukce 8 exlistujfcimi nebo predpoklddanymi defekty.
Vnucuje se viak otézka, zda jde opravdu o materidlovou konstantu.

Je t¥eba Ffci, %Ze Z4dnéd mechanickéd hodnota (nap¥. mez kluzu, mez pev-
nosti, taZnost) neni "opravdovou" materidlovou konstantou, nebof se méni
8 teplotou, s deforma¥ni rychlosti apod. Prévd tak nen{ konstantni{ ani lomo-
vé houZevnatost. To viak neznamend, Ze Je pro prexi bez uZitku.

Lomové houZevnatost zdle%{ p¥edevdim na teplotd (Jje maléd za nizkjch te-
plot). Z podédtku roste s teplotou jen velmi mdlo. Jakmile se vEak bliZime
k prechodové teplotd, po&ne lomovéd houZevnatost rychle vzristat. Konstrukce,
které Jsou bezpeZné za normélnich teplot, mohou proto selhat za nizkjch te-
plot. Prechodové teplota zévisf predeviim na druhu materidlu, tj. na jeho
chemickém slo¥enf a struktuie. Nedostatedné &istota materidlu (inkluze a
vmEstky) snifuje podstatnd lomovou houfevnatost, ale pFechodovou teplotu
ovliviauje jen mélo.
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Vliv teploty na mechanické hodnoty Je zpravidla opalny neZ vliv defor-
madnf rychlosti, existujf vdak vyjimky. Roste-li deformadni rychlost, pak
lomovéd houZevnatost mirng klesd. P#i velkych deformadnich rychlostech se
uvolndné teplo nestadf od kofene trhliny odvéddt a d&j, ktery probthal p#i
malych deforma&nfich rychlostech p¥ibl.Zn& jako izotermicky, se bude nyni Je-
vit jako adiabaticky. Mfstnf stoupnut{i teploty zpdsobf pak vzrist lomové
houZfevnatosti. U oceli dochdzf k tomuto adiabatickému Jevu aZ p¥i deformad-
nfch rychlostech v&tdfch nef asi £ = 107 s'l, coZ odpovidéd rychlosti,

s kterou postupuje &elo trhliny, asi 100 m s71.

Vliv velikosti souldsti souvisi s tim, %e u rdzné velikych souddstfi se
relativnd rdzng uplatnuje stejns velkd plastickd oblast p¥ed %elem trhliny.
Dosshne-1i plastickéd oblast volného povrchu t&lesa d¥ive neZ se za¥ne trhli-
na 31¥it, vznikne pifevéZnd houZevnaty (smykovy) lom, k jehoZ vzniku se spo-
t¥ebuje mnohem vice energle ne¥ odpovidéd hodnots ‘akv& platné pro kvazi-
k¥ehky lom. Tloudtka stiny se uplatiuje rdzns. Je-1li extrémnd maléd, je ener-
gle pot¥ebné ke vzniku nové lomové plochy zhruba umédrné tloudtce stény.
Potom se v3ak zadne tato emergie s rostouci tloustkou stdny naopak zmen3ovat
(o tom pojednéme podrobndji v nédsledujfci kapitole). Vliiv velikosti Je ddle
ovlivndn i tim, %e materidl je jinsk technologicky zpracovédn a u welkfch sou
gdst{ je zpravidla ménd kvalitnf neZ u malych.

Snasha posoudit chovéni velkych konstrukci podle materidlovych zkouZek
na malych vzorcich tedy nerédff{ na obtife spojené s eliminac{ vlivu velkosti.
Proto byla navrZena metoda COD, podle které se za smérodatnou velidinu bere
kritickd hodnota otevienf{ trhliny. Pro m&fen{ této velidiny byly vypracové-
ny rizné laboratorn{ metody. Pfipomeﬁme, %e vztsh (14.20) mezi veli&inami &
a Q} plat{ pro idealizovany pripad, takZe experimentdlnd stanovené hodnoty
Y - Gunp nemust tomuto vztahu zcela odpovidat.

Jinym omezenim v pouZiti soudinitele intenzity napstf pro prektické vy-
polty Jje okolnost, %e vzorce typu G = K/agr popisujl napjatost jen v blfz-
kém okolf %ela trhliny. Zasshuje-li lomovy mechanismus do v&tZf vzddlenosti,
miZe byt vypo¥et zkreslen tim, %e vynechévéme reguldrni{ &leny ze vzorcl pro
napjatost. Tato uvsha vede k po¥adavku, aby pomdr Q./& nepfesshl ur&itou
hodnotu. S pouZitim rovnice (14.8) dostaneme pak omezen{ pro pomsr |4f/(31n
Zpravidla se poZaduje, aby

2

K“I:kn'i- <

G,-L - O[L"a/:u (15o17)
|

Neni-11 tento poZadavek spln¥n, je nutné vypodet korigovat. V&t3Zinou se spo-
kojujeme s pi¥ibliZnymi korekcemi, které jsme probrali v minulé kapitols,
aniZ dédle zkouméme vliv regulérnfch ¥lend ve vzorcich pro napjatost. To miZe
byt v ndkterych pFfpadech zdrojem chyb.

Za kvazik¥ehky lom lze do uréité miry povaZfovat i Unavovou trhlimu.
Rist této trhliny lze popsat empirickym vztshem




da
N : o™ (15.18)

kde Q Je délka trhliny,

N -~ pod&et unavovych cykld,
Ak - amplituda sou&initele intenzity nap&ti,
C,m - konstanty.

Unavové trhlina v3sk vzniké za jinych okolnost{ ne# kvazik¥ehky lom. Rozdfl
tkvi predevdim v tom, Ze rezdi¥eni tnavové trhliny prfedchdzi féze postupného
skrytého poskozovénf materidlu vlivem cyklického namédhénf{, spojend se zmé&nami
vlastnosti materidlu v mikroobjemu u koiene trhliny.

Ke zméném vlastnosti materiélu, tedy i ke zm&ném lomové houZevnatosti,
dochdzf z rdznych pf{&in. Mohou to byt hrubé technologické zévady (nesprévné
tapelné zpracovéni vyrobku, nesprédvné svarovéni, zém&na materidlu), ale také
méné népadné pridiny (stérmuti materidlu, koroze). Proto se miZe stéat, Ze
plvodnd neskodny materidlovy defekt zpisobi katastrofdlni lom a% po dels{ do-
b& nezévadného provozu, adkoli je souldst naméhéna vyhradn® (nebo alespon
prevéain&) staticky.

16. VLIV TLOUSTKY STENY NA LOMOVOU HOUZEVNATOST

Jde~ll o velmi terky plech (tendf ne%
esi 2 mm), 81{F¥{ se v ném trhlina zpravidla
stfihovou deformacf, kterd vznikd plisobe-~
nim smykového napstf T =62 v rovind svi-
rajilci 8 &elni plochou plechu vhel 45 ©
(obr. 26). Na %ele trhliny A - A se
hromadf 8roubové dislokace, a% se zadne

81¥it trhlina tfetfiho typu (obr. 17).
Obdobnd k vztahu (14.19) dostaneme pro
tento p¥ipad kritické posunutf v kofeni
trhliny

sz Tttt ) (16.1).
26T

€
kde &= aza;a Je modul pruZnosti ve smyku.

Dosadime sem O = h/cosyso= & VT |
T = G/2 a Te =6/l podle Tresco-
vy hypotézy. Vyjde

Obr. 26
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11 WIAGE '

Polftéme-11 v3ak toto napdtf ze vzore~ (15.16) platného pro prvni typ trhli-
ny (obr. 15), k ZemuZ nés ,opz:avﬁuja skute&nost, Ze Jde o taZenou desku
s trhlinou orientovanou kolmo k tahovému nap&ti, dostaneme

o \(t nt
P \’ To

Srovnénim obou vy¥sledkd zfskédme efektivni hodnotu lomové houZevnatosti

(16.3)

Tevit yr ' (16.4)

S pouitfm (14.22) odtud vypo&teme

WL AGe o
Qtrﬂ' = ""1_1,',“'_—" = ZGk_‘e\J (16.5)

Chybou této iuvahy je, %Ze nepolitd se zm&nou prifezu ziienim (sedkrcenim)
pred Jjeho porulenim. Jiné chyba vznikne tim, %e s rostouci tloudfkou plechu
se budou zhor3ovat podmirky pro vytvo¥eni st¥ihového lomu podle idealizova-
ného schématu na obr. 26. Proto bude skutednd efektivni hodnota C}u;e
men3{ ne% podle vztahu (16.5). Pro malé tlousfky plechd v3ak bude platit
pF{mé uUmdrnost mezi kritickou mirnou energif an.l- a tlousfkou plechu #

Je-11 tloud¥ka plechu v&tdf ne% asi 2 mm,
1\ ¢ vznikéd lom za slofit&js8f{ch podminek. Plastick4
M,—MAAL oblast je v&t3{ na koncich &ela trhliny u obou
' gelnfch povrchl, kde jde o rovinnou napjatost,
a men3i uprostied &ela, kde existuje napjatost
blizkd spi3e rovinnému pietvo¥eni. P¥ipad lze
y 4 idealizovat tsek, jek ukazuje obr. 27. Cédsti
2 3 1'% a 344" Jsou plastické a vytvori smykové
gdsti lomové plochy 12 popd. 34 . Gést 23
s S je kvazik¥ehky lom. Roz3{#f1-1i se trhlina o dél-

ku da (kolmo k nékresnd na obr. 27), zvsts{
h se plocha kvazik¥ehkého lomu o (-24)daa ob-

Jem plastickych oblasti o 24 e . Pritom se
L“‘]"T’I’T“ spot¥ebuje préce dA . ’

Oznadime-1i Ag,_ prédci pFipadajfci na povrch

Obr. 27 S kvazikiehkého lomu a Ay préei pripadajfct
na objem V  plastickych oblasti, bude (pro
AL hi2 )
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-1 v isda
dn = (ag)( A)da*r(a\/) sda (16.6)

Prim&rnéd hodnota m$rné energise <%zrw pottebné ke vzristu trhliny o jednot-
kovou délku vyjde (pro A< A2 )

dAh, dAp (16.7)
QEM (/\0‘-0«- = )(1 ) ( ) f
Po¥ftéme ji - jako obvykle - pro jednotkovou tloustku desky. ProtoZe 3i¥ka
A plastickych oblasti nezévis{ na celkové 3irce desky #v  (alespon ne
podstatnz), bude A = konst, tak¥e vztah (16.7) predstavuje hyperbolu
‘ﬁam = f(H) . Je=11 A = A2, vyjde

Genr = St A {h=2h). (16.8)

Tato hodnota by m&la p*ibliZn odpovidat hodnotd 26« ™ podle vztshu (16.5),
jestliZe W= 2p =2mm (plastickd oblast prostupuje celou st&nu). Pak
dhe
v = LG..A . (16.9)
Vlivem sedkrceni prifezu a vlivem zhorfenych podminek pro vznik st#ihového
lomu bude skute¥nd hodnota 4Ap/dV podstatns mensf ne# odpovidé rovnici

(16.9). Nelze totiZ predpokléddat, Ze vztah (16.5) odvozeny pro malé tloustky
v plati beze zm&ny i1 pro ™ = %p . Pro i > 00 vyjde z rovnice (16.7)

dhy
OALYH- = d.QL (3\'""”)' (16.10)

K tomu, aby u ko¥ehe trhliny prevlddal stav rovinného pretvorent ( € = 0)
staéi, aby

M’L
T knt
=y i (16.11)

U tloustsk, které vyhovujf nerovnosti (16.11), pFevlddd kvazik¥ehky lom
s pom&rnd malym rozsshem plastickych deformacf u ko¥ene trhliny a plastické
oblasti vedouci ke stiihové deformaci u obou Zelnich povrchd plechu se prek-

ticky neuplatnujf. Hodnota %gxu je pek pribliZng konstantnf a bli%{ se
hranici (16.10).

Zévislosti (16.5) a (16.7) se doplnujf a tvorf pribéh zskresleny na
obr. 28, Teoretické hodnoty Jjsou kresleny &é4rkovand, experimentdlni pln&.

Mé&rnou energii @uyu miZeme prepo&itat na lomovou houlevnatost Kran+ podle
vztahu (14.22) resp. (14.23).
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Uvedenéd dvaha je jenom
pribli%né. Jeji smysl Jje
predevdim v tom, Ze ndzornd
vysvétluje podstatny viiv
tloustky stény na velikost
efektivni lomové houZevna-
tosti. Tento vliv se proje-
vuje zejména u stén malych
tloustsk.

Obr. 28

17. APLIKACE J-INTEGRALU

Zanedbdme-1i ve vztahu (10.4) kinetickou energii X , bude

N = dbda _bv (17.1)
bt bt
Ozna&ime-1i celkovou potencislni energii
W - U - A , (1702)
bW
bude N Ry ¢1li pro malé deformace
Ndt =-dW =Qda . (17.3)

V tomto vztahu znadf d@ prirtstek délky trhliny za das dt v desce jed-
notkové tlousfky.

V 15. kapitole jsme pouZili vtipného obratu. Vypoditali jsme zm&nu po-
tencidlnf energie zZpisobenou roz3ifenim trhliny nikoli integraci p#es celou
oblast nekone®né desky, ale jako prédci povrchovych sil, které musime pFipo-
jit, abychom trhlinu op&t uzavieli, a tegk obnovili plvodni stav napjatosti
a deformace. Nynf{ pouZijeme také tohoto obratu, aviak postup pondkud pozm&-
nixge. Na obr. 29 Jje zakreslen plnou &arou ko¥en

trhliny pPed jejim rozii¥enim, &arkovanou ZEarou
AV tvar roz3fi¥ené trhliny. Novéd &4st trhliay zaujme

objem AV , v n¥mZ byla pdvodng hustota deformaéni
energie napjatoati

N - (c%ag, (17.4)
¢
Obr. 29
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Roz3iren{ trhliny rozd3lime na dvé etapy. V prvni se trhlina nejprve rozif-
¥1 o objem AV | ani% se zméni stav napjatosti a deformace v ostatni Zdsti
t3lesa. To znamend, %e na povrchu trhliny budou povrchové sily

AP»C

udrfujfcf tento stav. V druhé etapg tyto aily uvolnime, takie at’avpapdatoa-
ti se zménf na G¥+AGY g4 gtav deformace na E+ A€y - Vyeledny stav odpo-
vid4 zvitdené trhlind s nezatiZenymi b¥ehy. Celkovéd zm&na potencidlni ener-
gle se pak sklddd ze dvou ¥dsti. Prvni odpovidé tbytku deforma&ni energie

z objemu AV , druhd relasxaci povrchovych napsdti:

"

6T my | (17.5)

Uit AL

AW = - Sl\,dv v Sds S Py, - (17.6)

AV a8 ¢

Jde-11i o "ostrou" trhlinu, Jje avV = 0O, takZe objemovy integrél v rovnici
(17.6) zmiz{. Dal3{ postup by pek byl shodny s tim, ktery jsme pouZili

v 15. kapitole. Zde v3ak budeme predpoklédat, %Ze AV>0 '/," a teprve pozdd ji
prejdeme k 1limit¥ aV - 0.

Jednoduchou dpravou rovnice (17.6) dostaneme

e AUy

~aW - Sz\av = - gdﬁg‘p*du«; > 0. (17.7)

AV AS Y7

Nerovnost zde vypl¥véd z nédzoru, %e relaxaci
povrchov&ch 8il se vykonéd zdpornd préce (s1-
ly sm3¥uji proti posuvim), takZe dvojny in-
tegrdl ve vztahu (17.7) je zdporny ( jeho zé&- I—Tf‘
pornd hodnota je proto kladn4).

Gvahu chceme uskutednit za predpokladu, g
%o materidl je nelinedrns elasticky. Préce
Jedné slozky povrchovych sil je pak ddna vy-
&rafovanou plochou pod pracovni k¥ivkou na 0 AUV'
obr. 30. Budeme pFedpoklddat, %e tato plochsa < : ‘
bude vidy men3i ne% opsany obdélnik, takie

cf—

Obr. 30

g \P‘dwcl S ApUA L (17.8)

S pouZitim odhadu (17.8) dostaneme ze vztahu (17.7)

0<-aW- gAdV < SA‘PLALWO(S.

Av AS

(17.9)
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Jsou-1i veliZiny AW , aV , Ap* , AW¢ malé prvnfho Fddu, Je integrél
na pravé strans nerovnosti (17.9) malé veli¥ina druhého #édu. V 1limit& bude
proto na obou strandch (17.9) nula, takZe

0 =-awW- Sz\dv. | (17.10)
aVv
Odtud
-AW = S.l\o(\] (av=-0). (17.11)
av

V dalsim vykladu se omezime na dvou-
y rozmirny piipad podle obr. 31. Bude
p&k (pro ¥ =x Xt =y )

aV = da dy. 4 (17.12)
dq‘ Oudlj / )
0 forresenen x takze (pro lim AV-0 )
L et X o
F"\dv -aW = { Aay.da (17.13)
t AS _
r
a odtud
o(W
(17.14
Obr. 31 T da S Ad‘ﬁ )

t-

T{m jsme pFevedli pivodnd objemovy integrél na k¥ivkovy. Integrujeme po ki#iv-
ce [, ohranifujfcf p¥iristek trhliny da v primtu na obr. 31. Pouzije-
me-1li jedts vztahu (17.4), méme

£y -
Aw 1
T da T 30“3 S GHdey - | (17.15)

Lze ukézat, Ze intagrél na pravé strand (17.14) se stane nezévislym na inte-
gragni cestsd [ " p¥iddme~1li k ndmu Jjeitd Jjeden &len. Dostanemse

’bu..,
J = S(\ot«g = Sﬁl\ay P g sl (17.16)
Ft
kde (8 je délkovy element &4ry (integra¥nf cesty) [ ; © =1, 2 ( p* =

Nezévislost integrélu na pravé strand (17.16) na integra¥ni cest& souvi-
8l 8 existenc!f mdrné potencidlni deformaldni energie (17.4) a platf i pro
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nelineérns elastické materidly (viz p¥iklad 18). Plat{ dokonce i pro defor-
ma¥n{ teorii plasticity a pro pruZno-plastické materidly deformaZniho typu. *)

Je-11 =T} | odpadne pridany druhy &len v zé&vorce v rovmici (17.16),
nebof na povrchu trhliny je vektor nap&tf %' = O. Poslednf vztah ném posky-
tuje moZnost vypo¥ftat J-integrél po vhodn® volené Zé¥e ", nezévislé na
tvaru trhliny. To je dileZité zvliAsts tehdy, Fedime-1i napjatost nap¥. meto-
dou koneZnych prvkd nebo jinou p#ibliZnou metodou. Integraini cestu [ vo-
lime tak, aby prochézela oblastmi, kde Je Ffedeni, a tedy i integrace piesnéj-
51, Jejf tvar miZeme prizplsobit tvaru plastické oblasti apod. CGéra musf{ po-
&inat na spodnim a konéit na hornim b¥ehu trhliny na obr. 31. To je jediny
poZadavek.

Srovnéme-1i (17.3), (17.14) a (17.16), dostaneme
J = % (17.17)

J-integrél mé tedy vyznam mé&rné energie @ uvolnované z t&lesa pri Bifent
trhliny. S pouZitim (14.23) vyjde pro rovinné pretvofeni{ a lineérnd elastic-
ky materidl

l{Q

1= = (-u ar.18)

J-integrdl je tedy v tomto p¥{padd tm&rny &tverci intenzity nap&ti.

Rovnice (17.17) ddvé J-integrélu fyzi-
kélnf smysl. Je to potencidln{ energie, ktaré F #
se uvolni, zv&t¥ime-1li trhlinu z délky & na )
délku O + 30, . Zekreslfme-1i pridbsh zobec- /
néné sfly ¥ v z4vislosti na zobecndném po- /
suvu M (tak%e elementérni préce vndjsich : / ,’
8il je Foduw ), dostaneme pro trhlinu o délce /’

& krfiviu 0OA na obr. 32. Pro lineérns S/ ‘
elastické tsleso by to byla primka OR' (Zér- /' 48 \JhSO
kovand na obr. 32). Zvét&ime-1i trhlinu o da ©
dostaneme zdvislost OB . Vysrafovand plocha
je Um¥rné hodnotd J(w)hésu , kde % je tloust- 0
ka desky. J-integrédl tedy mtiZeme stanovit ta-
ké experiment4lns. MSn{ se v zdvislosti na po- Obr. 32
suvu A g na délce trhliny 4 .

>\

w >

’W c

*) Jsou to teorie, které pFedpoklddaji existenci vztahu G4 - Gfa(gﬁb) [nobo
54:3' = Eta‘ (Gu) 1 . Inverznf vzteh nemust byt Jjednoznadny. Deformadnf
teorie jsou matematicky vyhodné, avZak ve srovnén{ s inkrementdlni teorii

plasticity, kterou jeme vylofili v prvni &4sti seminé¥e, majf omezenou
pouZitelnost.

- 71 -



Pro linedrnd elastické tdleso méme

w= CF (17.19)

a plocha pod ¥arou 0A' mé velikost

A=3uF = 4ce (17.20)
Pétom
jg\, Sa = ’22 Sa. = % 22 §a Ft (17.21)
a odtud
J "9437 ?a(; E. (17.22)

Dosadfme-1i sem ZO. misto A a kone¥nd 1) misto J , dostaneme rov-
nici (12.4) platnou pro trhlinu o délce 724 , Jjak bylo moZno oZekévat.

S pouzitim (17.19) miZfeme také psdt, Ze

o ¢ (M, z
1= 24 M c) (17.23)

Zévislost J(4) je tedy u linedrns pruzngch t&-
les parabolické (plnd &4ra na obr. 33). Jde-1i
o tsleso tuho-plastické, Jje posuv nulovy, aZ
teprve v meznfm stavu I = Fig = konst roste
posuv p¥i nezm&n&né sfle bez omezeni. Préce 81~
ly Fe je pritom

A=t . (17.24)
2
Protoie ] A b = % ba , vyjde
Obr. 33
w Fe
J = ™ T (17.25)

Pri A = konst je zdvislost (W) v tomto pripadd linedrni (&4rkovand &dra
na obr. 33).

Je-1i t&leso pruZno-plastické, je p#i malych deformacich J-integrdl
Umérny u* s, pozd&dji po dosaZeni mezniho stavu Jje linedrni funke{ 4 (obr.
34). Parabolické a lineérnf v&tev jsou spojeny v prechodové oblasti hladkou
Zarou.

Pro pruZno-plastické t&leso je trfeba vychézet z korigovanych hodnot
pro délku trhliny
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B?,
H e Jh da % _ . £
; & a+ NEGe

(17.26)

pro rovinnou napjatost a

'Kl
%t Brel

- e e e

*=

! i u Qo (17.27)
prc rovinné pretvoreni, O tom, zda jde o pii-
pad rovimného pretvoreni, miZeme rozhodnout
podle kritéria (16.11). V§raz (17.26) se sho-
duje s korekcf &* = o + @ podle rovni-
ce (14.3) a (14.9) pro rovinnou napjatost.

Veli&iny J podobnd jako & (COD)
lze tedy uiit jako kritéria pro poddtek Ii¥e-
- n{ trhliny v télesech vyrobenych z elastic-
0 u kfch i pruino-plastickych materidld. Trhlina
Obr. se zalne 3{Fit, doséhne-1li J-integrél kritic-
ké hodnoty Jigri+ . Rozdil mezi obsma metoda-
_mi spo¥ivé v tom, Ze metoda COD (kritického
otevitenf trhliny) studu,je .jevy v nikroobjomu v okolfi kofene trhliny, kdeito
J-integr4l miZeme vyhodnotit pq libovolné integradni cestd v makroob jemu.
Hodnota J-integrédlu se miZe stanovit vjpo&tem 1 pokusnd. Jeho kritickéd hod-
nota Jynt mé obdobny vyanam jeko kritickd hodnota mérné energie Gurt .

—— e —— - — e —

s . —

P#iklad 14. Potrubil velkého primSru je sva¥eno z plechového pdsu vimutého
do &roubovice, takie svér probihd po Sroubovici. Vypodtate, p¥i jakém pre-
tleku Pent uvnit# potrubf miZe vzniknout néhly lom, je-1i ve Svu poneché-
na trhlina s podéte¥nf délkou “2a. . Potrubi nepfendd{ jinou osovou sflu neZ
tu, kterd vzniké G¥inkem vnit¥#nfho pretlaku, a napjatost je &istd membrénovi.

Déno: polom$r potrubf T = 250 mm, tlousfka stény A = 5 mm, délka trhli-
ny 20 = 10 mm, mez kluzu Gi = 500 MN m™ 2, mérné energie Gent = 60 kJ w2
(pro dany materidl, teplotu a tlouafku stdny) a ihel, ktery svird trhlina

s povrchovou primkou, Je 5 = 45 °.

ReSeni: Je-1i trhlina déiky la. umisténa v poli tahového napé&ti podle
obr. 35, plati pro soulinitele intenzity nap&tf vzorce

ke = Gloa . sinp . L (1

Ky =G {Ta . dwfcoafb ‘
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- —
[ — —
e ‘DO J'—_.’

Obr. 35

Pro dvojosou napJjatost Gy , G'% tedy dostaneme superpozici tyto vzorce:

-~

Kp = Gu{xa sindp + OylTa. corfl,
= (Gx = Gy)\‘-‘fa LA fSeoafs
ProtoZ%e obecnd K= ECZ, , vyjde korekce délky trhliny podle (14.3)

_ BEGe  _ (2,1.10%) . (60.10%)
§ IRGe ST 2 m. (500.10°% ¢

= 0,008 m.

To znamend, %e polovi&ni efektivni délka trhliny Je
CL*’CL*@ = 5+8 = 13 mm.

Podle vzorce (15.8) upravenéh6 pro rovinnou napjatost vyjde

2 - kP v kf -

i

]

[ (G 46w’0 + Gy cof) + (Gu-Gy) Aind S eo?p ] ma*,
y ot 4

ProtoZe Aéu"/l = Cos*f = %",
r
G-"=f°7v— =£.5&=50P’
-, L o 250 _ .
G4=Pm =55 TP

vyjde dosazenim do (4)
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56512
Eg - 1 (s2+ep) W - 2:280) prgat (5)

S pouzitim danych hodnot vyjde odtud pro kriticky stav

(2,1.10') . (60 000) = (2122) . p* . T . (0,013),
P £1,4.12 Nm? = U4 M2 = Pent .

Pri tlaku P = 10 MN xn"2 v3ak obvodové napdti Gx  doséhne prévé meze
kluzu v celé tloustce st&ny, takZe nebezpeli vzniku ndhlého kvazik¥ehkého
lomu je za danych okolnosti men3f neZ nebezpeli, Ze se potrubl porusl plas-.
tickymi deformacemi v celé st&ni. Kdyby v3ek nastalo zk¥ehnut{ (nap#. vli-
vem nizké teploty nebo vlivem nekvalitniho svaru), stal by se uvaZovany de-
fekt zdrojem nebezpeff vzniku nédhlého lomu. Podobny d&inek mohou mit super-
ponovanéd ohybové napé&ti{ a koncentrace nap&ti u nezabrousenych svard. V nasi
dvaze jsme nepoditali ani s tim, Ze by tlakové médium vniklo do trhliny a
zplisobovalo by pridavné zatiZeni jejich b¥ehdi. Protoie tlak P Je relativ-
n& maly vzhledem k plsobicim napdtim, nemd tato okolnost valny vliv. MiZe

se v3ak uplatnit koroze trhliny, ktsrd snf{Zf{ lomovou houZevnatost.

Prfklad 15. 2Z otvoru postranice lokomotivniho rému o priméru 27 = 30 mm
vychézeji &tvrtkruhové radidlni trhliny zgkreslené na obr. 36. Jejich polo-
m&r je @& = 7 mm, Vypoltdte, pti Jakém jmenovitém tahovém napsti G (sta-
noveném bez zFetele ke koncentraci napé&ti v okolf otvoru) se trhliny rozs3i¥f.
Materidl mé pFi O OC mez kluzu Ok = 290 MN m 2 a kriticky soudinitel
intenzity napstf Kyee = 70 MN m™ 72,

| S+
I HIE N
O
1 I\
Lru ]t
obr. 36 Obr. 37
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ReZenf: Podle ¥lénku v &asopise "Journal of Mathematics and Physics",
vol. 35 (1956), s. 60, jehoZ autorem je O. L. BOWIE, plat{f pro vypodet
soudinitele intenzity nap&ti u prdb&Znych radidlnich trhlin vychézejicich
ze étény‘otvoru podle obr. 37 vzorec

K; = a{xe _g(—%), (1)

kde S je déno zédvislost{ zndzorn&nou na obr. 38. Za 14 zvolime primsér-
nou hloubku trhlin na obr. 36, totiZ hodnotu

xIa*
4 X {
7 = L = o - ___74‘7 - =55mm . (2)

Cbr. 38

Korekce délky trhliny se z¥etelem k plastickym deformacim vyjde podle (14.9)
a (14.3) pop#. podle (17.26)

e = — 572;)2 £0,0093m = 9,3 mm, (3)
tek%e
£¢f = £ + ¢ = 5,5+ 9,3 = 14,8 mm.
Pro pomér
iz%— = 14,8/15 = 0,985
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ode¥teme z obr. 38 { & 1,48, tskie podle (1)

(70.1%) = G\ X . (0,0148) . (1,48)

a odtud

2

G =2,2.18 Nm?2 = 220N n2.

Toto napsti je tedy menidfi neZ mez kluzu.

Vypolet Je pribliZny. Korekci na velikost plastické oblasti volime ra-
d& j1 podle vzorce (17.26) ne% podle (17.27), aby vypodet byl na strang ve&t-
81 bezpelnosti., Pouze u tlustych plechd bychom pouzili vzorce (17.27), aviek
zéroven bychom uvdzili, Ze u tlustéfch plechl je lomové houZevnatost mensi
(srovnej s obr. 28). Zdrojem nepresnosti je také zplsob, jakym jsme reduko-
vall délku trhliny [ podle vzorce (2)] . Vypodet prim&rné délky trhliny se
opiréd o prédci uverejnd¥nou v Zasopise "Engineering Fracture Mechanics",
vol. 4 (1972), Jjejim% autorem Jje A. F. LIU.

Pfipomeﬁme, Ze Jsme v této Uvaze zanedbali vliv konednych rozmdrd po-
stranice a vliv pff&ného ohybu. Také tyto vlivy bychom mohll zshrnout do vy-
po&tu jenom piibliZn¥, nebot pro takovy problém neni znémo obecné teoretické
feSent.

P¥iklad 17. V plechu taZeném z hlinfkové slitiny byly zJiétény tyto hodno—
ty: mez kluzu Gr = 500 MN m~2, modul pruZnosti v tahu E = 70 000 MN m™
mdrné energie pot¥ebnd k vytvorenf trhliny jednotkové délky @w = 20

kJ m~2. Tato hodnota platf pro rovinné p#etvoreni. Stanovte pfi jaké tlouxt-
ce plechu bude mft quk nejvatsi efektivni hodnotu.

’

Relent: Hodnota f}kmw = 20 kJ w2 odpovidé velké tlousfce plechu v po-
dle merovnosti (16.11)

Kgon: E

hor 2,5 —— = e
G

Dosazenim

(7 . 1029 . (20 000)

0,91) . (5 . 1052

He

~ 22,5 . 0,015m = 15 mm.

Rozsah plastické oblasti zasahuje v povrchové vrstvE do vzddlenosti Cv po-
dle (14.8)

 EQuw (1,109 . (20 000) o
QV_ = W = . (25 10 ) = 0,00178 m = 1,8 mm.
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Jeatli%e plastickd oblast prévd zasdhne celou tloudfku plechu, bude mft
plech nejvdtsi efektivnf lomovou houZevnatost. Lze predpoklédat, %e se tak
stane pfibli%¥ng tehdy, kdyz v = Q. = 2¢ = 1,8 mm. U daného plechu
byla. experiment4lnd zjist&na hodnota g,w.&w“‘ = 200 kJ m™ 2 p¥i tlousfce
st3ny 2 mm. ’ ,

P#fklad 18. DokaZte, Ze v oblasti, v nf{% existuje m&rnéd potencidlnf defor-
ma&n{ energie ./\(Eq) , nezévisf J-integrél na integra’ni cestd [ (obr.
31).

ReZenf: M&rnd potencidlnf deformadnf energie je definovéna vztahem (17.4),
toti

A - o dey . (1)
J-integrdl je definovdn podle (17.16) takto

'Du-;

J=§[Ad«!-p"wm]. | (2)

NeZ piistoupime k poZadovanému
ddkazu, odvodime vétu Greenovu, kte-
rou k tomu budeme pot#ebovat. Necht
je nad uzavienou oblastf S s hra-
nict [* podle obr. 39 déna spojité
funkce Q(K"g\ se spojitou parcidlnt
derivact TQ./?x . Urleme integrél

y A

L= ) 3 dxay - (3)
S

0 Budeme nejprve integrovat podle x v

Obr. 39 p¥i konstantnim ’\3. . Dostaneme

‘jfs . X

| ' ‘Q e ,
L= %S cly J 7 dx = j [Q(x‘;,g)—&(x,.y)] dy. (4)
A x1 a

Integrély na pravé stran® rovnice (4) mdZeme povaZovat za k¥ivkové integrdly
druhého typu. Vyraz ‘

Ye
S Q ()(z.,\g) C’l’\é,
M&
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predstavuje k¥ivkovy integrdl po oblouku ADB , kdeito

S‘
X1 d

Je zépornd vzaty kifivkovy integrédl po oblouku BCA . Zéporné znaménko vy-
plyvé ze skutenosti, %e kladnému ob&hu na k¥ivce P( BCA) odpovidd zmendo-
véni souradnice Y% (tedy zéporny diferenciél d’y« ). ProtoZe oba integrély
na sebe navazuji, miZeme je spojit v jediny integrél a napsat, Ze

L’ﬁ’&(x.g)ayav : (5)

Zcela obdobn¥ doké¥eme, %e pro spojitou funkei P(x/y) se spojitou parcidl-
nf derivact TP/?Y platf vztah

I - SS %‘%‘ dxdy = - fﬁ Plxiy)atx (6)
S : 0

Shrnutim vztahd (3), (5) a (6) do Jedné rovnice dostaneme v&tu Greenovu:
‘ _ TN LN '
§ TPl ctx + RLxy) eyl = éf(m— "y ) exely - 7)
r ‘

Greenovu v&tu budeme nynf aplikovat na prvni &len v integrélu (2), ktery
v3ak pozmé&nime tak, aby integrace probfthala po libovolné uzaviené hranici
M™* mimo trhlinu. Dostaneme

[}

A
S[\ag = SSS __llbx axdy . (8)
e *

Oblast S* je uzaviena k¥ivkou [ ¥ . Pro druhy &len v integrélu (2),
av3ak pro integradnf cestu ["* | najdeme podle Gaussovy véty, e

TR id 2
Sap& e = SG-J",W? ™ 3""‘/ oa =
r‘* r\‘
'D 31. L{,(‘
] 7o (6" ) axety
o (9)

Celkem tedy bude J-integrdl p¥epsany pro uzavienou oblast S¥ 8 hranici n*

SS[ % 'W,d (

. ’Du~
6l = )1 dxdly . (10)
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Protoze [\ = A(eq), budeme mf{t s pouitim (1)

A A ?.?.9:=g‘3-%i (11)
rbX 'DEQ 'DX x> Tt

a odtud - vzhledem k souméfnosti deforma&niho tenzoru Egj -

AN cr 9 Que Ny 'am
% %-6&3 ['93?' d | X Dxc 1 'Dxa L ' (12)

Proto%e za nepritomnosti objemovych sil zn{ podminka statické rovnovéhy

o
= 1l
And 0 (13)
{srovnej 8 Eulerovou rovnici (2.34) pro X' = 0, vt o= 0), miZeme misto
(12) psét
VAN . 2 ¥ ?u‘_) (14)
fx %3

To vZsk znemend, Ze integrand v rovnici (10) identicky vymiz{ nezévisle na
integradnf cesté T* (za predpokladu, e uvnitf oblasti S¥ nenf 24dnd
singularita). Proto

R I7e

S(Ady-{)r@;—d/&)=0 (15)

P*
pro jekoukoli uzavfenou k¥ivku | = . Sk14dé-11 se kiivka '* ze dvou
obloukd, a to z Zary (T ) a z 4ry (-{% ) podle obr. 31, musi se rovnat
integrély po cestd (" ) a po cestd (T} ). Prévd to vBak vyjadfuje rovnice
(17.16). ProtoZe %dra "* mlZe byt vedena libovoln#, miZe byt libovolnd
také integrainf cesta [° s tim jedinym omezen{m, Ze za¥fnd na spodnim bFe-
hu trhliny a konif na hornim b¥ehu, jak naznaZuje obr. 31.

Pifklad 19. Vypodtéte teplotni pnuti v turbinovém kotoui konstantnf tloust-
ky, Jje-1li zném pribsh teploty T=T(¢) .

ReSeni: Napjatost budeme povaiovat za rovinnou a pouijeme polérnich sou-
fadnic Y {P . Radidlni resp. obvodové pom&rné prodlouZeni psk vyjde

du L
€ = v ! € = (1)

JestliZze 4L zna¥f radidlni posuv. Ostatni slotky deforma&nfho tenzoru jsou
nulové, Duhamellv-Neumanniv zékon (6.14) v tomto p¥ipads dévé



) .
¢ B G - (16 ) % (T-T)

s ler-p Gl + o« (T-To),

(2)
€y ,;_11‘%. G,\)’- 3%- 55 (Gr+63) + & (T-To) =
A
=BG G T+ (T 7)), )
nebot Gz = 0. miérdva rovnice d4 pro rbvnomérnou rotaci
~gutr = &Fl; 4)

kde (-W*T ) je radiélnf zrychlenf. P¥itom
G¥\; 2na¥f kovariantni derivaci. V polédr-
nich soufadnicfch miZeme vztsh (4) rozepsat
tak, jak jsme to ukézali v p¥fkladu 38

'v publikaci vydané k prvnf ¥4sti seminéfe.
Stejny vztah vdak dostaneme také pFimym od-
vozen{m z obr. 40. Radidlnf sf{la plsobict
Obr. 40 na element o plodce TOoV.olr toti% vyjde

(Gr+ dGr\(Y‘«-dr\oh?"- Gr T AV +

FGpdrd M rwrerdvar =0.
| (5)

Po roznédsobeni se &leny Gr T"d’}"Gr rd zrusi, Nekone&né malé velidiny dru-
hého #4du zanedbéme. Po Upravé zbude

- d&y N or -G
ayr T

+ wigr = 0. - ®

Z rovnic (1) vylou&fme posuv AL a dostaneme rovnici kompatibility

AEp + €y~ Er

— - = 0. (N
Dosadfme sem z rovnic (2) a (3). Vyjde
At \AY May ]G )

T 1rp Ay
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Tato rovnici miZeme zjednodudit, dosadime-1li sem podle (6)

Or-Gy gy
— =" & " wer. (9
'Vy Jde
Ad6r A& _ar . 2
oar * ar +—‘0LE i T u-,u.)w fr = O“ (10)

S pouzitim (6) miZeme q@ vyloudit:

d < :
G,a = —CW- ("(G’f') + W @Y'L. (ll)

Pak z rovnice (10) vyjde po snadné dpravé

d a6 _ ar . .
:,q, ‘a‘;(fxa;t)+ut7;+L3+/4\er=0, (12)

Postupnou. integraci posledni rovnice dostaneme

¢, - T ar 3 .
s UL R TN & PIRE S e

Integrél lze zjednodu#it zém&nou pofadf integrace a uZitim integrace per
partes. Dostaneme

§§ d;‘ég) S "vﬁd . S sz(E)

( e ’Zr)dé =

TO - 4 ey e
1_1*?1.}&\('&)6(%' )
v / (14)

Pozpémka: V rovnicfch (13) a (14) jsme predpoklédali, Ze jde o plny kotouéd
Q=% <, . Ckrajové podminky pak jsou

Gy = 0y pro =0,
(15)
= Gy pro =1 .
Z prvnf z t&chto podminek vyjde cr1 = 0. Jde-1li o mezikruhovy kotoug,

Y+ €T £ Y , zahrneme konstantu -T(¢)/2 2 rovnice (14) do integra&nf kon-
stanty (2 v rovnici (13), takZe bude celkem beze zm&ny platit, Ze

¢
Gret G wE G [§Tiedg - S wer as)
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Ckrajové podminky jsou v tomto piripadd

6-{ = G‘Y‘q pro

P¥{klad 20. . Odvodte rovnici popisujfct
ustdlené rozdsleni teploty v plném tenkém
turbinovém kotouZi konstantnf tloudtky f ,
je~11i kotou& na obvodu zah¥ivén p¥ivodem
tepelného toku 4  a zéroven ochlazovén
na obou licnich plochéch s konstantnim
sou¥initelem prestupu tepla 2¢ (obr. 41).

ReSeni: V rovnici (9.17) Jje pro ustéleny
stav T* = 0, & = 0. Pak pro izotropicky
materidl, pro ktery %"= &8% | vyjde

? 2T
7 (& 3eF) - 0.

V operdtorové symbolice

dj/\r[ﬁaqm;otT] =0.

Je=1i R = konst, méme

A groch T = 9T = 0.

To znamend, %Ze ve védlcovych souradnicich bude

1T »r

e A =
VT =T wlrwltw a3+ 7

= ’rq,
(17)
'Y‘ = rz
e
- ->
«] |-
x| ¢ -
« -
N N B e
< -
Tl |2 wlT-T,)
& -
« -
it
Obr. 41
(1)
(2)
(3)

(4)

Vzhledem k rota&ni{ soumdrnosti odpadne na levé

L 89 =% T

Obr. 42
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strangd rovnlce predposlednf &len. Vyraz

(5)

mé vyznam tepla odvéd¥ného jednotkou povrchové
plochy, nebof podle obr. 42



, 1 0T T
39~ da- gy - R (3E), - 2075, - & T ®
Vyraz (6) platf pro UmA=0, tedy pro terkostdnny kotoud.
Podle obr. 41 je vdak
- Aq - 22 (T-To), (7)

kde X je soulinitel piFestupu tepla. Proto

I '—(T To) . (8)

a diferencidlni rovnice popisujicf rozdéleni teploty vyjde

2% g :
:_ dr ( d-r - R (T‘TD) = O . (9)

Rozepsénim dostaneme Besselovu diferencidlni rovnici prvntho druhu a nulté-
ho #édu

AT 4 dr 23 22
drt Y Y Ay Rt T= T et Te (10)

Jeji FeSeni Je

TeeL({FE-r)+To N
Integradni konstantu C ur&fme tgk, aby na poloméru Y = R bylo
dr
kR =4 (r=R).

(12)

VyJjde nakonec

(B n( 4w -

Poznémka: ZjednodusSujfci predpoklad, %e | nezévisf na soufadnici %
nds p¥inutil pouZit um¥lého obratu (6). Jednoduseji bychom dospsli k rovni-
ci (9) také ndsledujici uvahou. Vdlcovym Fezem o polomdru Y , ktery mé

povrch 2RY+#H |, prochdzif teplo A (dT/ar) . 2Xr # | Mezikruhovym prsten-

cem 0 polomZrech Y resp. T + dv se tedy vdlcovymi &éstmi povrchu
pPivede teplo



al ;
dQ ='—§F[k(—a-;)-ucrhldr- (H#)

V ustéleném stavu se toto teplo rovnéd teplu odvedenému rovaymi Zelnfmi po-
vrchy, které mé velikost 2. 2 XYAr. % .(T-To) . pdtud (po kréceni Zinite-
lem 2Tcty g pro % = konst) : '

hﬁ%lf(%&ﬂ = 2ar (T -Te). : (15)

To je v3ek rovnice (9). -

Prfklad 21, Odvodte Gaussovu vatu pro rovinn:fpfipa;d

§

Ldg - SS i F. S ‘.

s

<}

Re¥eni: Oblast S podle obr. 43 rozddlime na elémentérni obdélniky
dxdy ° Pek

SSOLW'\?G(S - SS(% + M)dxdy}

g s 0y (1)
A

y v .

h
> ) f— A

2 :

RER I,
| f *J)r

t | X

X dx "

Obr. 43
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Vezmime na pravé strand této rovnice prvni &len a aplikujme na n&j vétu
Greenovu (viz pfiklad 18): ’

v, '
SS A dxdy = ‘S‘ Vi olX . (2)
< ©
Podobné
vy — ,
_1 = - .\ (3)
SSS Ty Axdly r‘g) Uy olx .
Celkem dostaneme
S& dirr & dixcly = § (voly - vy atx) « . (4)
(Y r

Jednotkovéd norméla M. mé smirové kosiny podle

obr. 44 o{gL dx resp. (-ax)/ds , tekie skaldrni
soudin ¥ m a4

. oy dx
Fom o= vimg s Wy T VyTas (5)

' Dosadfme~1i z rovnice (5) do rovnice (4),dostaneme

Obr. 44

Sgdw«‘r’dxdg - PRt (6)
S n

To Je vsk vsta, kterou jeme m¥li odvodit.

P¥fklad 22. Uka¥te, jak souvisi kou;pleméntérni deformaéni energie

N - fegash

8 Gibbsovym termodynamickyﬁ' potencidlem

U} -éfpv+€—TZ.

ReSenf: V termomechanice byl termodynamicky potenciél 0}' zaveden proto,

%o se nemdn{ pii zm3ndch skupenstvi, Tehdy je toti¥ % = komst, T = konst,
takZe

Al = T rdp v g pov + dg ~TdT~Ta T =

A
=’Q-Pd‘\)'+d€“"rdz' (1)
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Tato zm&na je podle pi'vniho termodynamického zdkona nulové. V mechanice pev-
né féze odpovidd pravé strana rovnice (1) viyrazu

-—é—G"‘idgq +dt -Tdy =0, (2)
co¥ je rovnice (4.13). Vyraz PAVv  nahrazujeme vyrazem ‘5130169' , nebof
- jde-1li o hydrostaticky tlsk - je
G{j = ~‘p§€', dg{j =+ %de{z'J
G'{Jd.f,,{a' *'% pavd 51',3' ”35 10d.’\)f 513 =

= -5\.-5 pdv. 3 =-polv.

(3)
Obdobna napiéeme'g':j €¢y misto p¥ a dostaneme
Ly#f-é— Glgy+ &-TL. (4)
Diferenciact | o
d(a,-%(wdgqufddgq),nd%—Za're-‘ratz. (5)
za At dosadfme podle (4.13). Bude '
A== & €g s~ Tar. | (6)
' Je-11 48§ izotermicky, jde AT = 0, takle
Y %(g"’a)hmp €ij - | )
Pro komplementérni (doplﬁkovou)'de‘foﬁ’ﬁaéni energii N* 'plafi, e

Porovnénim obou poslednich rovnic vidime, %e Gibbsdv termodynamicky poten-
cidl mé vyznam potencidlnf komplementérni deformadnf energie, jde~1i o izo-
termickou zm¥nu:

A*g.p@(;} ( T =konst). ‘ | (9)
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Protofe tato energie je fumkcf sloZek tenzoru napjatosti, mohli bychom_ Ji
vhodnd ji nazjvat komplementérn{ energie napjatosti.

Je-11 zména adiabatickd, bude mérné entropie > konstantnf, takze
podle (6) -

WE-TE) o
gq ¢ T ReT (  2 = kogst) . - (10)
V tom pi‘ipadﬁ |
-~ A&,‘.@.(U}#TZ) ( 2 = konst). (11)

Vzteh (8) plati:lpro nelineédrnd elasticky materidl.

Priklad 23. Uée&té. Jak souvisi prvni a druhé Castiglianova véta s prvnim
termodynamickym zékonem.

ReSeni: Pro adiabatickou zmfmu ( AQ = 0) a pro staticky pripad (A ¥ =
dé rovnice (4.6) pro malé deformace :

dA = dU. (1)

7zde A  zna¥t préci wvnidjsich sil, U '\vr;ni‘ti‘ni energii. Elementdrni préci
vnd Jéfch si1 AA m%eme vypod{tat jako prdci zobecndngch sil P' na
zobecndnych elementérnfch posuvech AWy , tj. jako souZet

m
A = &_2;._",?‘-'0(@;. (2)

Dosadfme-1i (2) do (1), dostaneme
™o | . W
L Pdu; = dU s111 Poe Nur ( § =konst). (3)

L=

To je prvnf Castiglianova vidta.
Zavedeme~1i komplementdrnf energii
.
i o~ : : ;
DR W ®

vyjde diferenciact

% - -
dU* = ¥ (e dP s Pldus) - dU
£=4 o (5)
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2a dl dosadime podle (3). Po dpravs
(4% . ALTR
, Y
du* - z{- Uy AP* g1 U T YKl ( ¥ = xonst). (6)
£z

To je druhd Castiglianova vita, Ob& tedy plynou z prvniho termodynamického
zékona,

Nenf-1li zm&na adisbatickd, ale izotermick4d, bude dQ = Td¥Y - o,
tak¥e podle (4.6) ‘

o |
TdyY + L Pldug =du- (7
1

Zavedeme volnou snergii F=U-TY o pro T = konst dostaneme

w
AF = dU -Td¥ = 21 Pldw - (8)
0dtud
ot OF ( T =konst). (9)
. 'bu{

Mmoo
znagi-11 F*= ¥_P'u;-F komplementérni volnou energii, dostaneme
i=4

AF ¥ = 24 (i dP' v Pldug) - AF
{=

(10)
a s pouZitim (8)
i )
A
AF* = Z;Um‘dp 4 (11)
nt
To Je v8ak rovnice, ze které pi¥imo vyjde
OF*
Ue = 753 ( T = konst). (12)

Rovnice (9) resp. (12) je prvni resp. druhé Castiglianova v&ta pro izoter-
mickou zm&nu.

Pozndmka: F  zna&f v tomto prfkladu celkovou volnou energii, tedy nikoli
s{lu, pro kterou Jjsme uZili symbolu P . Marnou volnou energii jsme oznalo-
vali ¥ ’
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P¥iklad 24. Svislé prizmatickd ty& je na hornim konci vetknuta. Z p¥iroze-
ného stavu se deformuje Jjednak u¥inkem vlastni tihy, jednak vlivem ohievu.
Rozdfl teplot T-To = konst. Stanovte mdrnou potencidlnf deforma¥ni ener-
gii N(€) a marnou komplementédrn{ energii napjatosti 1\*(9) .

ReSenf: Je-1i % vzddlenost prifezu od spodnfho konce tyde, Jje nap&ti
v tysi '

6 = Qg | (1)

kde @ je hustota, q' gravitaéni zrychleni. Pom&rné prodlouZenf v témZe
mistd Je

¢
e,ﬁ_&J,u(T o). @

Z rovnic (1) a (2) vypodteme

@ =Fe -~ Ex (T-To), (3)
) .
E’.-.—ET--Q—OKLT'TO). (4)

Tyto zédvislosti platf v rozsahu z¥ejmém
z obr. 45. Je proto

¢ /\*
£
/ 1
7 A-—S - 3Ele-w(T- To)] ()
. ; %(T-To)
_A
i ‘ » 2 .
| A* = SEdG‘=T§-+u(T—To)Gﬂ &)
. 0 o
o« T-To) ¢ |
Z
Obr. 45 odvozeni je ziejmé, Z%e vztahy (3) aZ (6)

plat{ pro jakoukoli "rozumnou" zévislost
GV=G7(E), tedy nejen pro ty% zati¥enou vlast-
n{ tfhou, ale i jinak. Abychom to poznali,
sta¥f za QgX dosadit obecns ¥ (x) .

P¥iklad 25. Dokaite platnost Colonettiho principu, podle kterého Je vysled-

nd préce vlastnich pnut{ v pruiném t&lese p¥i deformacich Zpﬁsobenych vné j-
&1mi povrchovymi silami nuiov4.
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Redenf: Méme dokdzat, Ze

gég G4 i(;a‘d\/ =O, (1)

kdyZ tenzor G predstavuje vlastni pnuti (existuje v t&lese bez vng jsfho
zatizenf) a 8(,3‘ “tenzor deformaci zptisobenych vndjdim povrchovym zatiZenim.

Abychom v&tu (1) dokézali, vyjdeme z Eulerovy rovnica (2.34) psané pro
staticky prfpad bez objemovych sil ( V' =0, X' = 0):

PG 4

Dx?

= 0. (2)

Tuto rovnici znédsobime posuvy A, a zintegrujeme:

SSS Lk MydV = 0. (3)

Mx ¥
v

Plat{ identita (pravidlo o derivaci soudinu)

0 _ oG & =3 Vg
g (G7wd) = 54 v 6 33 (4)
S pouZitim (4) dé rovnice (3)
cer 0 =i Tt
—_ &Y. - =t Vv o=
3“ el wy) AV SSS 6% 537 av = 0. (5)
v v
Na prvnl &len miZeme aplikovat Gaussovu v&tu o divergenci. Dostaneme
[f o gi 2% Ly
”G Mon ASj = NG ™ V-0 (6)
S

Na povrchu S Jsou v3ak vlastni pnut{ nulovd, takZe prvni &len v rovnici
(6) odpadne. V druhém je QU /DxI & Dua‘/a'xl = ng, takie

\[§&% e av -0

/ (M

To jsme m¥$li dokédzat (pripomenme, Ze G¥’-G4 ).

Ponechdvéme &tendfi, aby usoudil, jak se tento prinéip zm3ni, pisobi-1li
na t&leso zéroven vndj3{ objemové sily.
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P#fklad 26. Vypo¥tdte kritické otevieni trhliny 5;M$ a mérnou energii
<}mwe u materidlu, jehoZ kriticky soudinitel intenzity napéti pfi rovin-
né napjatosti je Krewt = 7O MN Y2, mez kluzu G = 490 MN w2, modul
pruznosti v tahu E = 2,10" N w2,

ReSeni: Podle (14.22)

2 412 -
q, =L -10" - 500N mt = 24,5 kI n2
o 2 . 10
Z rovnice (14.20)
Sws gé'“t = 244;20 = 5.10‘5171 = 0,05 mm.
e

VsimnSme si, Ze otevFeni trhliny Owut mé rozmdr délky. Nenf to tedy %4dné
relativni prodloufenf, ale relativni posuv. '

18. ZAVER

Bylo nasi snahou neopskovat poznatky, které lze ziskat studiem dostup-
né literatury, ale spifie vytvorit pFedpoklady pro JjeJji uUspsiné studium a
pro prektické aplikace pri Fedeni specidlnich problémi. V této publikaci
jsme probrali predeviim ty Jevy, které jsou spjaty s termodynamilkou pevnych
a poddajnfch t8les. Ukdzali jsme, %e i v mechanice pevné féze je mutné vy-
chdzet z termodynamickych zdkond, chceme-1li byt dlsledni a chceme-li porozu-
m&t hlubdim souvislostem mezi fyzikdlnimi Jjevy v mechanice. Vjybdr 1latky byl
uskutedndn tek, aby doplnoval poznatky, jeZ si do praxe odndd3ejf absolventi
odbornych skol. Byl oviem urdovén i omezenym rozsshem této publikace.

Autor doufd, %e alespon z&ésti uspokojil ¥tendfe teoreticky zamdtens,
kte#{ nejsou spokojeni, dokud neproniknou logickou stavbow svého oboru . g
nepoznajf v3echny souvislosti, jei pfi povrchnim studiu umikaji nebo se zda-
J{ neddlezité. Snad se mu poda¥ilo uspokojit do ur&ité miry i ty, kterf se
zajimaji o kaidy v&dni obor jen potud, pokud bezprostrednd souvisi s jejich
soulasnou praktickou &innosti. Bude vd&&en kaZdému ¥tens¥i ze piipadné pi#i-
pominky & pozndmky k obsahu i k form& vykladu.
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