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Publikace obsahuje teoretická 1 prakt1ck4 poznatky o ěífení napětov!ch

vln v prulných 8 prulno-plastlckých tllesech. S pou~1tím rdzných zjednodu~e

ných teorií jsou pak probírá~ pfíklady rázově namáhantch těles ve etrojí
rensk4 praxi, zejm4na v technologii 8 ve stsvb6 pracovních a dopravních
strojd. Je určena technologdm a konstrukt4rdm ve strojírenství.
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P!'edmluva

Kdy~ se DOm techniky v Praze rozhodl uspof-ádát tento 8em~,Dář, byl k tomu
veden známou skutečností, !e ee na technických ěkolách věnuje účinkOm rázO
jen velmi malá pozornost. Zapomíná se, ~e se rázov~ d~je velmi často vyu~íva

jí v technologii (sekání, ra!ení, kování, tváfení výbuchem nebo pomocí pulsu
jícího elektromagnetick4ho pole, zpevňování prokováním povrchových vrstev ma
teriálu zastudena. aj.) a že se 'ráz vyskytuje 1 tam, kde si ho nepřejeme

(srá~ka vozidel, účinky explozí, zemět~esení). Taká mnoho pracovních a do
pravních strojO je za provozu rázov~ namáháno. Tyto rázy se n~kdy přenáěejí

i na ocelová konstrukce, budovy, mosty apod. Taká pf'1 zkoušce vrubová hou~ev

natosti materiálu se vyulívají dč1nky rázu.

Exaktní teorie rázu pevných tiles je velmi obtí!ná a lze ji aplikovat
jen ns n~které prakticky významná p~ípad~. K mnoha jiným aplikacím se nehodí,
neboť vede k nezvládnuteln~ a nepřehledným výpočtOm. Proto je třeba vyzdv1h-.
nout ddle!1'tost-,p~1bli!ných f-eAení, jejich význam je zde v~těí ne! v kterám
koli jiném odv~tví mechaniky. Krit4r1em použitelnosti př1bl1!ných řešení zd
stává experiment. Av~ak 1 tam, kde shoda není, zcelauspokoj1vá, mají přibliž

nd výpočty metodologickou cenu; učí nás rozeznávat hlavní vlivy a tendence,
kter4 rozhodují o fyzikálním ději, a obohacují naši zkušenost. Protože .nevy-
ledují' zvláětní matematic~é znalosti, jsou p~ístupné a pochopitelné 1 kon
etrUkt4rOm a technologdm bez speciální prOp~avy. Věnovali jsme jim proto
v tomto semináf'1 hlavní pozornost.

Prof. Ing. Cyril Hoschl
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1. 'ÓVOD--....

Člov~k začal mnohem dříve stavět své příbytky, kostely, hospod~ská sta
vení, silnice a mosty, ne~ začal vyrábět stroje. První konstrukce byly tedy
zatě!ovány výhradně nebo převážn~ staticky. Pokrok v přírodních vědách umož
nil dimenzovat tyto konstrukce s pou~itímvýsledkO statických zkou§ek mate
riálu. Dovolená namáhání se odvozovala z meze jeho pevnosti. Ve strojnictví

, je v!ak velmi mnoho částí namáháno periodickými silami a limitujícím činite

lem je pak únava materiálu. ~ato okolnost se zprvu brala v úvahu volbou v~t

Aích hodnot součin1teld bezpečnosti; později se poda~1lo podrobn~ji prozkou
mat zákonitosti vzniku a §í~ení únavového lomu, tak!a je možno odvozovat vý
počet bezpečnosti, popř. !1votnosti součásti od základni meze únavy materiá
lu. K tomu je nutno znát pl'dběh napjatosti v kritických místech součásti v zá
vislosti na čase.

~asová závislost napjatosti se tak stává východiskem každého kvalifiko
vanáho pevnostního výpočtu strojních částí. Ziskáváme ji bud měřením - to
však není mo~né, jestliže se stroj teprve navrhuje - nebo teoreticky z před

pokládaných pr~běhO pdsobících sil s přihlédnutím ke změnám, které vznikají
za pohybu stroje. Kinematika tohoto pohybu se nejčastěji řeší za ideálních
pfedpokladd o vzájemných vazbách členO mechanismu.

, Při řeěe.ní napjatost~ strojních částí se předpolcládá většinou statické
namáhání. Někdy se p~ihlíží i k ustálenému periodickému kmitání, přechodové

jevy se věak v praxi analyzují zřídka. Příčinou je větší pracnost výpočtu a
zejména neznalost skutečných počátečních, pop~. okrajových podmínek, jež se
mohou z rdzných p~íč1n zásadně měnit. Tak se stává, že konstruktéři mají vel
mi dobrou p~edstavu o statickém i ustáleném dynamickém p~sobeni stálých nebo
periodických sil, nemají však zkušenost s výpočtem pře~chodových stavO kon
strukce.

K p~echodovým stavdm mdžeme počítat i rázy, které vznikají v konstrukci
někdy jako ne~ádoucí jev~ (nap~. vdlemi v mechanismu nebo pfi havárii), ně

kdy jako nezbytný prOvodni jev pracovního procesu. Pro ráz je charakteris
tická náhlá změna rychlosti některého prO~azu nebo náhlá změna velikosti pd
Bobící síly provázená vznikem napěťových ,vln, které se ěí~í tělesem a svými
odrazy a pro.niky zpl1sobují velmi komplikovaná stavy napjato'sti tělesa.

V tomto semináfi se pokusíme vysvětlit a na příkladech ozřejmit zvláět

nosti, kterými se rázové namáhání těles liěí od statického namáháni'nebo od
př!padd ustálenáho kmitáni. Pou~ijeme k tomu co nejjednodušěí matematické
prostředky, n~kdy 1 za cenu značných zjednoduěení. Nevytkli jsme si totiž
tentokrát za cil zdokonalit se v matematice, ale vytvořit názorná představy

. o účincích rázu, je~ 'mohou obohatit zkušenost každáho - 1 méně matematicky
er·udovaného - konstrukt4ra a technologa.
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Rel Aum1 tak,
kdy! vítr b~!í klasem.

Petr Bezruč

2 • P.§1XLADY šttmN1: NmfovtcH VLN

2.1. Ši~en1 pod~lná napě{ovd vlny v pruin4 pr1zmat1ck4 tyči

dx

Obr. 2.1

x

Budeme se zabývat ~íř~ním podélntf napětovévlny ve ět:!hlé pruln4 tyči.

Předpokládejme, !e její příčná rozmAry jsou 'velmi malé ve srovnání 8 d41kou.
Pf-i stlačování tyče vznikají i příčné posuvy, které v nai! první l1vaze za
nedbáme. ~ejlch vliv zahrneme do výpočtu teprv8.-později v odstavci 6.1.

Z'anedbáIne-li p~:lčn4 posuvy, dostaneD,\e stej
né výsledky, jaká bychom získali za .pfedpo
kladu, ~e materiál tyče má nulové Poissonovo
číslo. Prdřez vzdálený o " od počátku se
pak posune - aniž se deformuje - o vzdále-
·nost ~ =u(x,t)' (obr. 2.1). Nestano-

;

víme-li jinak, budeme tahová nap§tí považo-
vat. za kladné, tlakové za záporná. To odpo
vídá b~lným zvyklostem v teorii pružnosti, .
avěak ve speciální literatuře v~nované rá

zovému namáhání to Wá obrácen~~ Na element tyče vyznačený baf'ováním plÍSo..
bí v$sledná síla A~ d,x a uděluje elementu o hm'otnosti ~A d:x zrychle
ní (J':u.IUí'l.. Prd~ez tyče označíme A ,jeJí měrnou hmotnost ~ • Bude tedy

0<1
A]X d.x. = eAcl~
~

síla hmotnost

'U:u
~ti.
~

zrychlení

(·2.1)

Odtud

Prod1ouJení elementu o pOvodní dálce cix je (Q-U/()X,) d.x t t8k~e poměrn4

prod1ou~ení je ()"'/~x. Z Hookeova zákone.

,..., '=' E ou.
~ ,-x:-

dostaneme - dosazením do (2.2) - výslednou parciální

v ní!

(2.5)
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Indexem ftn" vyjadfujeme skutečnost, že pode:Slná vlna vzbuzuje v tyči normálo
vé (normálné) nap~tí. Někdy budeme tento index pro stručnost vynechávat.

Rovnice (2.4) je hyperbolického typu a bývá označována jako vlnová rov
nice. Dos9zením se lze'p~esv~děit, že její obecné ~eěení má tvar----

oU ': f (x - Cn t ) + F (x + CM t ) J (2.6)

kde f F jsou libovolné, obecně nezávislé funkce, která v čase t =O
popisuji tvar vlny f (x) , popř-. F(x). Platí totiž, !e

Je z~ejmé, že funkce (2 .. 6) vyhovuje rovnici (2.4), mají-li f , F alespoň

dvě spojité derivace. Lze dokázat, .!e tento požadavek nemusí platit. Pak ty
to funkce p~edstavují zobecněná ~eěeni, je~ mO~e být rOzná podle účelu, kte
rého chceme dosáhnout. V matematické literatuře se dokazuje existence a
jednoznačnost zobecn~ných ~eěení pro ěirokou t~ídu problémO.

Předpokládejme nyní, že jedna z funkcí (např. F ) je nulová. Máme tedy

- 9 -

IC tomu je tfeba pf'ipoj1t několik poznámek. Především si vě1mnéme, .!e
částice, jež byly pdvodně ve stejn~ vzdálenostl X J' tj. v rovině téhol prt1
i"ezu, vykonají stejný posuv u= -Ú ()(,f;) a budou ve stejném okam!llcu vždy ve

. společná rovině. Jde o rovinnou vlnu. Posuv.u, se děje ve směru X ,kte
rým postupuje 1 vlna, totil podél tyče. Jde o pod~lnou vlnu. Konečně je
nutno zddraznit, le pohyb vlny je pohybem geometrickáho, tedy abstraktního

Obr. 2.2

o

u

Argument funkce f , totiž hodnota x-c,...,t , se nezmění, zvětěí-li se čas t-
o pfíro.stek Ái ti vzdálenost X o přírl1stek AX.· ei\1, fj. 1; Pak ověem

bude mít i posuv ~ stejnou hodnotu. Znázorníme-li graficky ~rozdělení po
8UVO podál tyče, pak v čase

-I; t A -ti dostaneme stejný obraz
jako v čase -t , ale posunutý
o ~v.."'Chlli (viz obr. 2.2).

Veličina CM '=' AY../~t tedy značí

rychlost, s jakou se vlna ~=

-= f C)(, O) !íří ve 8m~ru rostou
cího X. v čase t > O • Snad
~o usoudíme, ~e vlna (J,-= F(x,O)
se pohybuje stejnou rychlostí
proti rostoucímu X , tedy
opačným sm~rem. .



(2.8)

tak~e z rovnice (2.5)

útvaru. ~ychlost pohybu vlny (2.5) nemá nic společnáho s rychlostí hmotných

~ást1c tyče.

Abychom si toto tvrzení objasnili, prozk~umáme podrobněji pohyb částic

tyče, který je popsán rovnicí (2.7). Rychlost tohoto pohybu bude

~~ f' VU
11' "a 1ft ':::- c~ = - C'\1.I ~x ·

'0« ' ~

Nap~tí v tyči bude podle (2.3) ~'=' E ~)<: ;:: - E e;,
a (2.8) dostaneme

G'::t-
E1Yc~

c~ .. '=' -

Prodaný případ ší~ení napětové vlny platí pravidlo:

nap~tí v tyči = mechanická impedance X rychlost částice,

p~ičemž mechanickou impedancí, rozumíme součin

z ... ~. C'W '" .~ · (2.10)

Pravidlo platí až na znaménko u napětí ~ ,k jehož určen! postačí názor.
To ukážeme na p~íkladech. Rychlost částic,e m~říme v souřadnám systému spja
tám s tou částí tyče,. kt'erou vlna ještě nezasáhla.

Šíří-li se ocelí s modulem pružnosti E = 210 000 nm m-2 a hustotou
,~ = 7800 kg m-3 napětová vlna G' = 100 MN m- 2, bude

2,1.1011 ~ 5200 m s-l,
7800

100.106

7800. 5200
-12,5 m s •

Rychlost napětová vlny je v tomto případě vice ne~ 2000krát v~tší než rych
lost hmotných částic. To snadno pochopíme, uv~domime-li si, že rychlost k1a
ad ve vlnícím se obilí je rovně~ zcela rozdílná od rychlosti vlny, kterou
klasy geometricky vytvářejí. '

Z rovnice (2.3) a (2.4) je také zřejmé, ~e každá ne~ovnoměrně rozd~1en4

napětí v tyči (I()ú/'i))( ;, kon.sc) je provázeno ěířením napětových vln. Z rovnice
(2.6) vyplty'li, ~e vlny f(x- c""ob) J pop~. F(x-+cMft) se ěíří ty'čí, aniž se
m~ní jejich tvar nebo rychlost. Jsou to nedisperzní vlAI (tj. "nerozptylují
se").

- 10 -



2.2. ši~ení torzní nap~tov~ vlny h~ídelem stáláho prd~ez~

V hl-ídeli podle obr. 2'.3 se prOřez

vzdálený o X od počátku otočí kolem osy
o úhel <pt::<pC)(,+:) • Toto otočení je na
obr. 2.3 vyznačeno vektorem kolmým k pr~-

řezu. Na element h~ídele délky c/..x se
pf'ená~i zprava moment M +(~H/~X.)dx-, zleva
moment M , takž~výsledný moměnt je

ť~H/()x.)rb<.. Elementu hřídele s momentem se
trvačnosti ~:Ip á,x uděluje výs.~6dný silo
vý moment úhlová zrychlení 'iJ~cp I~{;'-, talcle
- obdobn~ rovnici (2.1) - mdžeme ~yní

psát, !e

(2.11)

Cf Cf +~d><

M M +~ot)C

. X dx

'()2.~

W·
'---v---'

úhlová zrychlení

Obr. 2.3

~ jl" dx .
. "I ,>

moment setrvačnosti

'bM ck.
~

.silový moment

~ookeův zákon dává pro Zkrut h~ídele vztah

(2.12)~" M
~ .. eJ~ I

kde G je modul pru!nosti ve smyku a J~ je polární moment setrvačnosti

plochy prd~ezu. Vyloučením M z posledních dvou rovnic dostaneme

(2.13 )

kde

Existuje zf'ejmá obdoba rovnic (2.13) .8 (2.4). Funkce

lf -h()(-c.. i)t H(x+ C~i) (2.15)

bude feJením rovnice .(2.13), v nimi .~ , )1 jsou libovolné nezávislé f~nkce

popisující tvar p~íaM vlny, Ci. značí ryehlostěif'ení pf'ičn4 vlny. Index
"t"pfipomíná, 18 pf'íčná vlna budí v hfídel1 tečn4 (smykov4) napětí;. Hmotné
ěástice S8 nyní pohybují obvodov§, kolmo ke amaru Aí:femtorzní vlny; proto
hovof'1me o pfíčn4 vln~. Pro pomirrychlostí, ~ jako~ se iífípod4lná a pf'íčná

vlna, dostáváme vztah .
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v nim! ~ značí Poissonovo číslo. To se m~ní u 1zotrop1ck4ho materiálu
v mezích od nuly do 0,5, takle (2"" ~';. ~ V3. Op~t b\ldeme pf-edpokládat,
!e jedna z obou funkcí na prav4 straně rovnice (2.15) bude identicky nulová.
Bude-li napf'. HB O , tj. postupuje-li vlna jen směrem osy +X ,platí, le

To je z~ejm~ z rovnice (2.15) pro H=-O • Pak

( 2.16)

je-li W úhlová rychlost, s jakou se otáčí prdf-ez ve vzdálenosti x.
počátku hf':!dele. Má-li h~ídel poloměrY ,vzniká v něm u povrchu smykov4
nepětí

(2.17)

Tato rovnice je obdobná rovnici (2.9).

Poznámka

Kdyby se torzní puls ě:íři1 tyčí nekruhového prňfezu, bylo. by nutno dosa
dit do rovnice (2.12) moment tuhost.1 v krutu ~k místo polárního momentu
setrvačnosti J tJ • Pro čtvercový pro.f-ez by nep!'. vyělo

( 2.18)

2.~ Ší~ní ohybových vln v nosník~

... -

První z nich je po~vbová rovnice, druhá·je odvozena z teorie
nosn.:llcd.

I:\T Na element nosníku délky d.x (obr. 2.4) pdsobí výsledná
-Q 'O'"w1X d.x. a uděluje mu zrychlení ~ • Má-li nosník prllřez A a "".~!!I".~!Io... 1t.

a .18-11 jeho ohybová tuhost EJ ,budou platit tyto dv~ rovnice:

~tw uT
A fi? d.x. ~ ':' 1>x- d.x I

- 121
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dx T I~ dx

M ( ~_ _) M +~~ Q><

-aT
,r Ti-che dx

Obr. 2.4

Zanedbáme-li rotační setrvačnost elementu, dostaneme z rovnováhy momentd
pOsobících na element nosníku vztah

uH
To:: W' (2.21)

znám! v teť?rii pru!nost1 jako Schwedlerova v~ta. Je tedyT=-E.j(()3w!1lxt) a
z rovnic e (2. 19 )

=.. . (2.22)

(2.23)

Tuto rovnici mdleme upravit. Zavedeme rychlosť podálných vln C~ podle
(2.5) a dále polomir" eetzrvsčnostl prOf-e'zu ~. ~" j / A • Dostaneme tak

~~W ~~W
'a t'&o ". - ť.7.c~ ~.

~8 rozdíl od vlnov4 rovnice (2.4), pop~•.(2.13) jde nyní o rovĎici parabolic
JetSho tyPu. Zkusíme-li zde dosadit feA"eníW:: f ()t- ct) nebo F(x-t- et) , zjistí
me,le nevyhovuje. To znamená, 18 vlna W D f(x,o) ani w= F()C, O") S8 nemdle
nosníl:Cem Aťi'it,anil se obec~ změní její tvar. Pro nosník je typická disper
ze vln, o níl budeme hovoi'it pozd~Ji (odst. 6.2).

21

ct

Obr. 2.5

r----
I
I
L....:.-_ - ...~~.......~......-_....

vt

- "13 -

2.4. Energie v tlekov4 rázov4 vlně

G'=-~"C.v.

Vrátíme se jeat~ k pi'ípadu prizmat1ck4
tyče z odst. 2.1. Pi'edstavime si, le tyě je
v klidu al do ok~liku t- '= O , kdy se začne

levý konec náhle pohybovat vpravo stálou
,rychlostí 1)' • Za čas t urazí konec tyče"'

dráhu vt • čelo vznikající tl.kov' vln;y
, 8e vzdálí ,o ct (ob~. 2.5). V části <Y nos

níku je rychlost jeho aútic 1)' a napití
J) od1e (2.9 )



Záporné znaménko značí, ~e .1de o tlaková nap~tí. Oást (ID je dosud v klidu
a bez nap~tí. Pf'edpokládáme, !e délka tyče je větší ne! ci; • Hybnost první
části je ~ Act \)" t hybnost 'druhé části je nulová. Celková hybnost se za
dobu ~t změn! o ~ A c ~ A t . Této změně p:l-íslu§! impuls sí.ly na čele ty
če (v místě X= O ) - c: A At. Z rovnosti obou výrazd dostaneme

(2.24 )

co! je vztah totožný s rovnicí (2.9). Stlačení první části, která je v pohy

bu, je 'V' t,' tak!e z Hoolteova zákona vyjde napětí

(2.25)

Srovnáním obou výrazd pro napětí

1)J

- ~e'\r '= - E G (2.26)

dostaneme znovu rovnici (2.5), totU Co ""~ •

Jak je to s energií? Práce, kterou musíme vykonat, abychom uvedli konec
tyče do pohybu rychlostí 1J' po dobu t . je dána součinem síly - fO' A a

dráhy "\Y t ; máme tedy

(2.27)

Kinetická energie tyče s hmotno'stí ~ Ac t je

(2.28)

(2.29)

P!'i úprav~ tohoto výrazu jsme. použili (2.5). Energie napjatosti v tyči je

1 4 "\J" )( 1r t )( ) ..~ 1)'1-
W~ '= 2:'"~e V -= 2:"(-E C -ct Ac~ c r EAe: i ·

. Je zf'ejmé, že VVi::: 2.W?.:: 2. W3 • Práce vykonaná vnější silou W. se zm~ní

z poloviny na kinetickou energii W'J... , z poloviny na potenciální energii
napjatosti W3 první části tyče, zasažená tlakovou vlnou.

Podobná závěry bychom mohli odvodit 1 pro torzní vInut vyvolanou náhlým
zatílením čelá hřídele konstantní silovou dvojicí, jel uvede čelo hřídele do
rovnoměrn~ho.rotačního ro~vbu.

2.5. Vliv př'1čná kontrakce na ěíf'e~délných vln

Jednoduchý Hookedv zákon (2.3) platí jen tehdy, je-li Poissonovo čí~lo

nulové nebo jde-li jen o jednoosou napjatost. Musí plat1t b\1a lVe O ,nebo

- 14 -



(;~ =~E 1: o
osy souřadnic

(0)( :: (4 ll: E €x • Jde-li o pf-ípad nulová deformace ve sm~ru

Z , tj. platí-li, 18

( 2.30)

bude El " ~ (CO2 -fo G'l( - ft l;y) .. O • tak!e G'~ .. P. <o" • Pak ovAem - pro G"l( c: G' 

~«, ... e • .i- (G'~ _ JL~!) = 1 -,M'l. ~ .
'O ~ )( E (-- E

Pro takový p~ípad pod4lná vlny dostaneme vzorec pro její rychlost

Ší~í-li se podálná vlna neomezeným t~írozm~rným pro8t~edím, bude

Ey = O 1 fl. ~ O

a rychlost'pod41n4 vlny vyjde obdobn~

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Pro Poissonovo číslo f' = 0,3 je vzájemný pomlr tlchto rychlostí

CMf ~ c,:" ~ C~ = 1: 1,05 : 1,16. (2.34)

Ai dosud jsme respektovali vliv omezení p~íčná kontrakce na podálnou tu
host tyče. Zanedbali jsme podíl časových derivací p~íčných p08uvd na celkové
rychlosti Šl zrychlení hmotných elemento. tyče. Kdybychom uvážili 1 tyto setr
vačnES účinky pf-íčných pohybo., dos'tali bychom mnohem slo~it~jěí výsledky;
pohyb vln by jil nebyl bezd1sperzní. K tomu se vrátíme v odst. 6.1.

Jiným zjednoduěen!m je, le jsme zanedbávali vliv posuvo. na objem, a tedy
i na hustotu materiálu. Pf'edpokláda11 jsme, že posuvy jsou zanedbatelně malé
ve srovnání 8 rozm~ry tflesa, p~esniji, le posuv '\Y t na obr. 2 Je zanedba
telný ve srovnání s dESlkou ct . O splnění tohoto p~edpokladu jsme se p~e

8vldčili numerickým výpočtem pro ocelovou tyč v záv~ru odst. 2.1.

Nezabývali jsme se zkoumáním molnost1 vYbočení tyče ohybem (poruAením
její elastick4 stability). TYč jsme pova~ova11 za dokonale prulnou. ZkUAenosti
88 zatloukáním hf-ebíkd nás vlak poučují, !e tyto pf'edpoklady vidy neplatí.
Slo!it~jií pf'ípady probereme pozdiji v odst. 5.7 a 6.3.

- 15 -



2.6. Souvislost mezi Aíf'ením podáln4 a pf'íčné vlny

Obr. 2.6

P~i torzním rázu 'se hřídelem

ě:í!'! 'příčná vlna. V hf'íde11p~1tom

vzniká smykov'nap~tí 't" • Jgk známo,
lze s:m..vk nahradit superpozic! tahu
a tlaku ve sm~rech odchýlených od
pOvodního f'e zuo .: 45 o (obr. 2.6).
Napadá nás, že bychom mohli nahradit
pfičnou vlnu dvěma podálnými vlnami,
jednou tahovou, a aruhou tlakovou,
je! by se ěí~ily pod úhlem: 45, o
ke amAru ěífení p'dvodn~' pf-íčná vlny.

Uvědomíme-li si, le pohybová
rovnice pro vlnu "1 (X1,t) je

~)a le pro pom~rn4 prodlou~ení máme podle obr. 2.6

, ~u., 1:' ( )
E. '= 'O X-t ": T 11"IA' 1

dostaneme vlnovou rovnici

Rychlost tahov4 vlny bude

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

stejDl velká vyjde 1 rychlost tlaková vlny ~L(X~J~} • Urazí-li tyto vlny
dráhu. c~ -t , urazí p~í~n' vlna dráhu Ci; t =.e.: t.~ ltS oJ odkud

.. J . 'E' ~. r&
C-Il =·U .c~ -.: l 1(1Tf')~ = ~ T · (2.39)

Poslední.vztahje totolný'8 rovnicí' (2.14). Čára A-A na obr. 2.7 oddlluje

část, kam sl pfíčná vlna :dorazila, od části dosud nezasalen' (v níl dosud ne
naetal ládný pohyb hmotn1ch částic). Je to tedy čelo pf'íčná .v1m:. Pfíěná vlna
S8 mdle tak' nazývat bezdilatační (nevzniká při ní z~na objemu) nebo smyková

K) 'Jde o Rookedv zákon pro dvouosou napjatost.

- 16 -



(vzniká pfiní ě1stý smyk). Podálná
vl~a S8 ze stejných dOvodo.n~zývá

- bu<1 d11atační, nebo tahová či tlako
vá. V tomto odstavci jsme věak vid~

li, le pod4lná vlna mdle být ve
zvláAtním pf'ťpadě rovn!1 bezdilatač

ní (ta~ov' jsou obi podálná vlny na
obr. 2. '7).

V naA1ch l1vahách jsme uplatnili
princ lp superpozice, o nAm! pohovo
fíme podrobněji v odst. 4.1.

~t t A...---...

Jen v srdci ocelová stfela
"-,

jako Vanuěa z Louvl'u
zOstana chladná
štíhlá
8 celá.

IConstant1n Bi.bl

3. .JEDNODUCHt PBíPADY RÁZU PRU~NÝCH TtLES

3.1. Báz dvou prulných tyčí t4holprdfezu

(

Nejpr.eprobereme pi'ípad dv~u tyčí ste·Jn4ho prO-fezu, ale D8steJn4 impe
dance, která S8 poh.vbují' na epolečn4 ose r4zn1mi rychlostmi 11'1 < 1J'2., (C?br. 3.1) ..
Pl\edpokl.ádáme ,Ie v ok_1ku t ... O vznikne
mezi obima tělesy 1a.'ll11 dotyk, od nih~.

S8 začnou iífltna obl 8.trany tlakov4 vll\V.
Rychlost hmot~h 6detlc bude v oblasti' za-

.•alen' tlakov~l 'Vlnami společná a bude .e
. J

rovnat '\1 ,'rychlost líf.1Ú vln bude Ci f

popf. t1.(obl vln1 JSOU pod'ln4, index
"n"vyneoh'váe) •

V aťetl 1'4zu vznikne ndhl' zmlna· ' Obl'. 3.1"
rychlosti, 8 to v první tyči v'- '1ť., ,

·vdruh4 1I't.- ",,' • Rovnice (2.9) vyjadfuje poznatek, ~e napití v tyěi se V7
poČte jako součin mechan1ck' impedance a rychlosti ěást1ce v dan4m prOfeezu
,"(mll-en' relativnl Je oblasti nezasalent! podélnou vlnou). Napití v tlakových
vln'cb bude

(3.1)

- 17 -



Bude v onou tyčích stejná, nebof tyče maji stejný prd~ez a musí pro n~ platit
zákon akce 8 reakce. Z rovnice (3.1) vypočteme společnou rychlost

~1 C., "\r-1 + ~t.Cf,V'l

~1 C1 +(J1, Cf..

Nyní jil mdleme vypočítat i napití

- .( ""1- 'V'1)
(J -=

(1/~tC1) +(1/~tC~)

Označíme-li si li =: ť1 C, , :ll. 1;1 ~1- Cl. , budeme mít z rovnice () .3)

p:fičeml

(3.2)

(3.3)

(3.4)

. ().5)

. Poslední rovnioe je stejná jako ta, která platí.v elektrotechnice pro para
lelní skládání impedancí. Proto se veličiny Z , li t 'l!. naz1vaJť "mecha
nick4 1mped'snce'·. Tento název jsme ·zavedli ul dl-íve, aniž jsme vysvitlili
ddvod.

Prozatím se nebudeme zabývat tím, co se dije, k~yl' tlekov4 vlny dorazí
na konec tyče. IC tomu se .vrát'íme později.

3.2. :Ráz pfi čelním dopadu tyče na vodní hladinu

Pfedetavae s1, že tyč dopadá kolmo na vodní hladinu rychlostí ~o

V· okam!iku t = O se dotkne. hladlny celým prO-fezem. Tím vznikne nespojit'
zmlna rychlosti. Prdf'ez se bude nadále pohybovat ul jen rychlostí 'V<. 1ro

8 vnutí tuto rychlost 1 částicím vody v bezprostfední blízkosti čela' tyče.

Nap~tí v tyči - index 1 - bude

().6)

8 ,stejnd napětí bude 1 ve vod~, pro ni~ je

(3. 7>

srovnáním

(3.8)

- 18 -



Pro napftí dostaneme

Vo
r;" - --------

( i/~{ Ci) t (11\,.. CI.)
(3.9)

Poslední vzorec se shoduje se vzorcem (3.3). V naěem vtpočtu pfedpolcládáme,
ie ve vodl vzniká rovně! pod~lná tlaková vlna. Zanedbáváme pfíčný pohyb vod
ních částic, který určitě nastane (zejm4'na u okrajO styčn4ho prOf'ezu). Proto
náě vzorec mO~e platit jen pro začátek rázováho děj~. Kdyby konec tyče nebyl
plochý, ale ěpič~tý, vzbudil by se pfevá!ně tento pf'í.čný pohyb vodních částic

ul od začátku a napětí v tlakov4 vlně by bylo mnohem meně:!, nel jaká dostane-
me z naěeho výpočtu.

Jako Příklad vypočteme na~tí,v tlakov4 vlně, vzbuzená dopadem stf'ely- ',' ' 1
s plochým koncem na vodní hladinu p~i rychlosti rázu 800 m s- • Pro ocel
máme ~1 = 1800 kg m-3 , Cf = 5150 m 8-

1 , pro vodu ť.. = 999 kg m-3 ,
C

t
=1440 m 8-1 (tyto hodnoty plat! asi p~1 14 oCl. Z rovnice (3.9) vyjde

(8 pfevodem na mega-násobky jednotek dělením 106)

=--------------- 800
1

7,8 • 5,15
.1

+ 0,999. 1,44

-2= - 111Q MN. ~ •

Toto napětí je srovnatelná s pevností kalená ocele. Tím si lze vysvětlit ni-'

čivý l.1činek vojenských st·~el s plochým ~elem "dum-dum", jej1ch~ pou!ívání je,
mezinárodní konvencí zakázáno.

Jak uv4st tyto poznatky do souladu s tím, co se učí v hydromechanice?
V~dy! jde .0 relativní pohyb vodního sloupce pod čelem tyče k ťomuto čelu,

"co!" lze srovnat s případem dynamickáho l.1čiriku, jaký má paprsek kapaliny,
dopadající stálou rychlostí "'t na tuhou desku. Dopadá-li paprsek kolmo,
pOsobí na desku silou F: ~t.l\ 112. .. kde ~t., je hust ota kapaliny, A prO.i~e z
paprsku. Vztáhneme-li sílu F na tento prO-fez, dostaneme tlak v míst~ do
padu paprsku e1t2. , coi je hodnota Ct./"trát menší než podle (3. 7). lCt~rá

teorie je tedy správná? Odpověd.je překvapující: obě jsou správná. První vy
chází z p~edpokladu, že kapalina je stlačitelná, a platí bezprostředn~ po
rázu, druhá pova~uj'e kapalinu za nestlaČitelnou,a platí pro ustále~ý proud.
Je tomu se podrobn~ji vrátíme v odst. 5.4 ..

3.3. Ráz dvou koulí. Hertzova a Newtonova teorie

V odst. 3.1 'jsme se zabývali" případem ideálního rázu dvou pružných ty
čí, u niqhž vzniká v místě dotyku náhlá změna rychlosti spojená se vznikem
podélných tlakových vlrl. Reakce mezi ob~ma t'lesy vzrostla nesp"oj1tě.

Narazí-li věak na sebe dva pfedměty se zak~iveným povrchem, zm~ní se
reakce spojit~. Dotyková plocha má nejprve zanedbatelně malá rozměry (je to

- 19 -



bod), během rázu se tato plocha spojiti m~n!t nejprve.se zvětěuje, pak opět

zmenAuje. ~tyková plocha zdstává viak relativně malá,tak!e ~apj8tost je
silně koncentrována v okolí táto pl~chy. Taká deformace se koncentruje v tom- .
to okol! a relativní vazb$ mezi talesy jepoddajDaJií než u těles, která se'
dotýlcají ve vel1c~h rovných plochách. Proto dotyk trvá 'd418, někdy: do~once

mnohem. dále ne! Je perioda kmitavého pohybu_.nejnil~'í trekvencevlastního km1-·
tání tělesa. V takov4m pft!padě mdžemejevy"související s. ěíften!mnap~tových

... . . . <.-,

vln zanedbat a brát do výpočtu pouze s,tatickou deformační charakteristiku tě-

les.'To Je po~stata Hertzova feěen! prob14mu rázu dvou koulí, které' nyní
stručně naznačíme.

Vi V&----.... ~.

před ráze·m

+--- po ..rázu
v'

1

Obr. 3.2
Obr. 3.3

Narazí-li na sebe dvA koule s hmotnostmi 1)')\,1 , -m,~ a. rychlostmi "1 t

",~ (obr. 3.2), vznikne mezi. nimi síla F (obr. 3.3). Jej!m,účinÍeemse zde
formu.je povrch koulí v okolí místa dotyku tak, ie se. vytvo~idoty~óvápiocha
o 'polomiru .OA' (body A, AI .splynou v b.odi Atf ) e. Z Hertzovy teorie o do-
tyku pru~ných tiles dO.stáváme tuto závislost mezi eblíiením stf'edtlkoul:ť X
a pdsobící 'silou F (za statlck4ho pdsobenť)

F. I.. I/IJ..= K, X ,

kde

Pohybová rovnice .jsou

d."'1
ftn. 1 tt~' 'ft .... f,

<3.10)
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Zfejmě

takle

Dossd':(me-li za -0-1 ' '\rt. z rov~c. (3,.11) do (3.12), dostaneme'

Zavedli 'jsme pomooná o'zna~eriť ("redukovanou hmotu"J;

Dosazením <3.).0)' do (3. J4)vyjde

Násobenímpoele<1ní', rovnice 1x a integrací :dostaneme

(3.14 )

(3.15)

(3.16)

Integrační konstanta Vo" má význam čtverce rychlosti '\Jó' 2" ''\11 i V~ '.. na po'čát'~

ku rázu, kdy' X. =,O • MaXimální stlačení ~mct)( nastane v okaml1ku, v ktercSm
X =O', takte'

Z rovnice (3.16) vypočteme

, ' ,

ax , ,C' ( -.L )SI'J.] 1/1,-:r- "C 11"0 1...., ~tWax t

~t ' " ' ,

Jednoduchou seps1'8cí 'pl'om~rmtch ,8 integrací v n~vES proldnn4 ~,.x/)(f'N»l

čteme čas potfebný k maximálním\! stlačen!

1
lC~ r olt(, 1i:

r 'lf v;- J (1- 4J,"'ilso

- 21 -
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Ne,jv~tAí síla vyjde s pou!1tím <3.10) a (3.17)

F"_.. v' tl k" x. Alt. tl k415 ( fo 11'0tomtIS·
"'vv.- MQ.J(. ,

(3.20)

P!'! dotyku tyčí v rovná ploAe (odst. 3.1) byla síla úměrná relativní rvch-
losti těles p!'ed rázem ~o , nyní - pfl rázu dvou koulí - je úměrná mocnln~

""o1,t..

VAimn~me si d~le!itého rozdílu me.zl oběma zpOsoby 'f'eěení. V odst. 3.1
jsme vycházeli z pohybové rovnice (2.4), platná pro pružnou tyč; nyní, jsme
poulili pohybov4 rovnice (3.11), platné pro pohyb koulí jako absolutn~ tuhých
těl~f!. Výsledky na~eho fešerií jsou stejn~, ,jako by koule byly absolutně tuhé .
a nará!ely na sebe pf\es nelineární nehmotnou prulinu,j'ejíž charakteristika
'je dána rovnic i (3.10). ;Prulná síla. je odvozena z f'ešení platného pro static
ky zatížená ~ružná tělesa, kdežto setrvačná síla se poč'ítá podle zákona dyna
miky platného pro~těle~~J~~i vt~chto zjednoduAeních je skrýto 1 omezení
rozsahu pou~itelnosti\1vedenýchvzorcO. v

Hertzovu teorii lze pou!ít i u pru~ných těles 8 obecně zak~ivenými hlad
,kým! povrchy. Pak musí být v bodě dotyku dány hlavni poloměry k~ivosti obou
těles a úhel rovin, v nichl tyto křivosti určujeme. Zobecněním teorie pro
tento případ se zde nebudeme zabývat,.

Abychom s1 zpř,s~li, představu o vl~ové a o Hertzov~ teorii rázu, vypo
~teme maxlmální sílu v dotyku dvou stejných t'yčí, které se pohybují proti
8ob~po společné ose relativní rychlostí 1f(J = 1 m s-l. Tyče jsou ocelové
(e: = 210 000 MN,m-2, p.. = 0,3, ~ = 7800 kg m-3 , Chl, =,5189 m s-1),
maj'í kruhový prOřez, o poloměru r = 1 cm = 0. Ol m a danou hmotnost (~f- =
= fW\.L = 0,05; O,li ••• ; 2 kg).. V. první alternativě jde o tyče s kulatými
konci (koncov4 plochy jsou p~lkul~V'é s polomě~em r = 0, Ol m), v druhé alter
nativě jde o tyče s rovnými plochými čely. Srovnáváme maximální s~lu fk,rv
v ·bodě dotyku a dobu fk.potl-ebnOu k maximálnímu stlačení u tyčí. s kulatjmi
konci s dobou T~ potřebnou k prOchodu tlakové vlny (jednou tyčí) u tY~í

s plochými konci. Sr.ovnání je zf-ejmé z tab. 1 a z obr. 3.4.

Hertzova teorie mtlže platit jen tehdy, je-li doba, po kterou 'ráz trvá.
mnohem delší ne! doba potřebná pro prOchod napětové vlny tělesem. Během rázu
se pak napětová vlny mnohokrát odrazí a navzájem částečně. rul!, takže·pfetrvá
j'en jakýsi "šum"', superponovaný' na kvazistatickou napjatost, odvozenou z před

pokladu.kons~antního zpoždění pohybu v!ech bodO t~lesa. Toto zpo!dění je sku
tečně ve všech bodech pft1b11žna stejn4, liš:(' se jen v nejbližěím okol! doty
kov4ho bodu, kde se koncentruje napjatost i deformace. Z obr. 3.4 je zfejm4,. (

18 rozdíly mezi oběma teoriemi jsou zásadní. V daDám p~ípadi platí aertzova
teorie jen pro tyče 8 kulatými konci o hmotnosti meDií·ne! 8si 0,1 kg.
U kulatých tyčí s vAtA! hmotností bv bylo nutno vycházet z rozboru ěífen! na
pětových vln v ~ružn~m tělese konečných rozmirO, počítat s tím! jak se viny
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odrálejí 8 navzájem interferují. To je velmi slo!itá úloha, b~lnýml prostfe4~.

ty nefeAltelná. Zde se mdle uplatnit Newtonova metoda, o kter4 jeAti budeme
hovoflt.

Tab. 1 Srovnání vtpočtu podle v1nov' a Hertzovy teorie

Hmotnost [tg] 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1 2

• ť [mm] 20 41 82 122 163 204 408 8168
o
.w [kNl 12,7 12, 7 12, 7 12,7 12,7 12, 7 12,7 12,7
~ Fi"

~ Tl" [(&8J 3,9 7,9 15,7 23,6 31,5 39,3 78,6 157

(I)

)(010.1( ~] 24 32 42 49 56 61 80 1068
..e

[kNJ 1,96 2,97 3,79 4,50 5,15 7,80 11,8'CD F" 1,29
+ol
cu

r-t

~] 35,5 46,9 61,9 72,8 81,6 89,2 118 155
~ rk.

Poznámka~ ocelov' tyěe, relativní rychlost rázu 1 mls

FmA)(
T

"*,,,

[kNl
t1fIIII'--- ~

Fp ~",.. ~

"".-' "/

,,"
"10 " 100""

'\'f- ~'",
~

/
/

5
I 50I ~~

I '"I /
I ,," ~~
I /

""O / O
O 1 m 2 (kg}

Obl'. 3.4
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Pl-edpokladem platnosti vlnové teorie je ideální dotyk t~les v rovných
plochách. Ten ve skutečnosti nenastává. Povrch t~le8 je více nebo' méně drsný~

tJ.,_'má mnoho hrbolk-d, které pOsobí jako vloženápru!ina. 'Hrbolky se částeč

ně otlačí zd vznilcumístní plastické deformace. To si vyládáurčitý ČSS, kte
rý mOje být srovnatelný s dobou prtlletu elastické vlny tllesem.Ale 1 kdyby

plast1ck~ deformace nenastávaly, 8ama drsnost povrchu stačí ke zmírn~ní rázu,
tj. ke zmenšení síly a zej~éna její časové derivace.

Ztráta části energie ~lastick:ou deformací .(pop!'. jin$mi nevratnými d~j1

v dotykov4pl~ěe) vede k t~mu, ~e relativní ~ychlos~ těles po rázu je menši'
než pf-ed rázem. Tento pf'edpoklad zavedl do výpočtu Newton, který se vš8k pi

jak nezabýval tím, co se ve··skutečnosti v dotykové ploěe a jejím okolí děje;

deformaci těles zanedbával. Poměr relativní rychlosti po rázu k relativní
rychlosti před rázem

'\i'1"t' vi
f. ';: _.---

,'\i-1 1" '\Y~
(3.21)

(obr. j.2) nazval Newton součinitel restituce. Z věty o impulsu 8 hybnosti
dostal (p~i rázu koulí podle obr. 3.2)

"t '

fl'Y\,1 ('V'1 + 'V'n -= ~ F cll '" rr.Yt.'1,. ( 'V'2. t 'IY~ L
o

(3.22)

kde ~ je celková doba, po kterou se t~lesa dotýkají. Z rovnic (3.21) a
(3.22) dostaneme rychlosti po rázu

'\1'1' '" tMl. '\J'2, ~ 1h\1 '\1'1

"Wl.1 '+ fh1f'J,.

1iY\,,. ( '\1'1 -t 'V"~)
, + 'e. ----

/h1,1 f fM1..
(3.23)

(3.24 )

Z rozdílu kinetickýoh energií pf-ed rázem a po n~m najdeme velikost rozptýlen'
energie

(3.25)

Je zřejmtS,' je hodnotě E..' = 1 p~ísluaí ll.W· = Q (dokonal~ elastick! ráz) •
Největiť úbytek energie nastává pro e = O (dokonale plastický ráz).

Newtonova teorie rázu je velmi jednoduchá. Dovedeme-li stanovit součini

tel restituce, md~eme vypoěítat, Jak bude vypadat pohyb po rázu, jsou-li·zná
my je~o pod~inky p~ed rázem. Nesnáz je viak v tom,. !e ·součinitel restituce
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(3.26)

zpravidla nedovedeme spolehliv~ odhadnout, leda v jednoduchých, exper1mentál
n§ dostatečně osv~tle~Ých případech. Výsledky výpočtu přitom na něm značn~

závisejí •.

's~uč1nitel reeti.,tuce není žádná materiálová konstanta., závisí taká na
J;ychiosti dopadu, na tvaru a na rozmě.rech t~les. To si lze vysv~tlit tím, le
pf! odloučení t~les zdstává část energie pohlcena v t~lesech ve formě energie
nap'jatosti •. 'Součinitel restituce n~závisí proto jen na rozsahu povrchových
plastických deformací, ale taká na' prdb~hu ěíření napětových vln. ~~
!1okonale elastic~ém rázu se so'učin1tel restituce. nemusí rovnat .1edná, ~o.stává-.'

li v jednom nebo v obou tělesech v okamliku J'ejich odlo.učeníenergle napjatos
ti, která není zanedbatelná ve srovnání s celkovou k1netickou"energlí těles

, . . .K
před rázem. Na to se často pf-i aplikacích zapomíná. ) TVrzeni, která jsme
uvedli za rovnicí (3.25), že toti! elastick'4mu rázu přísluší hodnota e = 1,
platí jen za pf'ed;pokladu,že platí Newtonova teorie, a ta, jak jsme uvedli,

, nep~i~líži k deformaci t~les a k energii napjatosti v nich.

, Newtonova teorie ,má proto - stejně jako Hertzova - jen omezený roz'sab
platnosti. 'V učebnicích technická mechaniky bývá probírána větš.inou jen
Newtonov~ teorie rázu. ,Tb je dOvod,. proč se ji nebudeme podrobněji 'zabývat.
Naším cílem totiž je, doplnit tyto učebnice novými poznatky, nikoli opakovat
stará poznatky.

'Závěrem tohoto,odstavce jeět~.uvedeme, jak se rázová jevy hodnotí pomoc!
teorie podobnosti,. V odborné literatuře se k tomu používá "číslo poškozeni" N ,
co'ž je bez.rozměrová hodnota, pomocí niž mOžeme posoudit, zda ráz nějakého tě

lesa na poměrně ~ozaáhlý základ (poloprostor) lze ještě považovat za jev
kvazistatický, jde-li o pružný či nepružný ráz a v jaká rychlostní kategori1e
Pro číslo poěkození platí vztah

~ ",,2. ,. J

(;LC.

kde ~ Je měrná hmotnost (hustota) rkg m-J J
". rychlost "dopadu [ms-1 ] ,

~" mez kluzu, popř. mez pružnosti [N m- 2 J .
Toto číslo se hodí k hodnocení rázového jevu hlavně tam, kde lze očekávat

vznik plastických deformací. Pro pružný ráz by se lépe hodilo číslo

(3.27)

Jak usoudimepodle rovnice (2.24). P~itom·C ::~E/~ 'znač! rychlost U~eni
p~d41ná vlny. Elastický ráz je v!ak fyzikáln~ jednoduAší pf'ípad, v kterám

K) Srov.' p~:íklad 8.
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není třeba zavádět nějaká dělení. Proto zl1stanerne u čísla N podle (3.26).
Kategorizace, její~ význam nelze přeceňovat, je dána tabulkou 2.

Tab. 2 Čísla poěkození při rázu těles

Kategorie rázu· N

Kvazistatický ráz pružný 10-5

Začátek plastických deformací 10-3

Malá rychlost střely 10-1

Velká plastická deformace
lOlobvyklá rychlost st~ely

Hyperrychlostní,ráz 103

U~čité rozpaky md~e zpňsob1t odhad hodnoty ~K • Měla by odpovídat
p~edpokládané teplot~ a oeformační rychlosti, která však předem zpravidla
n(Jznáme. Teplota s'e mo.~e mimoto změnit podstatně i během rázu, a tak zpětn~

I, ovlivnit jak mez 'kluzu (mez pružnosti), tak deformační rychlost. Dělení

v tab. 2 je však tak hrubé, že stačí pouhý odhad.

Srdce, ty chřestíš jako ty kamínky
od mého tatínka a od mé maminky.
Dopadl na zem třikrát, odrazil se
a hned zas letěl v příští ,chvilce.

Vítězslav Nezval'

4. ' rm:STUP, ODRAZ A ,SUPERPOZICE NAPt~OVÝCH VLN,

4.1. Princ1p'supe~ozice

Bovnic,e . (2.4) je lineární, proto platí princip superpozice. š:l~í-li se
nap~. v tyči na obr. 4.1 tlaková napě~ová.vlna,.vzbuzená náhlým pohybem le-
v~ho konce vpravo rychlostí '\Y , pronikne za dobu t do vzdálenosti ct
(obr. 4.1 a). X tomu mOžeme přičíst tahovou napě{ovou vlnu, vzbuzenou pohybem
t~hol konce tyče vlevo stejnou rychlostí v ; ten však začne ,opožděni v ěase

t -. T (obr. 4. 1 b). Po uplynut í této doby. je konec tyče opět v klidu.
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Výsledkem je pohyb obdálníkov~ho napětováho pulsu. dlouh4ho· eT t vpravo
(obr. 4.1 c). NevyArafovaná části jsou na obr. 4.1 v klidu, levý konecty~e

je proti pOvodní poloze posunut do vzdálenosti V T •

vt

c

v

vT cT

Obr. 4.1

c

. ---

(b)

(c) ..

~ed8tavíme-11 si nyní ne~tone~nou tyČ a v ní dva stejná obdálníková pul
sy t jalt s.a k sob! blili jakoby zrcadlov~ souměrným po~vbem (obr. 4.2) t ne-
vznikne vl'ov1ně souměrnosti A - A žádný posuv. Případ tedy odpovídá polo-
nekonečné tyči pevM vetknutá v rovině A- A • Je zřejmé, že .tlakový puls
S8 odrazí op~t jako tlakový•. Při odrazu vlny na vetknutém konci tyče vzniká

. dvojnásobku' tlakové napětí a trvá po dobu T (obr. 4.2 c).

. I A
cT . I cT

\,---.b;~ :t~~} (a)

T~c~ T
-O"" I -(5""

, .

\"---fZ..,....,...fZ.,..,..7Zf.....Si......~~~----'
• es- 1-<3

I

-----~.........~ -----'

-cr -Ztrl -cr
C C,

'--,~~~ ~-ý.-...3
'A' .-cr . _cr
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Slo~íme-l1 takto jednu tlakovou·vlnu a druhou tAhovou, bude v rovině

sown§rnost1 neustále r;. =,O; takový p!-ípad o.dpovidá volnámu konei tyěe

(obr. 4.3).

cT I c. T

c::~~ I ~)J t ~a)
-6"" C • C .... tr

I.
~__~ t (b)

.. tf' OI +(3

~~ rz;rp§ tC)

c +~ - es- C·

Obr. 4.3

Platí proto pravidlo: na dokonale vetknutám konci se nap~{ová vlna od
ráží se stejným znaménkem, na volném konci s opačným.

Odraz vln na volném a dokonale vetknutém konci jsou zvláětní p~ípady

p~estupu nap~tových vln na rozhraní dvou pružných prostředí s rOznou mecha
,niekou impedancí. Tímto obecnějiím pi'típadem se budeme zabývat v příětím od
.stavei.

4 ~ 2. Přestup podélných vln na rozhrani pružných t;zčí..

(T1 ) V~.

1. síla v prň~ezu X - X, p~ená

ěená z první tyče na druhou,
je absolutn~ stejná .jako síla
přenášená z ťtruh4 tyče na první,

podle obr. 4.4. Zleva př1cházi podélná
napě-Eová vlna G'1 , které pi'í
sluší rychlost hmotných částic

'\11 a rychlost ěíření vlny c1

Na rozhraní mezi ob~ma tyčemi se
vlna zčásti odrazí (napětí G,. t

rychlost částic "'1" ), zčásti

projde (napětí G"1" ' rychlost
'částic "'1'" ).

, Pft1 výpočtu je tf'eba vychá
zet ze dvou skutečností:

x:
I

Obr. 4.4

je. spojena s tyčí 2.1
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2. rychlost částic vpr~f'ezu X -' X je společná.

Tyto skutečnosti platí nezávisle na čase.

Značí-li A,.1. prdf'ez tyče, ~111 její hustotu, musí plstittyto
rovn1ce~

Poslednírovn1c1 násobíme ~1C1 a použijeme (2.9)

~1 C1

~'J, C1. <o Ť" ·

(4.1)

(4.2')

. (4.3)

Z rovnice (4.1) a (4.) vypočteme nap~t!,v odra!en4 a procházející vln~

(4.4)

2. Ai ~t CI.
------- ·~1 •

A'L C?~ C:z. 1- A, ~1 Cf

Ai.
ICdyl A; ~oo , J dostaneme p~ťpad tYěe 1 dokonale vetknut4 v rov1n~ X-X.

Je-li (~,,/~1)~Ot dostaneme p~ípad tyče 8 volným koncem.

PfedstaVDl8 s1, nyní, že~. C1 =~1 C1. a pom~r prdfezd Al/A, :la' O( • Pak

« .... 1
---- G'1 I .

O(. "*' 1

1
-()t.,--t-1- <3"1 •

(4.6)

Pro tyěe na obr. 4.4 ,je ()(,<1 • Z l'óvmce (4.7) usuzujeme, Je tenká tyč

'pflpojená ~ tlustou tyč (0<.<:,.1 ) zesiluje nap~tovt puls. Je-li (X« 1 ,je
'~t" ~2. (;"1' a činitel zesílení se rovná dvima. Je zajímav4, le toto zesílení
s.nez~enAít uskuteěníme-l1 redukci pl'dfezu postupn~; naopak zesílení vzroste.
Pfedstavme sl ,nap~•• I. bychom osazení Ai : A~ =4 : 1 nahradili dvojím
osazením A, A,. '1: A3 = 4 : 2 : 1 (obr. 4.5).

Pro p~íp8d s) máme (':(••1 ':: 0,25 a podle (4.7)

26'.,
i,2..5' • 1,60 (c), •
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A~

Obr. 4.5

Pro pf-ípad b) budeme mít ~~,~.= 0,5, ,,~2.j1 =0,5, talc!e

tj. asi o II %více. Tento poznatek Se často vyu~ívá pfi konstrukci prObojní
kd, sek~čd, ddlčíkd apod.

(4.8)

16

A

9

B

I

4

c
. 1

1

D

1

Je-:L_1ve zv1áětním p!,!pad~,.

A1~.,C1· = A1.ťtC2-, neodrá~í se
'~ádná vlna; pro prOchozí vlnu

pak máme

G: '" ~ Eq'", . r;;
1"" E1 ~, 1

Naše teorie plat! za steJ
ných ·zjednodu·ěem. jaká jsme
zavedli v odst. 2.1. P:l-edpoklá
dáme tedy existenci rovinn~ vlny,
ačkoli víme, že osazením tyče se
tato rovinnost poruší.

Uvedemejeět~ jeden příklad,.

abychom ukázali složitost inter
ference podélných vln. Na obr.
4.6 je znázorn~na třikrát osa
zená tyč, jejíž' prOřezy jsou
v pom~ru 16 : 9 :' 4 : 1. Částí A
se pf'ivede napětová vlna, nap!'.
jednotkové velikosti ( ~ =1).
Bude mít tvar. ~bdélníkováho pul-'
su, \ dlouhého práv~ tak jako jed
notlivé části tyče, tj. G = c T •

'V
M
ex)...
~

T

3T

~

""'....~2T'__~-rT"",...,..,.:r,n-r+""""""--~~-a.--

1

Obri 4.6
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V okamllYcu .~ = o 88 vlna na, rozhran!' A • B ěásteěni odraz! a ~'8

teěn~ projde. Pro lX, = 9/16 vYjde podle <4.6), popf. (4.7)

9 '. 16
== 9\+ 16 == - 0;28,

1,28

(. ~"'AI + <O"'Aa ll: 1).

~o ěas8 'T bud.

1,28.
4 -9
4'+ 9

:I: - 0,492,

1,772Ci'}'-8C. .. 1,28. . 2.9 •
4 + 9

( CD"8(.·" C-,..ac • 1,28).

~~ uplynut! doby ~T projde ..lna rozhraním -e D a z4ro.eň 88 tam odrazte
Bude platit

G',..CD • . 1,112. ~ :: = - 1,062,

2,834.

'w
Zárovenprojde prve odr...... vlna rozhraním A8 t kde bu4eme mít

• - 0,138,

Prdchody a odra.,. vln mdle•• pfehle4D.1 sledovat na obl'- 4.7. V a'etl C bude
napf. v okaml1ku t .It r napltt Gé ==. 0,191 - 0,408 • - O, '99; skl'd' ••

·z jednl P1'ocház.~íc:L,vlD1(-Ot191)• z 3_4114 och'aleM (- 0,408).

Je. kontrole' ytpoětd ••e.8 'podťt vztah

(;.,. + ~f'- ., ~1 I

který dostaneme Beatením rovDtc (4.6) 8 (4.7). K.pf.

- 0,138 == 0,,053 - 0,191•.,
-.~.062. =- 0,654 -0,408...
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Napit! v ěástl D ,dosahuje v ěase t = ~ T cel1cem 2, 834 násobku p~vodní·

napl~ov4 vlny.

'o 3T
''''~1-

B c

Obr. 4.7

D

x

4·.3. Filtrace torzní 8t~ídav~

ABC

Obr. 4.8

Pravidla pro prOchod a odraz
pod~lM vlny na rozhraní mezi elas
tickými t~lesy plat! obdobně i pro
torzní, tedy smykov4 vl~. TO,Je

dáno analogií rovnic (2.4) a
(2.13) •

Máme-li hřídel se 'zápichem
V dále'e e podle obr. 4. a, pro je
hož polární momenty setrvačnosti

platí, že "Jl! ":Ji =: oe t plstí pro

krouticímom~nt p~1 p~estupu z 'čás-

ti A do části B vztahy
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(4.9)

a z ~ásti B do C.

(4.10)

Pfichází-li nyní 'zleva polonekonečná

stf'ídavá torzn! vlna t M, znázor
něná na obr. 4.9, vznikají odra'~y a
prdchody vln na obou rozhran~chA'B t

~C • Uvalujme nejprve zvláltnť ~í

pad, le délka vlny ~ = 2,(, • 1'0

znamená, le rozhraním BC budou
procházet viechny vl~ vidy téhol
znamánka, jak je znázorn~no na obr.
4.10. Zfejm~

o

Obr. 4.9

2«.) 4O(,

M . M =+--M
1 '= - -:r;c;r 1 ( 1 +ot.)~ A

Dále

atd.

(4.11)in lni.] .

Vlna Nt. se toti! v porovnání 8 vlnou M1 dvakrát odrazila. Podobně vlna
M3 se odrazila čtvfikrát. Po dostatečni dlouh4 dob~ bude prdchozi vlna

v ěásti C dána součtem ~)

4-~ HA [ t1-~)1. ('1 -~ )Cf
M-=~ 1+--+ - t······e t1+~) 1t~ 1tOC

Sečteme-li geometrickou fadu v hranat4 závorce, dostaneme

"to<. '1
Me 'ať 1+o()? -1---(-r-:if~-)-~ HA w: HA' (4.12)

1+or.

Vznikne-li tedy tolik odrazd,aby L\1"«)/(1""ot)]1~S8 dalo zanedbat proti JedM
( 2"'N je počet odrazO, Il1J je pl'irozeM číslo), bude 88 vlna· v .části . C 1:(
fit· tak, jako by hfíd~l nebyl vdbec osazen.

!r) Zkratkou in lni. (in lnf1nitum) vyznačujeme, le ~ada pokračuje ~8or.ticky

do nekonečna.
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x

M2

°t / M~

".","
~" ,,"M'

~ ~

M2.'

.............

M
1

" tl'"

,,~,
':", ,,~ ,Mi

"
1:~/2

MA

Obr. 4.10

1 .. ~/4

Obr. 4.11

Bude-li v!Ak dálka; vlny ..\, = It t (obr. 4.11), budou se shodovat zna-
mánka u vln M,. , H'1 ' H~ t ••• 8 budou právě opačná nel u vln Mi

M3 • Ms t ••• ' tekia amplituda v ěásti C bude

in inf.1

a tedy'

4ot.. 1
Me. = (1+ot)'I.· 1+ r ~)1

\. 1t()(.
(4.13)

Je-li ex. ar '1 , je vždy Me <: HA ,
např. pro eX. = O, 2 jeHc =
= 0,38 1'1 A (pro ~ = 't e )•
Poměr Me JHA je pro tento pf'í
pad zakreslen na obr. 4.12
v závislosti na poměru « =
=Jt /J1)·

Je jistě zajímavá, ie'
y prvním pi'ípadě (,t, = 2t )
projde vlna nakonec v nezmen
Aené intenzitě. kdežto v dru- .
hém případě (,A, = lj e. ) ,se
amplituda krouticího momentu
prd9hodem osazenou částí

·54

Obr. 4.12

2 31

21
1-1--...........---....-.-------

- 34 -



i(

hl'1dele trvale zmenlí. A~oll tarzll! vlna,,_ b••d1eper.nť. ··,vzD1ká.pf1. prdcho~
du'etfťdavd vlny záp1chem nahf'ťdell.elekce pod~•. vlnov'd41ky•.

. ~ .

Tak' tento pi'ípad j. zjedl1Odu'en;. n.po~1tall jsme 8 koncentrací de:torma
ce,. (a napjatosti) u kof.na. _'plchu.

4.4. ~ Bilance energie • hybnosti. p1'l pOd41J).4m1'4zutftt ty~~

Uvedeme pftíkladpod41n4ho l"IU .tf:! t;vě!, jejichlhmotnosti Jsou k sobi
v t4mle pom~l'u jako jejich mechanlck' impedance. a JejlohJ'prdfez je stejnt.
Platí tedy dmira

~.c.1' ~~Clt ~,c$ - ~1Ae1 J~2.Ael :~,At'J

která po krácení dává

(4.14)

Dobapotfebn'k prdchodu podtflrMI MPafoyef vlny je pro kaldou ty~ stejná,
nebo~' podle (4.15)

(4.16)

Volbou tlchto zvláAtníchpomlrds8 zjednodulí dalií výpoěet, takl. jej bude
me moci snadno podrobni sledovat. Impedance označíme zkráceni

( (, = 1, 2, 3). (4.17)

V l!8S8 i = O ,je situace ťakov', 18 tyče" 2 a J se vzájemně dotýkají a
jsou v klidu, ty~' 1 do n1c~ na'razí rychlostí ""o (obr. 4.13 s)"

Z rozhran1 mezl t1~emi, 1 a 2 S8 počne l!ft1t naPi-Eová vlna (na ob~

strany t lakoval>, a. to v tyal 1·

~\ .. - Et 1.rt. •

Z podmťnky G1 • ~t. • vyjadl'uj:(oí zákon o akci a reakci, dostaneme

(4.19)

,. ,Ji ,. . (4.20)

Symbolem ''''1 znaěí•• rychloet 6'etic v oblasti t~a. 2 ••salen' napl{o-
vou vlnou <01. .' Po '"ěa8e"t =: T probihne kaldá tato vlna pr'vl .celou d'lkou
tyč. (obr. 4.13 b). Rychlost první tyč. :n.vnťbude "'o +r-(1ť0 ... '\)'1-) J tl 11'0.-
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(4 •.21)

o o Vo.......- 4-- .........-
(a) 3 2 1 t .= O

O "I.. "I.+-- +--=- +-

(b) t ·T

"3 2".."Vo
~ ...

(c) J I l t=2T

, 'o'" ~(~+6iJ)
I

2"a ·2 (v,-v,J ,2v,.-vo
~. ..-=-- ..;

(d) J :::J t -3T

Obr. 4.13

Bude tedy' stejná jako rychlost druh' ty~e. Tfeti tYěS8 dosud nepohnul•• 1'la
kov' vlna vPl'VDi tyl!-i se nynť na vóln4m konoi odrazí a bude se odtud i:(fit
(zprava doleva) ..,akotahová. P~1 pr'O.chodu t4to. v11\V se" změní rychlost částic

.první tyěe o stejnou hodnotu jalco p~edeAlet tj. o ... ('\ťo'" '\Y~) ,tekla rych
lost první ty~e po prdchodu odražen4 tlaková vlny bude

l1- !:a.
'l1 t ti 'J. i\r() • "

Tyč bude nadále (od okamliku 1;' = 2.T ) bez napití, nebo~ tlaková '8- tahová
vlna se navzájem Z1'ui1.

Na rozhraní tyěť 2 a 3 projde tlaková vlna z druh' tyče do tfetť;
tam bude mít velikost

~a ':' ..... Za~a ·

IC pdvodní vlni - ~~ .8 bude 8uperponovat odl'aienávlna ..... <Oa,'
ne náhl!m z~malením lev4ho ~once tyče 2 z rychlosti "s
Bude pro n1\ plati~ vztah,

Zákon o' akci. a reakci dá

- 36 -
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, která v~n1k

na r.,ohloet Va •

(4.2)

(4.24 )



takle

v~. '= (4.25 )

(4.26)

stav v okaml1ku t = 2.T je znázorněn na obr. 4.13 c. Nyní 8e tlaková vlna
b" odrazí od volnáho konce tfetí tyče jako tahová; v oblasti, kam pronikne,

S8 rychlost zv6tlť o hodnotu 113 ,takle bude celkem a. ""3 • Tyč 1 je
nyní bez nap~tť. Odlehčovací vlna (?2, se počne ěíf1t do druh' tyče (zprava)
8 zpdsobí tam zm~nu rychlosti o (-11'..) [srov. (4.19»). Protole nap~tí na
rozhraní tyěe 1 8 2 je nulov4, odrazí 8e tlaková vlna ~i na pra
v~m čele druh' tyče jako tahová; rychlost v druh' tyči se tím zvětAí podle
(4.23) o - (vt - "'~) • Celkem bude - po prňchodu obou odlehčovacích vln 
rychlost druh' tyče

(4.27)

Aby tomu tak skutečnA bylo, nesmí být rychlost druh4 tyče menlí ne! rychlost
první tyče, takle

2, 1)-3 - 2, 1tf. ;a. 1 ~'J. - ~o '

Jinak by se totil od tohoto rozhraní začaly Aífit nov4 nap~tov4 vlny.
Podmťnka (4.28) dává

čili

(4.28)

(4.29)

V okamliku t = ~T je situace taková, jak ji znázorňuje obr. 4.13 d.

Nyní ukáleme, jak 8e zm5ní rozdilenť kinetick4 energie a ~vbno8ti v sou
stavl. Kinetická energie první tyěe včas8 t ~ 3T je

-1 [. Z1 -ll ] 2-
W1 - 2: Ať1~1 Z1+i." ~o (4.30)

11 její hybnost

(4.31)
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Pro 'druhou tyč dostaneme 8 poulitím (4.20) a (4.25)

,," t 2. 1.1 (l~-, Z 3 ) ] ~
W:. = 1:" At", ((2. ( Zl ... l.,,J( Z... +:f&) ""'o ,

Kon.čn~ pro tfetí tyč vyjde

Dosazením se lze p~esv~dčit. 18

Pfi ápravě tichto vztahd u!ijeme rovnici (4.14) ve tvaru

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.37)

(4.14 a)

Rovnice (4.36) VYJadfuje zákon zachování energie, rovnice (4.37) zákon zacho
vání hybnosti. Oba zákony platí ,nebof Jsme pfedpokládal1 dokonale e1as,t1cký
(tedy energeticky bezztrátový) ráz v 1zo1ovan4 soustavA tfí ti1es.

4.5. HOp!insonova tyč

Je to dllen' tyČ, sloulící k mě~ení procházejícího n8Pitov~ho pulsu p~1

výzkumurázovl namáhaných částí. Mě!'! se jednak d4lkapulsu (trvání rázu),
jednak maximální napit:! v nim. Metodu popsal, roku 1913 Bertram Hopk1nson.

~

Tyč je zpravidla,ooelová; prOi'ezy v dilicí rovině Jsou' pečlivě opracová-
ny 8 conejhladAí. 1Ytvofení ,ideálního dotyku v Qel~ ploie je usnadňováno

zmagnet ovárd:m~--tyče~-'-'Delší ~ást 1 ,tyče je zavěAena na vláknech, která

umolňuj! volné vykývnutí tyče ve svislé rovin6. 1CratAí část 2 je "čsso

mlrn4",(obr. 4.14). Pfl rázu ve smlru i1pkyse tyčí 1 počne zleva šíflt

- J8 -



nap~fový puls. Vzniká-li nap!-.výbuchem stf'eln~

bavlny, lze pr~běh tlaku v závislosti na čase

zjednodu§eně znázornit trojúhelníkem (obr.
4.15 a). Předpokládejmet ~e délka pu1s~ je

práv~ L. = 2. (2 • Puls projde d~lic:ť rovinou
beze změny (obr. 4.15 b), nebo~ mechanické im
pedance obou částí jsou stejné~ Na volnám kon
ci se puls odrazí s opačným znamánkem, te.dy
jako tahová vlna .(obr. 4.15 cl. V okamžiku
znázorněnám na obr. 4.15 d dorazí odražená
vlna k dělicí rovině 8 časom~rná část 2· se
odloučí od tyče, nebot d~licí rovinou se nemd-
že p~enášet tahové napětí. V tomto okamžiku je
tyč. . 1 v klidu a bez napětí, kdežto časo-

měrná část 2' získá' hybn0e.t H~ , kt,erá se rovná

H'L ~ - A ST(;"Ct) olt ·
o .

1

1"

Obr. 4.14

impulsu sily

2

12.

(4.38)

(4 .39)
T -::; 2. e2. I c ~ L I c .

T je dvojnásobkem doby potfebná pro prOchod napětové vlny časom~rnou části,

tedy

(b)

Hybnost H~ letící tyče 2
změříme zachycením v balis~

tickém kyvadle. Rovnice (4.39)
dává dobu,. po kterou trval ráz
na čele tyče 1 • Rychlost C
Aí~ení .podélných vln v tyěi

toti! známe.

Délku tl věak předem

neznáme a musíme ji najít
zk~smo. Zvolíme-li nap~.

ť~ <. L/2. , nastane v okamži-
. ku odloučení časoměrná tyěe

situace znázorn~ná na obr. 4.16.
Hybnost části 2 bude nyní
men§í nei v pfíp8d~ podle obr.
4.15 d, nebo~ nspitov$ puls
projde d~l1c:! rovinou jen zčás

ti. Hybnost tyče 1 bude
J -

Hi > O " col 88 ~ojev:l v!ky-
Tem tyče, a hybnost odletující
~a8oměrri4 části H~< H2.-

Cf)
~ ..

:::::::::=::==::::=:::~J

~--.~
Obr. 4.15

(e)
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1

1.,

Správná délce ť 1 časoměrn~ čás

ti odpovídá maximálníhybnoett4
to části. Z rozdílu-hybností obou
časoměrných částí mOžeme určit

maximální tlakové nap~tí na čele

vlny (1vo na obr. 4 .15 a).

Podle obr. 4.16 snadnonahládne
me, že

. Obr. 4.16
(4 ~40)

Pro d61ku napětového pulsu p'latť; že L = 1ť!).. (jako di'íve). Rozdíl hybnost!

b. H ~ Hl - 1-1 ~ (4 .41)

.tedy odpovídá části impulsu, která neprošla do tyče 2 na obr. 4.16

AH ~ i A(~o_~)' C~)
pr~měrná síla čas

Odtud

(4.42)

C ~1. ( t~:l- 1,,';)
It A (ť, 1.. - 1~)

(4.43)

,Rc·vn1ce (4.39) poskytuje dobu trvání rázu, rovnice (4.4'3) maximální nap~tí.

Vzorec (4.43) platí pro napětovou vlnu ve tvaru trojúhelníka (obr. 4.15).
Kdybychom pr~běh tlaku v závislosti na čase neznali, musili bychom jej -re
konstruovat z opakovaných 'mě~ení s r~zně dlouhými částmi -2 'nebo bychom
musili použít tyč s větěím počtem d~licích rovin.

M~:fení jsou zatí!ena systematickou chybou, nebo~ v tyči, její'~ 'prOřez

má koneěn~ l'ozmc!ry, vzniká disperze, s kterou j'sme n~počíta11. Trvá-li napě

tový puls je~ velmi k~átkou dobu, mO-že být určení správné dálky ť'l. obtížnti.
~~l1kost maximálního napětí nesmí být p~íliě velká, aby namáhání tyče zOsta
10 v mezích pružnosti a aby se časoměrná tyč pdsobením odražen~ (tj. tahové)
nap~-lov.s vlny nepi'e·trhla.

Analog1ck~ uspo~ádánílze užít 1k mě~eni torzního napětového pulsu
v h~ídeli. Vtomp~ípad~ disperze nevzniká.

4.6. Ráz tuháho .beranu na pru!nou tyč

Je-li mechanická impedance beranu násobená jeho prOřezem mnohem vAtě!

nei stejná veličina u pru!né ty~e, mdžeme přibližně pf'edpokládat, ~e bers'n
je absolutnl tuhý a počítat jen s pru~no8tí tyče. Výsledky, které takto



Obr. ~ .• 17

Mr=l ·A m B'

--L:i:J-,E---·--i----:t-

dostaneme, budou platit tím lápe, čím kratA! bude doba prdchodu elást1ck4
vlny beranem v porovnáni s dobou prOchodu táto vlny ty~í.-Je-li rozdíl prdfe
zd obou talee velký, ,nebude' pro t~leeo beranu. platit ,jednorozmirná teorie,
ale nastane v něm velmi eloiit4 profrtorov4 i:!i'ení napltov!ch vln. zanedbáním
pr~nost1 beranu se z~oveň zbavíme nutnost1feA1t :tu~.g__Y~.~._l1ept~n1e_(\PQu_

sltUlc1._N_á~__pf-edP01(ljld- __ je__y.last,ni YÝ~.~9~!~~~z nouze.

~padne-11 absolutně tuhý.be-
ran·na pru!nou ty~ rychlostí I\ro ,

, v~utí tuto rychl~st v prvním oka
milku i ~oncovámu prOřezu tyče.

Pfedpo~18dáme, že styk se děje ~a

ideálních podmínek, takle se ne
uplatní ani drsnost, ani nekolmost
či k:f1vost koncových ploch <obr.
4.17). Hmotnost beranu je M,
hmotnost -ty~e ,je ~ =~ At .

{I

Náhlá'zmina rychlosti koncováho'pr~ezu zpdsobí, !ta se tyči začne ěíf1t

tlaková napětová vlna. NapAtť na čele t~to vl~ vypočteme jednoduAe podle
(2.9)

(4.44 )

kde e. .. ~ EJ~. znač! rychlo,st líhní podélnl! vln.V v tyči.

Úči~em tlQ1cováho napití v dotykov4 plole -vznikne zpoid€Jn:l pohybu beranu
(- Gt~JcLl;) • Bud~ platit tato pohybová rovnioe

cf. V'
M (-ax) = A CO .

Rychlost
(2.9) .

1r beranu 1 n8p~tí (O' v dotyková ploše závisí na čase. Podle

takle

(4.47)

Separaci proměnDtch a integrací

, '('I>' ~~ AIOc, C
t

j v ~ - -L J olt
\to M o

vyjde po dpravf

-'1t
1J' ::r tJ;, e J
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(4 .50)

Dosazením (4.49) a (4.44) do (4.46) vyjde napětí v dotykov4 ploěe

(4.51)

Vidime, !e strmost nap~tová vlny, charakterizovaná činitelem r t je tím
v~těí, čím v~těí je hmotnost tyče v poměru k hmotnosti beranu. Počáteční na
~ (4.44) věak na hmotnosti beranunezáv1sí, Je dáno pouze jeho rychlostí
v okam!ik.u dopadu. Taje j1etě,p~ekvapuJící poznatek.

Podle (4 tJ 51) je nap~tová vlna exponenciální. Kdy~ dospěje na vetknutý

konec tyče (v čase t = T = t/c. ), odrazí se (se stejným znamánlcem) .Odra~e

ná vlna se sečte s prvotní procházející vlnou, tak~e nap~tí ve vetknut4m prO
f4ezu vyjde

-r(t-T)
~B ~ - 2.1"0 ~ · (4.52)

Rovnice (4.51) platí pro 0< t <: 2.T , rovnice (4.52) pro T'C t < iT • V oka
m~iku t = :LT dorazí odražená vlna zp~t k beranu a tam se znovu odrazí; tím
vzroste tlak v dotykoyá ploěe rázem o hodnotu 2 tvo • Bezprosti4edně po odrazu
tam bude p~sobit celkové nap~tí

-t 1T
(OA (t =~T) :: -~o (1.+ CZ ). (4.53)

Tím se změní pohybová rovnice. Místo (4.45) bude nyní platit, i.

M oI.v- .. [- 2.1'- e;- t(t - 2.'0 + b (t) 1 A
d f: \- o' I \----*--ti

... ._---y--~

odražená vlna modifikovaná vlna
(4. ;4)

Proto!e
rovnice

-~a.T -:J..M/N
CZ. .= e, a zároveň 1)' -= ~ G' I fť Co , vyjde po dpravě z poslední

kde

(4.55)

(4.56)

a ~ je dáno vztahem (4.50). ~e~ení lineární diferenciální rovnice (4.55)
dostaneme ve tvaru

(4.57)
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(4.58)

Platí pro. 1 T < t < 4 T ,pokud S8 dotyk nepferU§:(. S pol!áteění podmínkou
~~'J.TG",::!-Jvo e pro t = ~T a 8 pf-lh14dnutťm k tomu. le l'T=(j , vv"de

.. ~(b ., tJ
1ntegraění konstanta C u - tvo (1 +ltf~ e .), takle

G' '" - [ 1 + ('+ (b - 2. r -h ) (l.?(h ] Ť"o e,-l't

Nenastane";'11 uvoln~n! dotyku mezi beranem a tyčí, je v/slednt tlak (- ~A..)

v dotyková ploěev intervalu 2..T< t < 41" dán výrazem.,. branat4 závorce na
pravá 8tran~ (4.5~); dosazením'~ ~ovnice (4.58) máme

(4.59)

Vypočítáme pomAr p, :& M1,/M .J pf-i kter4m se dotyk mezi beranem a tyčí uvolní
alnakoncl uveden~ho lnt-ervaluJ tj. v okam!iku t =, 4T • Z podmínky, že
<4A

tr ::: O pro limitu z·leva t -+ 'tr , ~yjde

(4.60)

t
T

3

2,27,
1\
1\
I \
I
I
I
I
I
I
I

"I

2

2.135

Obr. 4.18

2,0,
1\ <le
I \
I \~
I \
I ,

I '
I "
I

o

2

a odtud (!J !: 0,58. Je~11, tedy ~ =/W'.,IM>' 0,58, klesne napití 1<;:, k nule
v intervalu 2.T,< -é <. 4,.. • To J le tlakov4§ n8p~tí v dotykov4 plol. klesne
k nule, jeAt~'nemusíznam.nat, !edotykskonč1l. Abychom to mohli s jistotou
tvr~it,mu8ili bych~m jeltě rozebrat pohybový stav tiles po tomto okaml1ku.
Nakdy,'nas'tává op~kovaný dotyk t.lles btlhem jednoho. rázu.

pdvozen4 v!sledky poul1jeme .
k ilustrativnímu numer1ck4mu vý
počtu.,' Zvolíme (b. ='1 , tj. hmot...:
nost tyče 8 beranu bude stejná.
Prab~h napětí q A. - : V dotykov4m
prdf-ezu, resp., G'& v.místě ve
tknutí· (obr. 4,1,'7) v závislosti
~a čase znázorňuje obr. 4.18.
N&jvlt!í'tlakov4napltťvzniká
na vetknut'~ konc~ beZ~o8tf.dni

po dr~'m odrazu n8P~tov4 vl~,
a to 2, 27 tvo • Dotyk ·'me'zi bera
nem a tyčí se"pferul! I p,o dobl

f; =3,068 T , •

Kdyby ..p; < 0,58, pl'olla'
. by napi{ov' vlna více· riel dvakrát tam a zpit, nel by nastalo pferuěem dotyku.

Pokald4 by by,lo nutno pi'epoěítat· Dap'tí z poh.vbo.v4 rovn1~e pro určitý ěaeový

interval.
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Jak by se změnila na~e úloha, kdyby byl ,konec B ty~e volný? Tlaková ,

vlna (4.51) by se nezměr:ůls, nebot ,nezávisí na Podmínkách v mistě B
V intervalu O< t < 2T by platilo"

-?r6
GA 2:l ... }o. e . (4 •61)

Tato v:lnaby se věak na volnám konoi tyče B odr:8z1la j:8ko tahová. V oka-
mUku·t. = 2.T by na konci A byla pdvodn:C tlaková vlna ~1'-o.e-2~ a·
k tomu odražepá tahová vlná +1"0. V bezprostfoedn:í bl:(zkoétik~nce A by

bylo.tahové napětí

a rychlost

(
") ... fJ.(}, -'J.(A )

G'A t ~ 2.T "" -1"0 (e, .. 1 ) ... ?,-o ( 1 ~ e.

, ( -1{J1)
1rA '= "fo 1 +, e ·

(4.62)

(4.63)

. 2, II
Rychlost beranu je v tomto o~amžiku jen ~o. e" ,-', tak!e v okslU1ku t = .2 T
nastane odloučení beranu od tyče. Volný konec tyče má v tomto okamžiku rych-
lost 2. '\To tll~"" ;J I\'T:B • .. .

Zkontroll1j~e' nyní ,jak bude v tomto okamžiku rozdělena energie. ICine-"

tiaká energie beranu pf'ad dopadem na tyč byla

W ~ !. M"",1-
, - ~ "O' .

(4.64)

x

1

x

......... _- .......
lila lila ........ __..._--&0.

1

Obr. 4.:J.9

Napětí v tyči je v okamžiku t = 2. t rozd~leno podle obr. 4.19. Ve vzdále
nosti X od lev'ho konce tyče se nap~tí skládá ze dvou slože'k, ti pdvodní

vln;y
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a z odralen4 vl ll3' t znézorn~n«§ úsečkou AB ,

Celkem bude

(4.65)

Energie napjatosti v tyě1 bude

1 re 1
U ~ 1E. A j q (x) clx .-

o

(4.66)

Výraz před hranatou závorkou lze pomocí (4.44), (4.56) a (2.5) upravit na
-i. 2-i:i M '\fo ,tekle

-1 -'J.~ -~(b
V= tf M'\Yo2. [ 1- 4 (!J rb - e J.

Rychlost ěástic v prdf'ezu vzdáleném o X od levého konce je

(4.67)

(4.68)

Prvnť člen na prav4 str8n~ táto rovnice vyjadřuje vliv odralená vlny, druhý

ělen vliv po.vodní vlny. Kinetická energie obeslená v tyči bude

l
l< ... .i. ~ J'\.I'\X) clx. ""

1. 1. o

IC1net lcká energie beranu v okam!1ku t = 2T vyJde

(4.69)

1 _2.,h 1\

S '== T M ("'0' e. '.,) ~

Snadno se pfesvěděíme, le

(4. 70)

W =tU+k+ B.
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(4.72)

PI'o fO :: 1 vyjde toto rozd~lení energií I

u = 0,220 W
K = 0,761 W
B =0,019 W

V beranu zbudou eotva 2 ~ p~vodní energie. K)

I

.. Kdybychom zanedbel1bmotooet e1a8tick'tN~e ~8 .vetknut!m koncem· .(obr.
4.17), stlaěi~18 by se tato:tyč po dopaduberanu.rovnomirně. Označíme-li po
suv levého konce tyěe ~ , plsti.la by místo (4.45) pohybová rovnice beranu

,(J.«.. . -u
M c(,t~ : - AE T .

Označíme-li

AE
M.t

bude

o

s počátečními podmínkami

. ' (4.74)

tll t0)= O ,

.vyjde z rovnice <4. 74) posuv

<4.75)

a z HOokeova zákona ~apětí

. « ·E1ro.
G' u - E T "" - oI..t A-iMJoI.t

NejvětAí tlakov4 nap~tí v tyči

vzniká po dobl

(4. 76)

(4. 77)

\
(4.78)

x) Proto!e --j-e~ber$.n absolutna tuhl, je v nim energie napjatosti nulové.
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(f+ dtr'dr
~r

(4.80)

"Nulová" napětová vlna se ěíf-í tyčí nekonečnou rychlost:! a nekonečněkrát se
odrazí v konečn~m čase. Součet věeoh těchto nekonečně mnoha nekonečně malých
napě!ových vln musí v limitě dávat napití podle (4.77). P~!p8d rázu hmotn~ho

tuhého beranu na nehmotnou prulnou tyč pfedetavuje limitní, fyz1káln~ neusku
tečnitelný p~ípad vlnové teorie. ~itom nespojitý prObih tlaku, jehož pf!klad
vidíme na obr. 4.18, p~ejde ve spojitý prOběh podle (4.77).

A nic u! v !1vot nep~1vleče,

co propaseno a co pokoseno.
Ta s kosou trávu rodných luk když seče,

ať aspoň voní na okam~1k seno.

Viktor Dyk

5. P.RAKTlcD POZNATKY PLYNoucí Z JEDNOROzwnNÉ TEORIE

'.1. Šífení pod41ných vln v tenk~ kuželové tyči

U osazované tyče na obr. 4.6 jsme zjistili, !e směrem k tenčímu konci
tyče se velikost napětízvětěuje. ZaJímá nás proto, jak se bude ěífait n8P~to

vé vlna v kulelové tyči, kterou lze považovat za limitní případ mnohokrát
osazená tyče. Ólohu si zjednoduAíme tak, že tyč volíme ětíhlou, abychom

i~ v ní mohli zanedbat vAechny slolky napjatosti 81 na radiální a nemuseli pf1
hlí~et k ~íčným posuvdm hmotných částic.

Spokojíme se 8 jednorozměrnou

teorií', která popisuje v kuželovtf
tyči Aífení kuloy4 nap~ťov4 vlny
se 8t~edem vlnoploch ve vrcholu ku
lele (obr. 5.1). Na vytknutý ele
ment pdsobí vlevo síla

Obr. 5.1
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8· vpravo síla
f() F t 2. 2- 'b<;- ,F + 'fr dr .. F ~ ( 1Je r'al (j + .:t,. ~ 'i'T ) á.r· .

Rozdílt~chto sil pO-sobí vpr8V~' 8 ud61ujehmotA elementu ~ X ('(t:I.)~y- zrychle
ní 71u/1Jc" ( oU značí radiální posuv). Platí pohybová rovIÍ1ce

~G . ~ t. ~1:u,
(lx-'rO(,zco + xr2.ot.1 ~Jctr :I:' ~rroc ~T W· (5.1)

Protole

dá (5.1) po úpravě

(5.3)

SUbstitucí

p~ejdetato rovnice ve tvar

čili

(5.4)

kde C =~ E/~ • lidem rovmc.e (5.4) Je

-te,;ll ~ t f( r-ci) + F (Y'+ c-t.)] ,

kde ~ t popf. F jsou libovoin~:runkce, pop18ujíc~ tvar y11l1 1'" =U'Y\

Vlna'popsaná prvni funkcí se Aí~í od vrcholu kuJele a vlna popsaná druhou
funkcí se šífí k vrcholu, a to stejnou rychlostí t.

Zaměfíme svou pozornost na vlnu, která S8 Aifí smirem k vrcholu ku!ele,
tak!e budeme mít

Pro nap~tí ~ dostaneme z rovnice (5.2) ~zt8h

f5 = E ( ~ Ft - ~ F)
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8 pro rychlost hmotná ě'st1ce (sm~rem od vrcholu kulele)

c{u, C. I

11 = <ti =t 7 F . (5.8)

Y'
-7: '

t tedy

pro

Di":ťve odvozený vztah c; =~.C. V (001 je - 81 na znam4nlco - vztah (2.9»
tedy neplatí; platil by teprve pro velká -r , pro ně! by bylo mo!no zanedbat

druhý člen v oblé závorce (5.7).
- ~/~ )

Za funkci F( ~) zvolíme C(e - 1

C r+ci
u"r(e~--r--1)

.u., Ul O pro rt<-c·
(5.9)

(5.10)

Plati, la U = O pro r = - c.t (čelo vlny); část r< - c.t je v klidu

(není dosud vlnou zasalena). Čas je záporný, tj. vlna se Ať!'í v čase

-00 -< i < O • V okaml1ku t = O by dorazila k vrcholu r = Q • Konstanta C
má rozm§r p1oohy.

Pro vlnu (5.9) vyjde podle (5.2) nebo (5.7) napětí

EC - .!.!.51 EC _ Y''t ci
G'~-~(e. A. -1) -~~ A. •

Na čele tlaková vlny je tlaková napětí (pro r. -ct)

EC
G"o <:=t - J:Y · (5.11)

Daleko za čelem vlny (pro velká r ) vymizí exponenoiální funkce v rovnici
(5.10) a zbývá

(5.12)

Vzorec (5.12) prakticky platí pro 'r+Ct> 3>v • Napití ve větěí vzdálenosti
nel 2>.A, za čelem vlny je tahovf! a dává v pro.~ezu Jr(r()l.)l konstantní sílu

t:()o 1:11 <;-()O 1: r 1
ot.1 == r Ol.~ E C .

Nap~t! ~(r) m~ní znam4nko v nulovámboda funkce (5.10), pro který

1"iCt

(1+ -X-) e.--X:;- .. 1

(5.13 )

(5.14 )

Čím je vlnov~ ěelo blíle k vrcholu, tím je pOm~r €o = I c.~ \ menU. Zavedeme
11 pomocná označení

r
r~ X, ct

--':ftJ
Á
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,m~18me (5.14) p~ep88t do tvaru

}
První z "tiohto rovnic lze znázor
nit .přímkou, druhou posunutou
exponenciální křlvkou(obr. 5.2).
Jejich pr~sečik dává hledaný Dulo
vý bod

X ro
o -= A: I (5.17)

Obr. 5.2

y

o

d~lícítahovou část tyče' (r ). y.)
od, tlaková (1 ci: I < y < roJ .

Je zřejmá, le Xo (a tedy
1 Yo ) 'je menii, je-li meně! e..,
tj. je-li čelo bl!!e k vrcholu;
nakonec je v 11m!tl pro ~ ~ O

JO celá tyČ" ve stavu tahov~ho napit!.
V olcolí vrcholu však jil neje,ou

splrl~n;y pi\edpoklady úlo~ (napití limituje k nekonečnu).

Fbučn~ na tomto pfíkladu je, le v kón1ck~ tyči sezv~těuje napětí v ·tla
'kt)vá vln4!p.fl pohybu smirem k vrcholu a !e za oblastí tlakovou následuje ob

'lasttahová; obě jsou součástí téže vlny. Tlaková oblast s~ zkracu~.e za sou
časn4ho vzr~8tu napět! na čele vlny (při pohybu směrem k vrcholu). ZVě~Aování

I nap~t1 na čele vlny je charakteristické i pro vlny jiného tvaru nel podle
rovnice (5.9).'

5.2. Poruchy stěn, tyčí 8 rdzn$ch t~les rázovou. vlnou.

Vzniká-li rázová vlna explozí výbušniny, .mívá prudk! vzestup s'pozvolnt
spád' tlaku, tak!e Ji lze v. prvním p~iblí!eni znázornit troJúheln:!kov~ prdbě..·.
ham. Budeme tento prdbih pfedpokládat. (obr •.5.3),.aěkoll dvahy, kter4 uvedem$,'
lze snadno zobecnit pro jakýkoli tvar nap~.'fov4 vlny.

Šífí-ll se tlaková vlna podle o~r. 5.3' tyčí ,nebo deskou vyrobenou z ma
teriálu okohezid pevnosti v tahu <$"'p ,vznikne v mate.rtálu t,rh~~na, "ak
ndle tahov~ nap~tí slo!en4 z pOvodní tlakoy4 8 o~ra!ená tahové vlny ','dostoupí
t4to hodnoty. Primární a odl's!ená vlna jsou zriázorMny na obr. .5.4. Koncový
povrch tyče (volný povrchst~ny) je označen· čarou A-A. Pokud je x ~ L/~t

je výsledn4 nap~tí v fezu.B-B

- ,0-



(5.18)

• •• «.COl I• tah'
,'1

~
tll" I

I
I,,
I
I

l-2)C x x

, •col <I
t ,
I •

Obr. 5.4

o

Obr. 5.3

směr šíření
~

Z podmínky CO,~) .. ~p vy jde vzdálenost X , v nťl vznikne trhlina

L (ř)'p
~= o

2- 1"0
Částice mezi čelem vlna' B-B 8 voln1m povrchem A-A mají rychlost vti) 810

lenou z rychlosti pfísluAn4 prvotní vlna

(5.20)

8 Z rychlosti p~ť81uAn' odralená vlnl

(5.21)

se~ten1m

(5.22)~ X
Vli);:r '\1"<\ + '\)'2, "lil ~e 1"0 (1- -c).

'ato rychlost je konstantlÚ (nezávislá na! ). Dosazením z rovnice (5.19)
do (5 .. 22)
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Je-li Q', := 1"0 »je

~
V.~'* • ......L... (5.24)

~c

J'e-11 uvedená podmínka splněna. odtrhne se vrstva s největěí tlouětkou X:rt LI!}.

s'její rychlost bu~e dána rovnicí (5.24). Je-li G'P<Ť"o~, bude mít-'odtržená
vr8~va men§í tloul§tku podle (5.19) a rychlost podle-o, (5.23). Bychlostí (5.23),

popf. (5.24) je část uvolnlná trhlinou vymrština. Vlnový dij tím věak nekončí,

nebo! na povrchu trhliny vzniká dalA! odra!ená vlna.

Za uvedených pfedpokladd vznikne trhlina, bud v intervalu O< X ~ L./1 ,
nebo nevznikne .vdbec. To 1Typlývá li rovnice (5.19)" a.z nerovnosti 1"0~ G", lt

Není-li tato nerovnost splnina, trhlina nevznikne.

Uvedenou teorií, aplikovanou na rdzná tělesa, lze vysvětlit mnoho prak
tiek$ch poznatkd, zejm~na rozdílnost typO poruch p~i rázovám nebostat1ckém
(či únavovém) namáhání o Výklad opírající se o jednorozměrnou teorii je ověem

zjednoduAený. Ve skutečnosti vzn1kají'p~i odrazu a prdchodu vln na elastickám
rozhraní jak podélné, tak i p~ičné vlqy a vlnový děj v tělese jo mnohem s10
žitijěí. Bez z~etele k t~to sloiitosti uvedeme nyní některé p~íklady.

1. Ráz...n..8 povI"ch dem

B ~, · ""B. \ -.. -,--".. /

\ , 1/

\ t I
" 1./
i A'

Obr. 5.. 5

2. Ráz na. povrch kvádru

Báz v bodě A desky na obr. 5.5 lze
vyvolat buanárazem beranu, nebo výbuchem~

Na povrchu B-B se odrá!í t1a~ová sférická
vlna, která:: vyěla z bodu A, jednak jako

tahová, jednak "jako smyková •. Tahová vlna se
odrá~í tak, jako by se ěíf'ila ze zrcadlového
obrazu A'. Vznikne-li trhlina, má tvar . BOB
a odětěpený materiál má tvar čočky vyznačené

ěraťováním.

Je-li kvádr úzký, setkají se
odra~ené tahové vlny na jeho ose
a trhlina t ~:Jdy vznikne na táto ose

. (obr., 5.6)0 Je-li kvádr ě1roký,

vznikne trhlina v jeho rozích
(obr. 5.7). Někdy mohou vzniknout
oba druhy trhlin zároveň.

Obr. 5.6
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Obr. 5.7

3. Ráz na čtvercovou kfehkou desku

Deska je voln~ na okrajích podep~8na. Ráz vzniká
upro8t~ed. Napěťová vlna se šífí nejprve rotačně sou
m~rn6, pak S9 však začne uprostfed stran desky odrálet.
Zároveň se projeví 1 zvýěení nap~tí v rozích (na zpd
sob vlnin! v kónick~ tyči, odst. 5.1), col zpOsobí
oditěpení rohd. Ffípad jti znázorn~n na obr. 5.8.
ZvýAení napětí v rozích je mnohem významnijší nel na
pití v odra~ená vlni, která by zpOsob11a odštěpení

čočkovitého útvaru podle obr. 5.5. Obr. 5.8

4. Ráz v potrubí čtvercov4ho prdfezu

Tento prdfez n~kdy mívají
betonov4 kanály. Vznikne-li
uvnit~ potrubí výbuch, Aíří se
napi!ové vlny podle obr. 5.9.
Taho~á vlny se superponují v ro
zích, kde vznikají v úhlop~íčném

sm~ru trhliny. Je zajímavé, !e
vznikají v místech, kde je stěna

nejtlustší 8 kde tedy při statick4m
zatí!ení vzniká nejmen§í napiti.

".-,
/ \(0 )
\ /
'- ."

Obr. '.9

5. Ráz v potrubí mezikruhového prdfezu

Vznikne-li detonační vlna uvnltf potrubí s prd
~ezem podle obr. 5.10, vznikají trhliny ve 8m~rech

nejvltlích smykových napití. Je-li materiál dosta
tečn~ houlevnatý,vzmknou trhliny nejprve na vn~j

Atm povrchu, 8 to a! po velká plastická deformaci.
To je p~ípad roztříštiní pláětA při explozi válcov4
bomby, o kter4m S8 zmíníme v odst. 7.9.
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B

c

A

D

A na desku pevně .pao~yoděvetknutou, vznikne
nejprve.síť.radiálních

trhlin, ěí~ících se od
. okrajo. desky k bodu A.

Trhlin.v vznikají na opač

né straně, nei na které
vznikl ráz, a ~í~í se
etapov~tě rychlostí meně!

než asi. 0,4 fEi(f .. Etapo
vitým ěí~ením trhliny
vzniká lasturovitý vzhled
lomové plochy, podle kte
rého lze poznat směr, od-
kud vznikl ráz. V dalěí

etapě vznikají sekundární

trhliny v obvodovém směru,

ráz; lastury jsou v obvodových lomech

Obr. 5.11

6•.Ráz na skleněnou desku

Vznikne-li ráz v bodi

a to ze stejné strany, na jakou pdsobil
. orientovány opačně (obr. 5.11).

Je-li tabule skla zasažena st~elou velké rychlQst1, nestačí se sít trh
lin podle obr. 5.11 pln~ vyvinout a vznikne jen otvor se sítí krátkých trh
linek na okrajích. POeobí-li na okenn! sklo ploěná tlaková vlna, může vznik
nout bud si! p~evá!ně radiálních trhlin. je-li rá~ mírný, nebo pfevážně obvo
dových trhlin II obvodu tabule, kdelto st~ední část se posune jako celek, ani~

se podstatněji poruAí. Tento druhý př:ípadnastane při "o8tr~m" rázu velká
lntenzlty.

Vznik a !ífení trhlin ve skle závisí také na stavu vlastních pnutí. To
se vyu~ívá II tzv. bezpečnostního skla, které se po nárazu rozsype na ma.lé
ěáatečky.

Obr. 5.13Obr. 5.12

7. Ráz na zub ozubenáho kola

Vznikne-li ráz v soukolí ozubených kol, md~e 8e poru~it jeden nebo i ně

kolik zubo.. Lom se ěíf'! bUQ tak, jako p~i etat1ck4m zat:í!ení <obr. 5.12),
je-li rychlost rázu malá, nebo podle
obr. 5.13. Část 1 - 2 je kvazik~eh

ký lom drobně zrnitáho vzhledu, část

2 2 - 3 je smykový lom, jeho! povrch
je.hladkt a nese stopy po relativním
pohybu obou částí ptá1 ěíf'ení lomu
(rysky rovnoběžná s nákresnou na obr.
5.13). Smyková část lomu vzniká vždy

u ko~ene protějěího (nezeti!eného)
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boku zubu a lze podle ní bezpečnA usoudit na 8m~r síly pdsobící p~l poruA.
kola.--.'

PoruA!-li se zub·d.navov~ lomem, vzniká rovně. h1adk'.lomov' plocha.
Probíhá vlak vidy jeD podle obr. 5.12 a čáry na lastufe lomu probťhajípf'e

vá!nA kolmo k nákresn~ na obr. 5.·12.

8. Účinek podzemního 'nukleárního vÝbuchu

Uveden4 poznatky lze aplikovat 1 ve velk4m.ma~ítku, jek ukáleme na pfí
kladu výbuchu nukleární nálole 1, 7 kllotun 9T v hloubce 300 Ul pod povrchem
(obr. 5.14). Výbúchem vznikne t~aková vlna o 441ce' L = 240 m, na Jejím! če

le je tlakov' napatť 1"0 =4' MR m-2••á-li hornina kohezní pevnost (;, =
= 2,MR m- 2, odděl! se vrstva o tlouAfce

podle (5.19). Je-li rychlost zvuku ~.horn1ni C = 2000 m s-1 a m~rná hmótnost
~ • 1500 kg m-3, vyjde rychlost, 8 jakou se vrstva odd~lí, podle (5.23)

E
O
O
M

=

A.

2 4 10
6

. (1 -...!...2 42 ) = 2 m 8-1 •
1,5 • 2 • 106

-2-
4MNm

Obr. 5.14

= 4
2 • 10

= 0,2 m.
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Poznámka

Proto!e vytvo~enim

trhliny jeAt§ nekončí

~lnový d~j, mOle vznik
nout (p~i vltAím pom~ru

Í"o/~,.) dali! trhlina,
takže se odd~l:l dv~ nebo
n~kollk vrstev. Např.

u vlny na obr. 5.15 je
tlou~tkaprv~í odtr~ená

vrstvy ~ ,druhá biJ,.

5.3. Vodní ráz v potrubí

Obr. 5.15

/

/

\.
Proudí-li voda z' nádr!e de1!ím-potrubím a uzavi\e-11 se náhle záklopka

nil konci po~rubí, vznikne v potrubí rázová vlna, která se ěí!'í od záklopky
'k nádr!i jednak vodou, jednak potrubím. Ffitom se uplatní yětě! nebo meně:!

m~rou elastická vlastnosti potrubí i vodního sloupce a pasivn! odpory, ,kter4
zpo.sobi rozptyl části energie.

1
)(

Úlohu budeme řeiit za zjedno
dušující.ch pf'edpoklado.., Nejprve
budeme pf-edpokládat, že 'potrubí -je

absolutn~ tuh~ a rychlost vo~y

před rázem se rovná 'lY (obr. 5.]6).

Uzavřeme-li náhle záklopku, vznik
ne ve vodním sloupci pod~lná tla
ková vlna

Obr. 5.16

kde

znaěí rychlost zvuku ve vodě, K modul objemová etlaě1telnosti. Ten závisí na
tlaku 8 na teplotě vody. 1'yto zm~ny zanedbáme (nejsou pro naěi úlohu podstat
né) a vezmeme napfo. K = 2000 MN m-2, ~ = 1000 kg m-3, talde

- 56 -



(5.27)

,Dos8zením uvedených hodnot do (5.25) vyjde

Ť" = 1000. 1410". = 1,41 106 11

ěl11 - 'budeme-li t'lak mlf1t v megapascalech -

(5.28)

t
T

864

(a)

2

2 .

o

o

t
T

---..---tl-----.----...-,--r-,-~,tr---......

4 ·6 8

a
Q..

o
c..

o.

!lakov' ;_!lns',se Aífí, od záklopky k ,nádoJ:~ě. ICd1~ dorazí na lev,/ voln! .konec
(v ěase t =t/c = f ) t odrazí S8 8 vrací 8e:_~.,z~klop,C?Et_.. J8~O vlna tahová.
V čase t = T je celý vodn:! sloupec v klidu; kdy! odra!ená vlna dojde 8~

k z.~l~pce ( t = 2.r ), po~ybuje. se celý sloupec směrem lc nádob!, ryohlostí 1.ť •

Tlak pf-itom klesne na po.vodní hod_o
notu.. Vzá.p~tí se ylna odrazí od .
Bálclopky '8 ,vrscí 'se k ..nádobě op~t

jako tahová vlna. O If'tahov4" vln§
zde vAak mdleme mluvit jen potud,
pokud oelkový tlak neklesne blízko
k absolutní nule;· v t'ako~~m pftípa
dě by nastalo odtrlení vodmho ..
sloupce. Zanedbáme-li hydraul1ck~

ztráty, musí být 1" < 1"'0 ,kde tvo
znaěí atmosf4r1ckt tlak (co! byl
tlak v mí8t~ ventilu p~ed vznikem
rázu). Je-li tato podmínka spln'~

na, vznikne periodický prňbňh tla
ku podle obr. 5.17 a. Tlak v po
trubí ve vzdálenosti X kolieá
podle obr. 5.l7b. V čase t =T ,
ar , ST , .... je cctlý sloupec

v klidu', v čase t = O , Lt r ,
BT t ••• S8 pohybuje sm~rem

k záklopce rychlost:! 11' , v čase

t: = '.lT , GT t 10 T , ••• . se

pohybuje stejnou'rychlostí opačnÝm

8m~rem (od záklopky). To je pro
začátek dAje znázorn~no na obr. 5.18.

Obr. 5.17
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t" =: <? C ('\t' - W) I (5. 29~

tedy meně! ne ž podle (5.25). Zárovaň by vznik
1atahová napětová vlna v potrubí (index "p")

PrOběhy tlakO na obr. 5.17 a 5.18 jsou
idealizovány. Ve skutečnosti se tlakové vlny
tlumí hydraulickými ztrátami, uvolňováním ply
nO za nízkého tlaku, popř. odtrlením sloupce.

Nyní posoudíme, jakým vlivem se' up:latn!
pru~nost potrubf.· K~yby potrubí bylo pružné
pouze v podélném směru, umožnilo by pohyb zá
klopky po vodním rázu společnou rychlostí W •
Tlaková vlna ve vodním sloupci by byla.

t ~ 3r

Obr. 5.18

______ v

~t.O

vT

(5 'O '<?1" Ctv W I (5.30) ,

která by se š!~ila mnohem větě! rychlostí
Cl'-=~Efv/~1" než podle (5.26). Na vetknuUm
,konci potrubí by.se odrazila a vr~tila se

opět jako tahová vlna (přestup-vlnění do st~ny nádoby zanedbáváme, stěnu po
važujeme za absolutn~ tuhou). Po prdchodu této odra~ené vlny je rychlost
v potrubí nulová. P~1 op~tném odrazu na volném konci potrubí (na stran~ zá
klopky) se tahová vlna změní na tlakovou a rychlost záklopky se zm~ní na"W •
Vlivem tňchto odrazO se k prňběhu tlaku na obr. 5.17 a 8uperponují napě~ová

-pulsy o amplitudě ± q>",C", W • Velikost rychlosti lIJ vypočt-eme z podmínky
rovnováhy sil pO-sobícíoh na záklopku. -Je-li x,..~ světlý otvor v potrubí a
2.'JtT"- prOf'ez potrubím ( {, je tlouštka potrubí, r jeho poloměr), musí

být

(5.31)

čili

1
1 + ~ §!tť Cty • .'E!...

~ ~ e' ,.

Tak~ tento rozbor je značM zidealizován. Levý konec potrubí není dokonale
vetknutý a vzájemné pdsobení vodního sloupce a potrubí je slolitějAí.Na pra
vém konci po~rubí ruěivě pdsobí nenulová hmotnost záklopky, s kterou jsme ne
počít.ali.

Skutečná potrubí je prulné taká v obvodovém' am~ru. Vlivem tlaku tv
v něm vzniká obvodové napětí.' (t.. 8 osové napětí (;0

(5.33)
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Objem potrubí se zvltAť v pomlru

A (JCT1-ť)
'= • , ..

~,-\ I.

Z Hookeova zákona

(5.34)

takle

AV rl'
T - l.E,. '" ( S' - Lt ft1" ) • (5.36)

Pi"ipočteme-li k tomu objemovou zm~nu kapaliny 1"I K t dostaneme pro celkovou
pom~rnou zm~nu objemu, kterou vyjádf'ťme pom§rem t-/K nd , vztah

(5.37)

Efektivní (redukovaný) modul objemová stlačitelnosti tedy vyjde

1
K"col u:" r" ( 5•38)

K + 1E,.,'" (b -ltf«',.,)
Zavedením tohoto modulu objemov~ stlačitelnosti mOleme pf1b111"nJ respektovat
vliv pru!nost1 potrubí. Nep~esnost vzorce (5.38) spočívá mj. v tom, le tlak tv
není po d~loe potrubí konstantní a le se potrubím Aífí napěfov~ vlny, takle
pomlr G"'b : '<fo = 2 : 1, plynoucí z rovnic (5.33), ve skutečnosti neplatí.

Tlak v potrubí mimoto závisí na prOb§hu zavírání záklopky. Pfedpokl'dej
me, le záklopka nebude uzavfena náhle, ale tak, le sloupeo vody S8 bude rov
nom§rM zpol!ovat se zpold~ním a, _ PfedpoJcládáme, le 0,> ~e/,.t , takle se
záklopka t1pln~ uzavf'e jeAti d~íve, ne'. tla"f.'ová vlna dorazí k nádobA a zpit.
Tlak pdsobent zavíráním z'klopky bude nyní funkcí ěa8u

1f\1(t) : ~c,~lt). (5.39)

V t4to rovnici značí 1\1' l -1;) ~ ryohlosti pdsobenou zavírtlním záklopky
Podle pfedpokladu

(5.40)

Tlak vzrdstá s časem 81 do Oka-liku, kdy se záklopka zcela uzavfe; tehdy je
rychlost v (t) ~ 11'0 (= pdvodní rychlost proudu) a proudlnt S8 zcela zastaví.
To S8 stane v čase t :I: to = l\I'"oJtl. Dosadíme-li za ~(to):vo do (5.39).
dostaneme
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(5.41)

Maximální tlak je za t~chtop~edpokladdstejnt, jako kdybychom záklopku Z8

vi'eli náhle, nastává však pozd~ji. Tento tlak by vAak nemohl vzniknout,
kdybychom záklopku zavírali tak pomalu, ~e by se pdra!ená vlna vrátila k zá
klopce ješťě df-íve, ne~ bychom ji zavfeli •.

5.4. .Ráz vodního paprsku na pevnou st~nu

Dopadne-li válcový paprsek vody rychlostí -tY. na pevnou nepohyblivou
st~nu, vzn1kn~ nárazem tlak odpovídající stlačitelná kapa11ni

(5.42)

Není-li stěna absolutn~ tuhá, ale má mechanicko\l impedanci ř =~A CA-o (index
"s" se"vztahuje na stěnu), vyjde·

~e l
-----'\}' ·
~ C +- '1::

Oba vztahy se ztotožní ,pro lim .c ~oo • Tlak 1v vAak trvá jen velmi krátce.
Od okrajd.plochy 'dopadu se začne šífit odlehčující ~lna. Současně vzniká ra
diální pohyb kapaliny ven z odlehčených oblastí, až tlak klesne a ustálí se
.na hodnot~ př!slu~ná změně hybnosti nestlačitelná kapaliny, toti! na

Tento d~j je schematicky znázorněn na obr. 5.19 •.

,
'I

I

I
I

I·

.
I
I

I,
I

~v

Obr. 5.19

•
I
•
I,
t

~"

Má-li vodní paprsek prOměr 3 mm, trvá maximální tlak uprostfed plochy
dopadu přibliln~.
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tedy asi jednu mikrosekundu.

Výpočet je zalo!en na ideálnich předpo

kladech, která nebudou ve skutečnosti splně

ny~ Čelo paprsku nebude rovinn~, jak je na
obr. 5.19 zakresleno. Abychom mohli posoudit,
jaká chyba tím vzniká, budeme se nyní zabý
vat dOEadem kulové kapky (obr. 5.20).
V prvních okam~1cích krátce po dopadu kapky.

lze p'ohyb část1c směrem od normály zanedbat.
Bod P na okraji styčná plochy je od.nor
mály vzdálen o ~ • Snadno vypočteme, že

Obr. 5.20

(5.46)

Má-li začít pok~es tlaku vlivem odlehčující vlny, musí být X< C • V mez
nim p~ipadě je X = C ,tedy \~ eot~ 'f "= e • Pokud je úhal Cf malý, mo.žeme
dosadit ~'f :: ~Vrvlf -:: xl, ~ takže 1Y r/x. : C a odtud

X :. ( 5.48)

= 0,B.10-3 m =.O,Bmm.
2 49 10-3

1500
= 600x

Jakmile kapka zasáhne plošku o poloměru X danám rovnicí (5.48), začne tlak
tv podle (5.43) klesat, až převládne radiální pohyb vytékající kapaliny a

tlak klesne na hodnotu ~f"k' podle (5.44). Výpočet je op~t pravdivý jen čás

tečn~; mezní polom~r, pfi němž začne pokles tlaku, je vět~í než podle (5.48).

Abychom si učinili lepě! p~edstavu o velikosti tohoto mezního polom~ru,

vypočteme je j pro kapku o prdmě~u 4' mm ( r = 2 mm) a rychlost 1)' :.:.. 600 m s-1.
Vyjde'·

\ft
. Této hodnotě odpovídá \f' =0, 8/2 =0,4 a ~ '1* 1-'2:" = 1 - 0,08 = 0, 92.
Dráhu ~ =r(1 - ~ 'f) =Y\f?' 1'1. :: 2 • 0,08 = O,16.mm. urazí kapka ·za t =
= (0,16 • 10-3 I 600) 106 fLs = 0,27 jJJ s. Po Uto době (ve skutečnosti
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bude o naco vatii) začne tlak vdotykov4 ploloe klesat. Plti· 1: -;"'00 tento

tlak vyjde

1" = ~ e '\r = 1000 • 1500 • 600 • 10-6 MN m-2 = 900 MN m-2•

To je hodnota srovnatelná s pevností oceli •. ·Je z~ejm4, le dopadem částic ka
palin;, velkou rychlostí vznikají velmi vysoká tlaky, kter4 vAak zasahuj! jen
nepatrnou oblast 8 trvají jen zlomek mikrosekundy nebo nejvt!e nAkolik mikro
sekund.

Uvedenim zpdsobem lze vY8vAtllt erozivní děinlcy vodních kapek p~i prdtTo
ku mokrá p'ry n!zkotlakov~1 stupn1parních ·.turbín•. Eroz:! jsou ohrolena i le
tadla,kdy~pro14távajívysokou rychlo.st! vrstvou mrakd. Dopadají-.li napi'.
drobn4 vodní kapky velkou rychlost! 4Da·.desku.z orgaD1ck'hoskla, zpdsobují
v místl prvního dotyku tlakovou vlnu, která má. dvojí Akodlivt účinek. Jednak
mdle na opačn4 stran~ zpOeobit mikrotrhl1nky rovnob~~n4 s povrchem, vyvolan'
odra!enou vlnou (srov. 8 obr. 5.-4 a 5.5), jednak mdle zpo.sobit, le v povrcho
v~ vr8~vA vznikne prstencov1tátrhllnka kolem místa dopadu kapky, a to na
straně dopadajících kapek. Velk!' tlak v m!st~ dopadu kapky. toti! vyvolává
v blťzk4m okol! tahov4 radiální napětí. sít trhlinek zhorAuje prdhlednost a
pronikavě sni~uje pevnost desky.

5.5. Ráz válcov4ho projekt1luna prulnt poloprostor

(5.50)

V'::.---
J\, 11'" 'E.

v nimi l' značí sílu mezi razníkem II

pruln~ poloprostor·em. Vzorec plat! za
pfedpokladu statick'ho zat!lenť. SteJná
síla zpdsobť zpoldění projekt1lu

.. ~ ~
x-=----:.----·

, . Ihv 1..1ty~C?

(razn:!k) má tvar rovnostrannáho válce.podle
obr~ 5.21 a ie .je absolutnA tuhl. Po
dopadu se projektil zabo~í do pruln4ho
poloprostoru do hloubky X. • Je-li
)( «~ -r t odvozuje se pro tento posuv

z teorie pru!nost1 vzorec

• r

r- ,
I I
I . t IL__I 1

I

I

Obr~ '.21

Pfedpokládáme, 18 projektil

Z obou posledních rovnic vylouěímea:!lu

? a dostaneme '

X + E
-{1-"';"-(k-1.)-1C-Y-"'-~- X. .". O· (5.51)
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To je ~ovn1ce harmonlckáho pohybu, která věsk plstí· jen pro
obou tllee tedy trvá

x> O • Dotyk

(5.52)

Jako pfíklad volíme 'Y' = 10 mm, ~ = 7800 kg m-3 (ocel), E = 2,1 • 101lH m-2,

fA' =0,3. Vyjde

11: • 7800 • 0, 91 -5
. II = 1,02. 10 8.

2,1 • 10

Není-li projekti1 ab801utn~ tuhý,.sle je-li rovn!!ocelovf, Je doba potfebná
pro prdchod nap~'f.ovc:S vlny tam a. zp~t

T
2..2.Y'=---C =

2 • '2 • 10-2

5000.
=0,8 • ~O-5 a. '

Ob~ hodnoty jsou t4ho! __ o .~~~u, takla pfedpokl~d zcela tuháboprojekt11u nevy
stihuje správM skuteěnost•. Uvedenou 'teorii .lze Pl'\oto poulit jen tehdy, je-11
poloprostor z j1náho t podd8jn~jAího materiálu. I, tehdy Je viakteor1e 'zatíle
na chybou, nebo~ rovnice (5.49) byla.odvozena za pf'edpokladu stat1ck4ho namá
hání. Bychlost dopaduprojektilu tedy nesmí bjtpfíliě velká, nemá-li vznik
nout velká chyba.' PfesnějAí výpočet jevelm1 prscn! a ~:f'esahuje nsAe moJnost1.

5,.6 .Ší'ení nap~'fov!ch vln ve Aroubov1t4 válcovf! prul1n6

Je-li ''R et:fední polom~r vinut:!, fY\! počet závltd, cL prdm~r drátu a
G- modul pružnosti ve smyku, pro'dlužuje se husti vinutá Aroubovltá válcová"
prui1na účinkem osová síly." F pfiblllni o

Značí-li ~ osový posuv n~kter4ho fezu, roztáhne se element prullny o d410e
ct-)(. t1č1nkem osov~sily F o d~lku

(5.54 )

kde t je dc§lka pru!in;y (tedy n:Uco11 délka dr-'tu). ;Hmotnost tohoto elementu,
je

(5.55) ,
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'cF' '(}').u
Silou ~··Z o,x. SEt mu uděluje zrychlení 'dt1..

'QF 'Otu
~ )(. d. )( ". d 'wv 'tl C1,. •

podle Newtonova zákona

(5.56)

Za cl'tvv dosadíme z rovnice <'5.55) do (5.56) a pomocí rovnice (5.54) vyloučí

me F . Vyjde pohybová rovnice

Gcit. ť}"

=:- -3i Jtt-tt't f\1.,1,~
(5.57)

Srovnáním s rovnicí (2.4) dO,jdeme k závěru, !e vlna (,{,(Xtt) se bude prulinou

ěíi'it rychlostí

Čas T , za který nap~tová vlna' proběhne celou prulinou, je

tT -: - '-::
e" ~~~- . (5.59)

. To znamená, že rozruch b~ží drátem o dálce L = ~Jt 'RMI ry'chloetí

L
T (5.60)

Protože d1"át je relativně terký (~«R ), ~íi\í se rozruch drátem mnohem
menší rychlostí ne! torzní vlna., která se.ěí~:í rychlostí ~ G/~ • To je velmi
zajímavé, neboť drát je přitom namáhán převážně kr~te~.

Uvedená teorie p~estává platit, dosednou-li p~1 rázu závity na sebe.
V 'tom případě se vytvoŤ! "píst tf, .který se skládá z několika navzájem těsně

dosedajících závitt\. Rychlost nap~iové vlny v něm je podstatně větší než ve
volné části pru!iny_ Čela tohoto "pístu" se pohybují rovněž rychleji než dává
(5.58) •

Skutečnost je složitější, jde~li o fídce vinutou pružinu. Podrobnější

rozbor ukazuje, že vznikají zároveň torzní i podélné vlny ('vzta!eno na pruži
nu jako celek, tedy na pru~nou tyč, která má stejné výsledné elastická vlast
nosti a rozd~leni hmoty jako pružina). Tyto vlny jsou vzájemn~ vázány.



o

5. 7. ,Vzpěr ty~ťnamáh8ntoh rázem

Dopadne-li Atíhlá pruiná tye na tuhou podlolku.vltl:!rychloetí .nel kri
tickou, ohne se. Pro.bruboupf'edstevu J) velikosti' k1'1t'1~' rychlosti 8ta~í

pi'edp.Ok:l'dat ,Ie napětí vyvolan' rázem;'

dosáhne meze elsst1ck4 stability
. f

E
r!.

(;"'-::_X''(,
,1,1- , (5.62)

kde .i, je poloměr setrvaěl1Ostiprd~ezt1, tj. i.J = ~d'JIA RO'9'nice ('.62)
je známi Eulero.vvzorec. ~yloučen!m.CO"' z obou poslednťchrovn10 dostaneme
pro kritickou rychlost l\J""'r vzor~.c

a .' , .
Jt E i., }''2.!i2. (-tJ, 'L

'lt'\!,V' ~ ~ c lr ... 1t"e TJ ·

A~koll byl tento vzorec odvozen za velm1jednoduchtoh ~edpok18dd, souhlasí
uspokojlvc! 8 pokusy. Experimentá~ní výsledky jsóu vlak zetíleny velkým roz
ptylem, col platí o vA.ch pokusech, ~~,~ichi s~ zkoumá. elat:1t~ck~. stabilita.

Dopadne-li' ve směru osy na tuhoupodlolkutenkostěnnátrublCa, začne, se
od Jednoho okraje "mačkat."; 'v',pláAti se vytváf'ejíprohlubn! 8vyv$Aen1ny,
kterd 8e sloi! .. záhybyo Tím' se z8čnedé1katrubkyvýraznězkracovat. Z poku
sda' tenk:08t~nn1m1 trubkami z měkk4oce1i vyplynulo, že kritické napětí

'vtlaku pf1 nárazu trubky je věti! než .p~1,jeJím statlck'm zatílení osovou .
silou a 2iáv~S:( na rychlosti rázu. Je-li tato rychlost v r'ozeahll,do 40 m s-l,
platí pflb11in~ vztah

Do tohot~ vztahu dosazujeme rychlost 'V jednotk'~h m .-1.

5.8. O.lni náréz voZidla.

lCarosc§l'ie moderníchvoz14el. je- t·enkostlnn' 8 velmi často "samonosná".
P~1 čelním nárazu se chová podobnJ jako ténkost!~ná trubka (odst. 5. 7> •
Ha mezi stability dosáhne osov, síla ..celku 8t'1~ hodnoty

'která nezávisí (v prvním pi'1blí!en!) na velikosti deformace_ Nahra4íme-11
vozidlo ekvivalentním válcem, dostaneme pro jeho "redukovanou" (s,píle bychom .
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m~li ~íc1 "homogenizovanou") hmotnost vztah

M
~.= ---,;:y;-'

kde M je· hmotnost celáho vozidla, t jeho d4lka, A
voztdla p~i nárazu vypočteme 'z pohybov~ho zákona

(5.66)

prO~ez. Zpo!d~ní

L1!í-li se vqz1dla pouze délkou, Je zpoždění p~1 čelním nárazu vozidla
nepřímo úměrné jeho délce.

Proto!e zran~ní posádky vzniká následkem velkého zpoždění pohybu, je re
lativně bezpečnější delší vozidlo. Zaoc.eánský parník je z tohoto hlediska
bezpečnější než železniční vagón, pon~kud méni bezpečný je autobus a nejhOře

jsou na tom automobilisté. Narazí-li.automobil' na pevnou překážku rychlosti
25 až 45 kmih, vzniká v n~m zpo~d~ní až 40 g (v okamžiku asi 0,05 seltundy po
rázu). '~ato hodnota je·informativní; ve skutečnosti mOže být zpoždění poněkuQ

. menší nebo větší podle typu vozidla. x).

Vyvalily s'e vlny zdola,
roztáhnuly se v šírá kola.

Karel Jaromír Erben

6. pŘEsNĚJší '!'EORIE ŠíŘENí NA~ŤOVÝCH. VLN V PRUŽNÍCH TĚLE'SECH

6.1. Ra;yleigho kore~ce pro š,í:fení podélných vln v pružném válci

Až dosud jsme zanedbávali vliv příčné kontrakce na pohyb podálných vln.
Zahrneme jej nyní do výpočtu přibližnou úvahou. Budeme předpokládat, že příč

ný pohyb částic se d~je podle stejných zékond jako při statickém pOsobení sí
ly, tj. je-li pomirné prodloužení tyče ve směru její osyu~/~x , je příčné

poměrné prodloužení '-Ik ('O~/'iJx.). M~ní-li sa tyto hodnoty s časem, pak jejich
rychlosti jsou 7J"'MJ!'iJx'H. , popfo.-;tt ('O"'~/'dx.()i;).• Na poloměru r je tedy radiál
ní rychlost hmotných částic -ftr(fj)IJ,J.JI1 ()x í>6-) • Kruhový pr.stenec o délce d,x.

který má poloměr r 8 tlouětku (}.,r , má hmotnost d'M- = 1ltrGl.Ydl{~ 8

kinetickou ~rierg1i '

( 6.1)
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(6.4)

Druhý člen v hranat4 závorce odpovídá osov, složce pohybu. Integrujeme~11 po-
dle polomiru od T =O do ~ = Gt (plný válec má polomlr CA, ), dostaneme
kinetickou energii v části válce omezen4 dv~ma fezy ko~l k ose a vzdálený
mi áx.

(6.2)

Potenoiální energie napjatosti je v tomto elementu

~1-. ~ ~u.. 'l.. 'Z.. ~ '2. (. 'bu )'l..
dU -.: 'La aV = !tE lE ~)(.) xaalC. = "["fJta. 1)( ctx·

Podle Hamlltonova prinoipu má vymizet variace integrálu

r't;" r("J\4 cl U
.\ cH j (;r; - ;r;)ol'l ,.. L.

-ti( tl

Za posuv 4()(,i) dosadíme variovanou funkci AA(x,t) + &-lV (Xl -li) a dostaneme
integrál I1" bl . .Variaci ~(,.(., ()(\'~) a její první derivaoi zvolíme na okra
jích intervalu nulovou. Jd·e pf'1tom o· "nekoneě~~ malou" veličinu, takle· zane'-'
dbáním maltcb člend vyAAího ~ádu dostaneme z r~vnic (6.4), (6,2) a (6.3)

r-tto r e~" &f 'l. fOl,.,u., 'f)l. 5.(,(,
OI .. j ctt J a; ~ a. ~ fA' 'Ull u-i 'i>x'i)t otl< +

ti t.

Nyní budeme integrovat per parte8, tak!e napf'.

~~
ťbt~ ~1,ó~

ot~dt ~
[ Je1,.1

t
.(N ~O~ 1tl.

~x.1>t ~)(.'bt '3)(~t ~ clx ~1
~

-H f03.(AJ '3~~ "(_rtt 'il~t.t. 1tf.
~x.f()t~

~Gt)(.dt
~)(. 'Otto &.u. ctt tl +

t1
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Tzv. "okrajovE! člen;y" v hranatyoh závorkáoh vymizí. Podobn~

r 'Ou ro SoU, '. fr 'č)2t.(A; c.J~ V"" d.,'I.. rJ.,i: '" -j.l 'il -Ii'/. ou- ~\( ti-t ,

Celkem bude

(6.6)

Má-li mít Istacionárni. hodnotu, musí variace .&1. vymizet. Protole 6'IA. ("Ii)
je libovolná funkce (a! na nepodstat ná omezení), musí vymizet výraz v hranatá

. závorce (6.6) o To dá pohybovou rovnici

(6. 7)

(6.8)

Až na člen se smí§enou derivaci je totožná s rovnicí (2.4). Práv~ tento člen

zpdsobuj e, že !'ešení (2.6), popisující bezd1sperzní. Ait-en! n8p~ťových vln,
,u! neplatí. Co tedy platí? Zkusme substituci

-lV (X I t) :: «o AÁJVV t 9.: (x - etr ) 1,

p~edstavující nikoli už obecnou vl~u!. ale sinusovou o vlnov~ délce Á, (zmA-

n~-li se K o A, , změn! se argument sinu o celou periodu). Dosazením
(6.8) do (6.7) a krácením dostaneme pro f'ázovou rychlost vlny

1
(6.9)

stejny vztah byohom dostali i pro kosinovou v1n:u. Je-li poměr Ov/~ malý, mo.-·
!eme použít p~1bližná vzorce

- 1- €,

a dostaneme

. (6.10)
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To je známá Rayle1gho korekce, kterou se opravuje vzorec (2.5). I tato korek-'
ce je v~ak jen pf'1bl1žná a plati pro mal~ poměr~ 0./;" , asi pro O<a/A- ~ 0, 7.

Co je d~Bledkem této korekce? Především to, !e rychlost ší~ení nap~!ové

yIny .závisí nUE!Ji. frekvenci. O fr'ekvenci má smysl hovof'1t jenom u periodické
vlny; rovnice (6.8) popisuje s,1nusovou vlnu. ProtoJe ka~dou periodickou obec
nou vlnu lze rozložit na její harmonické složky (ve Fourierovu řadu), postačí

rovnice (6.8) k popisu šíření i t~t·o vlny. Neperiodickou vlnu lze pak pova~o

vat za periodickou s nekonečnou periodou; místo Fourierovy řady dostaneme
FourierOv integrál. Pomoci zákona superpozice tedy dostaneme z rovnice (6.8)
zá~on šíření jakékoli napětov!é vlny. Vlna sevěak nebude ~í~1t jako celek,
který zachovává tvar, ale vznikne disperze (rozptyl). slo!ky s velmi dlouhou
vlnou (8 malou frekvencí) se budou šířit rychlostí ~~ souhlasně s jedno
rozměrnou teorií, kterou jsme popsali v odst. 2.1•. Složky s krat~í vlnovou
d~lkou (s v~těí frekvencí) se budou šířit pomaleji. Tím se tvar vlny zkresl!
("roztáhne se"). Např'. pOvodně obdélníkovýnapětovýpuls se změní p~ib11žně

na lichoběžníkový s drobnými superp·onovaným1 oscilacemi, vzniklými vzájemným
posunutím harmonických složek rdzných frekvencí. .

6 •2 • .Napěiové vlny v ohýbaném nosníku

V odst. 2.3 jS.lD:e odv,odili pro tento pf'ípad pohybovou rovnici

(6.11)

Zkusíme t zda a jak se mOže nosníkem ší~1t sinusová vlna

(6.12)

Dosazením a krácením vyjde pro rychlost ~í~ení této vlny vztah

(6.13 )

Rychlost s1nusov4 (a obdobn~ 1 kosinusov4) vlny tedy opit závisí na její
frekvenci (na vlnová d'lce). 'H) Tentokrát je rychlost nepřímo úm~rná vlnová
d~lce, tak~e nekonečně krátká vlna by S8 v-nosníku Aíi\11a nekonečn~ velkou
rychlosti. To ne~í fyzikálně možn~. Paradox vzniká ne~esností rovnice (5.11).
Vezmeme-li v úvahu rotační setrvačnost prdfezd, dostaneme místo (6.1) přes

n~j§í vztah

x) Mezi frekvenci f a vlnovou d~lkou Á plati znám,ý vztah f = 1 .
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c

f 1 + l ~~ r·
Ani tento vzorec věak není pfesný a platí pro vlny delAí nelasi 10~

( (, =polQm~r setrva~nost~ prOf'ezu. :; fJIA ).' DalAí korekci, a to. na vl1.Y

smyku (posouvající síly), zavedl do výpočtu T1mo~enko. Tím se· věak jil nebu

deme zabývat.

6.3. Elastická stabilitatenk~ tyče namáhan~ oeovýmrázem

Obr. 6.1

čili

.~ 1~~í-11ďse tlaková napětová vlna
v.,dlouhá tenk4. tyči, mdle nastat její
vybočení vzpěrem, a to jeět~ d~íve, ne~

vlna dojde a! na konec ty~e. Dynamický
děj bude tedy odliiný od stat1ck'ho.
Abychom jev alespoň pf'ibli~ně prozkoum.a
11, budeme p~edpOkládat, že tyčí se ~íf'í

tlaková napětová vlna o konstantní veli
kost i lQ =- F IA .Fro ohyb tyče platí
v tom případě rovnice (2.19) doplněná.

o člen respektuj~cí vliv osov, síly
(obr. 6.1). Vertikální výslednice osových
sil bude v' rovnováze ~e setrvačnou silou

'() ~w

'1))(, (T - F ~) á ~

Místo (2.22) pak dostaneme

roT rv 'Ow
.". ~)( ctI<"'" ~x. (F ~) d,l( · (6.15)'

(6.16)

V obla'sti zasažená tlakovou vlnou je síla F' konstantní, takle
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kde

Je-li tyč pfímá, je w~ O • Jakmile, vA8k vznikne n~jaká ~porucha" p~ím~ho

tvaru, pak pro její harmonickou sinusovou slolku mdleme psát

( 6.18)

( 6.19)

Obdobnou rovnici bychom mohli napsat 1 pro kós!Ln\1sovou slolku. Z rovnice
(6.18) dosadíme do (6.17) a'dostaneme (po zkrácení)

1+ Jt2.
C').. ~ CXr -:r;;:- - f!' ·

ICr'tká vlny se budou Eiíf'it velkou rychlost:! (z'iínedbáme-l1 ~ ,dostaneme
vztah (6.1));81e delší vlny se budou ěí~it rychlostí manA!, aj vlny o kri
tick~ dálce ..t.tr'l+ a d~lě:! se nebud'o~ Aí:fit vdbec. Pro kr1t iekou délku dtosta
neme anulováním prav~ strany (6.19)

" ..~-r":: et."Jt-1l -- ,
\~\

(6.20)

Dosadíme-ll sem podle (2.5) 8 (2.'.9) F = ~C1t'A ~ vyjde

).,trir ... ~3t ~ ~~~ A '" 1Jt {, V ~ ·

Zde op~t

(6.21)

Jde-li o tyč kruhováho pr6~ezu, bude ~
rL

- ~, cL značí prOměr tyče. Pak

(6.22)

Neiíf'ení vln.Á, ~ ~~l'\+ znamená, že se prdhyb bude na míst~ zvětAovat.' Tím se
vyznačuje ztráta el8st1cktS stability prutu. Prot'o!e na me~1 elastická stabili
ty je ...\., = Jv. trif ,budeme moci na vybočující tyči pozorova~ stOjící vlnu
právi t~to d4lky.

fato úvaha platí i pro elast icko-plast1ckouoblast namáhání, nahradíme-li
modul pru!nost i ICármánovým "redukovaným" modulem \ '

E . '= '"\- E 'E.,' , kde E značí Youngllv modul a E'= cL 6'
\(. <.\ft. + 'lEl) '1. d. €o

podle obr. 7.3 .
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6.4. Ší~eriť napěťových vln v pOdmJnkách rov1nn4 napjatosti

y

o

dx

x

P~ejdeme nyní k dvou
ro~m~rritm úlohám a začneme

8 tenkou deskou, v níl lze
p~edpokládat rovinnou na
pjatost. Tlouětku desky
zvolíme za d~lkovou jed
notku. V sou:fadnlcích X

~~ jsou nenulová pouze
složky napjatosti .~)(. ,

G'; a t'lI.':t = tt";t)(.

(obr. 6;.2). Krom~ uvedených
nap~tí pf1pojíme k elemen
ťu jeětě objemovou setr
vačnou sílu, jejíž složka
do směru osy °X , poP:f.?t
je

Obr. 6.2

~ak pfevedeme dynamickou dlahu na statickou úlohu o rovnováze sil podle d'Alem
bertova principu. Podmínka rovnováhy sil do sm'ru X 'dává

a po úprav~

(6.2)

Obdobně

(6.24 )

kde ~ , I\r jsou posuvy ve směru X. , lt. Z Hookeova zákona

E
( e~ t ft' E: ~ ) ICJ)l :.

~-fA'1,

\;'~
E

( E. ~t- fv f,:..) I
~

1-~~

~x"j :: L~)(. G- t''J/.) "= (7 r'4 l4 •

(6.25)
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Slolky pfetvofení lze yyjád~it pomocí p08uvd

'bu,
~" :::: ~

f()u 'OV'
r~~ -:::. d~)(. =:: "7OV ~ ~~ ·

. "

Dosazením (6.26) do rovnic (6.25) II odtud do (6·.23) a (6.24) vyjde

~ '()1.~ S 1}"-UJ ~"'\J' . tt) .....(A,. rut,q

~ W -= It - /k'l.. ( ~)(.'t- +!J'- ~XQ\j 1+ G T.. 'b~"- + ~"Ioy.} J

'b~1\)' E '0t.1}"' í)'),..tv- lij"'"~ 't)V.tv '

~ ~t't- ~ '1- }A-" [ '()t"'tť rh:()~ 1 + G- l '/)K'f..+ ~x'a~ 1·

(6.26)

(6.27)

Podle rovnic (6.27) je molná bezdisperzní ěífení podálných vln libovolným
~m~rem rychlostí C~. Za p~edpOkladu, le

A.N -= f ()(. -C'W t ) )

."J' -: lj.() - CMlh)
dostaneme

(6.28)

atd.

I'

a z rovnic (6.27) vyjde - z obou rovnic stejni -

e~ = ~ (1;1.)~
To je vAak vztah (2.31). Pro pfíčnou vlnu platí, !e

-Ul -:. t (~- Ct t ) I

"lY .., q( x.:- Ct {; )

a z rovnic (6.27) vyjde

(6.29)

(6.30)

(6.31)

stejn§ jako d~:(ve. Neomezenim l'OV1~::-'pr~8t~edíiu"se mdle' Aíf"1t . oD"ficin' podálná
1 p~ťěná vlna, ani! vzniká disperze.

6.5. ,Šífení na?~tových vln ... podmínkách rovinn4ho' pf-etvol-eni .

Na rozdíl od m1nul4ho odstavce je nyní ta = O ,takle
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o

Hook.Gv Balon d'vA

G"~ -: 1 G- ~'" '+ :3 A, e ,
G'"3 :: '1, G ~~ +- "O Á e t

r~,~= G T'(~ t

kde

Pf1.tom

(6.33)

(6. 36)

zna~í Lam'bo .lest1ekou konstantu, K modul objemov4 etlaaitelnost1, ,G
dul pr~I!t08tiv. smyku. Bovnice' (6.33) nyn! nastoupí DlÍeto řovnlc (6.25).
Mi.to (6.27) pak po ápra•• do.tan•••

~~AN' ", ',,' lOe , o,' ,',I.

~ ft f;1. ~ (.L + G) '1lt + G t7 AA, I

>~1,1\J-' o' , ' 000' 'Oe. ~

~ ht.-- l.l + G) ~~ + G- tl JIl" i

mo-

kd.

no••dť..-li 4. (6.)6) •• .,..or06 '(6.28) pro pod'lnou vlnu - • pouliti. (6.26) -,
dost.nt.. pró'r,GhlOět'í~.nípo441bl vln, vstah

_'(~. 37)

To Je .lak,l'()ynloe (2.3). SlJ)ttro...' Ylna(6.JO) Je ek.,lyolu.••tl'lot••- nebot
o.;~ + ~; =0 , teklev rovnldóh (6.36) odpadne Da pr••' stran' prmi
al.n. B7ohloet lťfen1 8J11kov!oh vln ""34.

(6. )8)

shOdni • dflvljlí••

-·Lze dot'l_tf •••te"ll' dr\!b:yvln - poddln' 8 rychlost! (6.31) a pfíaná
• 1'1chloetí(6.38)- .e mohou líl'lt 1 nekoneam tro,1l'osmll'm el••tiolcm
1aotl'opn!m pro.tft.dím. .
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6.6. Baylelgho povrchov4 vl~

Teorie Aífení pod~lných 8 pfíčných vln
nemdle vysvltlit vznik povrchov4ho vlnlní,
kter' bylo molno pozorovat pf1 zemltfesení"
ani vznik vln na hladinl mo1'8. Tyto jevy vy
8v~tlil Bayleigb teorií, která 88 tik' pru!
n'ho poloprostoru ohranlěen4ho napf. osou
~ = O (obr. 6.). Do rovnio (6.36) zkusí

me dosadit

tt ~ Ul~)ANw h,(x-ct)J

I\ť ~ V( ~) ~ ~ (x. - ct ) I

kde

Bovnlce (6.39) pfedstavgJí eliptický pohyb

Obr. 6.3

(6.39)

(6.40)

kde CA, = Ul "A-) , .e" • V(~) • Vlechny body, kter4 1elely pdvodnl na rovnobll
ce ~ =konet., opisují eho4n4 elips" avlak 8 t'zov~ posuvem, ktert .8 mini
ve 8.lru oay X ,takle tyto ellpt1ck' pohyby bodd vytv'fejí geometricky
vlnu o 4'1ce ~ t POhybující .8 t'_ovou rychlostí C ve smlru 081 X ( obr I)

6.4). Dosazením (6.39) do (6.36) dostanellle dYi rovnice, kter' mdle•• upravit
do tyaru

ciU"+k?·(ct.-C11-)U-~(ct-et)V&:0,

e1.~ VII+k'1..(e.... - ci)V +~(e}·-ci)u' :: O,

(6.41)

C1.. -
t - ( 6.42)

ětverce rychlostí pod41rMf 8 pf!~n~ vln.v. Oblma rovnicí. (6.41) mdlelle vyhovlt
8ubstitucí

u ~ A-k, ěo(~ + 'B ť-> e.- fJ~ I

V : A cJ... ~-o(~ + B ~ e -~ ~ t
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zvolíme-li

(6.44)

Obr. 6.4

o tom se Il6leme pf8svidělt syl,.t pro kaldý partikulární inte8l"l

Ksldá z tlchto dvojic ttmkcí splňuje rovnice (6.41) identicky. Int.B1'a~ní

konstanty A ,~ V1Jdou z okra.1ov!ch podmínek

pro (6.45)

Tyto podmínky vy••dují, aby

2. GVI ( O) + "3,.\, t k tj (O) + V' (O)] lIS O,

U'(o) - lV lol =o.
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D088zenťm,(6.4) do (6.46) vyjde soustava homogenních rovnic, kter4 vlak jsou
l1neárni záv1s14, 8 tedy feAlť.lnfS· ·pro .pom'r AlB·, je-li determinant soustavy
nulovl. Anu:ováním determinantu dostaneme podmínku pro neznámou rychlost e
(po úprav~ pomocí definičních vztahd mezi elastickým1konstantemi)

Vyjde

(6.47)

Protote

.:. ..... :e- (6.48)

(6.49)

závisí c. podle (6.47) na Poissonově čísle. Pro fA' =0,25 vyjde Co :: 0,92 .
• C2.' pro IN =0,4 je e:1: 0, 94 c~ • Vidy vyjde e <. et. • Proto!e O(. ,(3
jsou reálná kladn' čísla, zmenluje se amplituda U 1 V' exponenciálně se
soufadnlcť 't . Z rovnic (6.4)4l je zi'ejmá, le O(.; ti ~ jsou tím vitA!,
atm menA! je vlnovli dEllka ,\, (fl tedy kJ větA!). Vlny o krátk4 dáloe zasa
buji do mana! hloubky pod' povrch (obdoba "skin"-,ef,ektu, známáho z elektro
techniky) •

. Postup, jaktm se ellpt1ck4 pohyby ~á8t1'c skládají v povrohovou vlnu~ je
zf'ejmf z obr. 6.4. Zároveň tam lze pozoro.at, Jak sema'n1 ellpt 1ck4 dráby
~ást1c pf1 postupu do nitra tělesa.

6. 7. ·'-'l1kace ov l!Ydrologl1 a selzmologii

Ideální kapelina není sohopna p~ená~et smyková napití, tak!e 6- :: O ,
a tedy let.' = o • Protola E :: 1.{ 1+~) G , je talc4 E ::: O • U 1deálnť ka
paliny nem' smysl mluvit o moduleoh J,ruitnostl. ledyby mohl - snad v beztíln41l
proetféd! - existovat volný sloupec ideální kspalin"nepotfebovsli bychom
Je jeho, pOIla1'm 8tla~.1Ú ·.'dnou sílu. Objem by .ep~:l.tom nezmin11, takle
~ =0,5. Lam4hokonetanta (6.35) pak nabtv' neurělt4 velikosti (nula d«11en'

nulou) a limituje k .modulu stlaeltelnostl k • Podle (6.37) je pak rychlost
I •

lífení pod41n#ch vln v lde'ln1 etlaě1teln4 kapaliDl

(6.50)

Pfť~n' vlny se v 1de'lní kapalln~ nemohou lífit.
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hotole 8myko'V,'ánep!tť vymizí identioky. _menA:! .e Mohrova kl'~nlc8 na
pjato.ti na bod, tak'•.\ix. --= ~".t::' <;!:'~-t" (Pasoaldv zalkon). To.souhlasí·ee
vi-tahem. (6.32) pro -'ft • 0,5.

ItychlostA!fen!Rayle1gho vln -tecty 1 moP.k/oh'vln ~ J. v 14e'1n.ť kapa
-lina nulov,. Skt1téčná kapalina .. voda .. m' v'sk ur~ltou. vlskoeitu, které za
J)ot\1bu ulloaňuje pfeno. JIli.lltch 8lD1k ovtch napft:.!. Proto Je ve -skuteěnost1 rych

l ...tl:lfen! pOWCho"tch vlnDé .MI Od. nu~ r4/.n~•.•••u. Dla~'.
V·.11Imo10111 ale pod41ntt .1ft1.naztvtlJť....P-vlny .. (pl18h wav8.).a·.pf'!čntf

S--vlny (.halee wavI.).·) se izmogř8t .a.Dam.n'\f',..~tlCI:.ipr... p.y11\Y, JEterfl 8.

lťl'ť hej-ryohleji, pak S-v11\V .• naposle4y Rayle1po vln,- Protol. 8. P-vl l1l
II S-.lny A':!f! pl'ostorem,' lEd.'to Baylelgbo"vlíb' sl:,lt"! .. ~.n Pfi~ :povrohu, . zmen
luj. I' intenzita B~l.llbo .,.ln •• vK'lénostť oc1zclr0J- Jen pomalu. Proto
tytovlby pě80b! pi'lH••tf._tn! n."Yltl! Ikod~. Jtaylelgbo vlil1 v povrchu .....
ek' tdry 88 .Iale ponlkud li.i 04 eohttmatu na obr. 6.4. Vel'tik41ní alo.ka pohy
bu,- j. Vío.' ft.ho .'DI potlaeenla tekl horllontdln1 alolkabtv' t'lllf 1*OYDO

'blan' .~ ěélem '1l\Y, mleto aby byla t nllluko1má. Love uk's.l. I. tyto, odch11
ley ll' vYé...at1it .'vláloetť.04u.lťlprulnostl II hustoty .emsk' tdr,. na hloubce.
ryto pOlmlnlft' B*11eipó vlr(Y S8 tedy na_tvají:Loveho yiN.

/'
"/",,.,]11"

C" /

BejjednoduA5í j. odraz poddlnlch
vln •• .,odn! ruldl'll o blad1ft.u, nad níl
je vakuum. V l<1e'lnt kapalinA nemohou
vsnlknoutpfťen4.vlnya pf.stup vln do

vakua neJŮ molDi. Pak platí Jednoduohl
z41ron o \1hlu odra.u, který 88 rovná
'dnlu dOpadu, col "••fejm4 z ·obr. 6.'.

Šífí-li 8e poddlnl vlna ~,chlO.tí

el'tV podle (6,50', je lIolno na hladinl
pozorovat tázovOQrychloet

CIW
~ .... ," I (6.51)
\.- ~,

1'0 ..1••1'• .111' zobl'. 6.6. Re. bod A' rov1nn4 vlny ll' doraz! do bodu B,
upl1r.a,aeA-v ,. A'" Cnv • Za eteJni Gs. \lb.hne na hladin. vlna drábu A'P.> =C~At
"lOu.~.b1J1 Ai: zobou pottledn:t:ch rovnic d08taneme' (6.51)' •

• ) . Topueh =strkat, to ahak. = tfut f viklat.
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p

Obr. 6.6 Obr. 6.7

, (6.52)

Za dobu Ai-;: Ani c~ urazí totii odrale
nt pap~8ek dr4hu AB·:: Ci; /lt (rovinná
vlna se odrazí Op.t jako rot1nná a po
vrchová tázová rychlost je. spoleěná.

pro obl odralen' vlny).' Srovnáním
(6.51) a (6.52) dostaneme

..
Obr. 6.8

V naAich dvahách 8e om~zíme na rovlnn4 vlny a na rovinná rozhraní. Dopa
dá-li pru~n$m poloprostorem na rozhraní 8 vakuem pod4lná vlna, 'odr'lť 88 na
povrchu t sk, le odraJen' vlna obsahuje pod~lnou 1 pf! anou slo!ku ( obr'- 6. 7) •

Pro odralenou pod~lnou vlnu platí
stejn9 sQcon jako na obr. 6.5 a Tztah
(6.51). Pro pfíčnou vlnu dostaneme po
dle ·obr. 6.8 rovnici

eé.

C1lIV
Mívvd:.

Protol. C-t- <: C"" , jet'. (h <0'.

V obeon'. pfípad. pdj~. o rozhraní mezi dvima elastickými prostfedíml.
~. nim naateae 04:&'•• ~ lepm. Pf:!1í111lntf _'konyodvo4!1l8 I tlohto ekut.anostil

1. na roshr_ať jeou .poleafttf ftorm'1oy' 1 teen4 P08UY1,

2. na roshlt.tJ:! ~.ou apo31t' aozeJlutlo.4 1 t.erul napit:!,
3. na ·ro.u.~ť 3- 8pol.alWt'.~' 1'Ychlolt.

U pl-t8Dtch"lD,3é tf.ba ro.llI0••t 491. 8lolkl (d?,_vllllta:! pf'!pady):
810!tu S - Upolarll&oyaftou tak••• posuvy .8 41J:! hOl'lzont'lnl (kolmo t n'"
kr.anl) t .• Ilolku S;' V , u Dťl .e P08UVY <lijí .e .ert1k'lrd ·rovini (v ro"
vinl ndkr98ny) e 'Slolka S - H .'tu vlastnost, •• 38j! ~"tlc. I18kona.11 'Pfl.
Itf.n! vlD1" .'dlll pohyb, ktert by_l eloJku" rychlo.tl kolmou Jl: J.'~zhl'ant.;

tato elol1ca tedy DeIlAI. 'budit IIl4noupocS41nou "'lnu, ale •••• jenom S'" R vlri1
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(obr. 6.9). Označíme-li veličiny spjaté s dolním poloprostorem indexem 1 t

S horním ~ , dostaneme pro odraženou a lomenou vlnu

s· H

Obr. 6.9

s· H

s- H

Obr. 6.10

I
(6.54)

p

Nej.obecnějěí p~ípad nastává, dopadá-li na rozhraní dvou elastických pro

et:fedí P - vlna nebo S - V vlna. V tom pf'ípadi vznikají vždy dvě odra!ené
,14-0-1 lomen' vlny, jedna podf§lná a druhá pfíčná (obr. 6.10). Z podmínky, že
tázov' rychlost na rozhraní je pro vAechny vlny společná, vyjde

.-:' (6.5')

Zatím co zní tu slova strohá
a těžkopádný rým,

pf'ibťhá krása bosonohá,
lehou~á jako dým.

Jaroslav seifert

7• §tkNíNAPJ1!'OvíCH VLN V ELASTIClCO-PLASTICKÉM MATERI!LU

7.1. ?od41n4 vlny v pr1zmat1ckE! tyči s bilineárním.praoovním diagramem

V tomto odstavci zobecnímepoznatky z odst. 2.1 na případ materlalu,
u nlhol lze vztah mezi napAtím a pom~rným prodloužením, pop~. zkrácením
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jednoduěe definovat. Z. experimento. je
známo, ~e tento vztah závisí obecně

i na t.eplotě a na deformační rychlosti.
Nyní však budeme předpokládat, ~e v me
zích našich přikladó bude tato závis
lost neměnná. Nejjednoduš§im p~ípadem

je materiál s bilineární charakteris-'
t 1kou podle obr .7.1. Pro napětí

~ < G"1t:-. platí Hookel'1v zákon '~ =\; JE
a rychlost šířeni elastická pod~ln~

. vlny je jako dMve ~ E JE: • %dyl věalc.
napětí Ci' p~est oupi hodnotu c;;'k: ,

eemu~ odpovídá rychlost část10

'V">C;r:../~c , čili \ť.>qr.:./~E~, vznikne
poměrné prodlou~ení (popf. zkrácení,
jde-li o .tlakovou vlnu) Obr. 7.1

I
I
I
I b
I
I
I
I
I e

Část c'L je elastická (pf'i odlehčení vratná), část e. rv plastická (trvalá).
Mezi nap~tím G' a prodloužením S nyní plati vztah

o '

jen pro ~ ><3"

Obr. 7.2

v

>

b

kde ~ je modul plasticity. Tento vztah platí
Modul plast 1clty l' má v rovnici
(7.2) stejnou funkci jako modul
pružnost'1 E v r ovn1c1 (2.3).
Proto se plastické nap~tí (nap~tí

v pla8tick~ oblasti) §í~í rychlostí
V"PI~ ~. • Situaci znázorňuje obr. 7.2.
Levý konec dlouhf§ tyče je náhle
uveden do pohybu rychlostí
~>~,,-/~E~ • V tyči vzniknou dvě

. vlny, jedna elastická s nap~tím ~l!.

a 8 pomirnfm prodlou~ením ek:.,
druh' plastická 's napětím G' - COk.
8 8 poměrným pl'odloulením E.- €." •

Prvnt se iitfot l1yohlost:l Ce." ~ E. I~ ,
druhá Cl": ~1'1~ • Obě vlny jsou

tehov' a sk~'dají se ,takla tam,
kde proběhly obě vlny, je napití
(O a poměrnc§ prodlouiení t .
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7.2. Pod~ln~ vlny v tyči s obecným pracovním diagramem

Ns element tyče, jehol prd:fez v nezatí!en'm stavu byl A , dálka ax 8

hmotnost ~ ,pdsobí v zatílenám stavu vlevosíls

(7.3)

kde· F A 8 CO se vztahují na deformovaný element. Vpravo pdsobí síla

Zde ~l~lt) je posuv elementu, který byl p'dvodn§ - v nezatíien4m stavu v čase

t- :: O - #ve vzdálenosti x. od zVQlen4ho počátku.

(7.6)
A~._-,

A

Pracovní diagram je závislo$t pdsobící síly na prodloulení tyče. Sílu
v n§m pfevádíme na nap~ti dllením pdvodním prdfezem A • Tak dostaneme jme
Dovit' napití

Z rovnioe (7.6) dosadíme do (7.5); dostaneme

~~.tú

,et(A<Ó) ;: ~Aol~ 'bt~ . (7.7)

Tento vztah budeme 1cr'tlt A 8 dllit rovnicí

~1-M,

ae, -= ~x.'L 0(,)(. • (7.8)

Vyjde

f( ~~.(.V

-:: 1J'L.tAJI 'i)X.'L • Ii) obto. (7.9)

l!111
6f.q

'fJ?'~ -ae 1tAN
-= .._-'

'Ot~ ~
tj) ')tf!, ( 7.10)

Srovnáním 8 rovnioí (2.4) doepljeme k záv~rUt 18 ryohlost Aífení pod41njoh
vln je
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( 7.11)

Derivace d,~/(Á6 je směrnicí čáry fd : (~(€,) na obr. 7.3.

~. 
K

o
Obr. 7.3

o c t

Obr. 7.4

Je

J.k bude ny~í vypadat vlna vzbuzená náhlim pohybem koncov~ho prdfezu
pr'lzmatlcká tyěe

pro

( 7.13)'

( 7.12)

Vzbudť-).1 plastická vlna nejvatlť. pomlrnou deformaci e1 (8 te~Y~Pit:! G1 ),
dostaneme tvar napi~ov' vlny, zn'zornlný na obr. 7.4. Na osu pof-adnic jsou
vyn••ena pomlrná pr~dloulení, na osu úseček vzdálenost od lev4ho (zatílen'ho)
konce tya•• ~el0 elastlclc:4 vlny dospělo do vzdálenosti Cťt t

Nyní vyletfíme, jaká je rychlost částic tyče. Nel naplfová vlna s pomi.r
r..:Jm prodloulenťm. €, projde elementem d~ , uplyne doba

d><. ().,x
cit- ': C4tu -= ,\ ,~ a~, a

'-, ~ ~-a~

Za tuto dobu se' impulsema!ly cL(AG') změní hybnost elementu o' hmotnosti
~ A ().,"I.. o hodnotu

(7.14 )
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Z posledních dvou rovnic dostaneme

( 7.15)

li integrací

( 7.16)

Pro bilineární vztah podle obr.· 7e 1 vyjde

( 7.17)

. ( 7.1(3)

.Q

-f------+------.,;;.,.

O

P.odle (1.16) je rychlost částice plastické vlny

dána integrálem, který lze vyčíslit jen pro
c(~I Cf\ E- ~ O 81 Jakmile bychom se v praoovním dia
gramu dostali si k bodu . Q, v n~JI1~ je d6'/c;l.t., =- O

(obr. 7.5), nemdže se rychlost teoreticky dále
zvětšovat a vznikne lom. Tak dospíváme k pojmu
Kármánovy kritick4 rychlosti

Vk:r't =1f~e ~ +:~ ol€- ·
o

Nemá-li se tyč poruě1t, musí být V'<'\itri+ •

Pfi tomto výpočtu značně· zjednodušujeme daný problém. Ve skutečnosti ne
bUdQu posuvy ma14,. jakjsms· aldosud pftedpokláda11,8. kf1vka (;' (tJ. nebude
nezávislá na ryohlost 1 deformace.

7.3. Interakoe zatělující 8 odlehčující vlgy

Jak Jeme jil uvedli v souvislosti s obr. 7.1, má poměrné pfetvof'ení vJdy

svou elastickou vratnou alolku. Plastická slolka '""mdle chyb~t (chybí,
je-li' tl' t" ), ale elast leká nikol.i. Kdybychom tyč s pracovnímd1agr.amem
podle obr. 7.6 pi'edépnuli tak, aby vn! vzniklo jmenovitá napětí 6'" ,8.

pak náhle Batíllli o hodnotu fj.(ii ,nebude' se tyčí ěíf'1t vlna AG rychlosti
Cfv podle (7.11), ale op~t dvě vlny, jedna elastická rychlostí Ce. a druhá

plastická rychlostí Cf" ; celkový vzrt1et A e. poměrnáho prodlou~enť 8e roz
dali na elastickou a plastickou slolku
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( 7.19)

Elaetická· slolka se· Aí:fí ryohlostí Ce, Jako "elas.tlak' návll'!". Nedostaneme
jl z· nali zjednodulenE§ teorie, ale b~la prok'.'na. exper1mentálhl.

o
Obr. 7. 7

Nastane-li D,áhlti odleheení, začne se tyňí A!f'it odlehčující vlna, která
je elastická .líPí se proto rychlostí Ce • Vlcáleme to na p;r.íkladu tyěe vy
rOben4 z materi'lu 8 bilineárním pracovním diagramem (obr. 7. 7). Šíf'ení napi
t o.!,ch vln budeme sledovat na obr. 7.8. Baham zatíiení konce tyče napětím

r; =tonat. (~> <o,,) '" Č8SIO < -I: < t o pronikne elastická vl~a do vzdálenos
ti )(A a pl~st1cká 'Vlna do vzdálenosti Xa • V okamžiku i = to S8 od

o
x

Obr. 7.8
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(7.20)

konce tyče začne §íf-it odlehčující elastická vlne a,dostihne plastickou vlnu
ve vzdálenosti Xc • Nyní mohou nastat rOzn~ alternativy podle toho, O ko-
lik nap~tí' ťO převy§ovalo mez kluzu roL • Plastická vlna mdle vymizet,
tak!e se budou dále líf-1t u! jen elastické vlny, nebo mdle dál v jint§,inten
zit~ po'krač.oV"at. Elastická, vlna jednak pokračuje ve směru, DC, jednak 8e od
prdf'ezu X = Xc, odrazí zp~tk voln~mu konci (CE). Tam 8e mdle opět odr~z1t

(EF). Podrobnost 1 lze sledovat jen tak, 18 kraml napití sledujeme i změny

ryc'hlostí hmotných l!áatie tyěe.

Jak~ p!'íklad uvedeme ráz. tyče vyrobent§ z materiálu 8. bilineárním pracov
ním dlagrame~ (tj. 8 lineárním zpevniním v-plastická oblasti namáhání),. Tyč

se pohybuje rychlost! "., a narazí ns tuhou nepohyblivou etinu. V okaml1ku
rázu se začnou lí!'it od konce tyče dvl vlny, elastická ( Ce,. =iE/~ .) a
plastická ( Ctv =~1>/~ ).'

Tak vzniknou v ěase 0< t <. tj Ce tf-i oblasti; v první je materiál v klidu

a je plasticky tváfen, v druhá se jeět~ pohybuje, avAek proAla j!mu! elas
tick' vlna,'která pohyb zpomalila, a v tfeti má tyčjeAtě pdvodníryehlost,
materiál je tam dosud nepfetvoi'en 8 bez napětí.

Má-li vzn1knout plastická deformace, musí b!t 1r>(;~/f{Ce., • Protole
C~ =~E.J~, Ek:. =~~JE. t mOlema takc§ napsat, le '\r > C~ ~~ • Rychlost

v druh' oblasti je

11"2. = '\)'- - Ce E t;. ..

~íchodem plastickt§ vlny 8e tato rychlost změní v nulovou. Napětí v t4to vln!
.proto vyjde (tlakov4nap~ti bereme nyní jako kladn4)

G', -- 'Olt. ;..( '11"" - Ce eJ ~cr

li .,.t81.d~' ,napití v první (pl,aet ick4) oblasti

,G'-\":& G'IG. +~,Cf'l C~- Ce Er.).

C.'lkov4 poměrn' zkrágení v t41e oblasti je

( 7.22)

POdl. obr. '7.1 Dl' toto pomlrnt§ zkrácení dvl sloiky, elastickou a plastickou.
Pro plaetickou platí vztah

( ~-Ct(~)
t1"'" tl(. + C1'"

<01 cl- cit )
--e-:' C'L. c (1r-Cet~ ..

.~ (e 1'V (7.24 )

Pfl ~pravi poslední rovnice jsme poulili (7.22) 8 definiční vztahy pro rych
losti .. _íf.ní vln. Nyní je stav tyěe takový, jak! je znázorněn 'na obr. 7.9 b.
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~ =0

~<o

O<t<te

V okaml1ku t- = tlce, doraz!
elastická vlna Da voln1 ko
neo tyče 8 odrazí se jako
tahová, tedy odlehčující vl
na. Za ní bude oblast 3
oplt bez Dap§t1 (obr. 7.9 o).
Bychlost částic, které se
prdchodem pdvodní e18st1ek~

vln;y zmenA11a o C~ E", ,se
po prdchodu odralen4 e189-
t iek' vlny zmenAí rovněl

o Ce E" , tak!e bude
(v oblasti 3 na obr. 7.9 c)

Odra!ená vlna se setká s ~e

lem plast leká vlny v okamltku
t = t 1 • Z rovnic pro drá

hu vlnových čel

X1 ~ Ct"-t1

1t-)(.1:' C,e,t1

vypočteme

( 7.26)

x" =

Obr. 7. 9

2.c",-------t,
Ctv 1" C~

(7.27)

Skutečná d'lka plasticky tváfen4 oblasti je )(.1 ( 1 ... €o1'-). V okaml1ku t =ti
je situaoe taková, Jako kdyb)' na vetknutou, pfedem rovnom§l'ně stlačenou tyč 1
(8 tlatovlm napití. (;' ) Darazila tyč 3 rychlost! 1\1'"- tet; €.k. • pop:!'.
- (1 ce, f,~-y.). Od prGf••u X. =)(1 se zaanou lťf'1t vll\Y, o nichl budeme pfed
pokl*tat, I. j80U obě alaatiek'. V oblastech j1m1 za881entch musí bit rychlost
hmotntcb eútlc stejná. Ozna~:(m8 ji '\rtt a budeme pfedpokl'dat, le smlfuje
vpravo. Pak zmAna rychlosti v oblasti ·1 , kterou projde odralená elastick'
vlna, je právA Vll • oaleh~uJťcí nap.tť je proto "Ce 1r1f , takle v obla8tl1
bud. po pr6chodu odra.en' e18st lek' vlny napit!

'P ( €. - e k.) + E €." - ~ Ce, v~ ·
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Vlna, která se ě:!ř! vpravo do oblasti .3 ,zpdsobí zminu rychlosti
'ťr -1C~ t.t. '+ 11""'4 ,tedy napětí C? Ce (tV'"- 1ce, Ek;. t 1\r4 ) • Podle zákona o akci'"

a reakci se musí ob~ tato nap~t:í rovnat, takže

~ Ce.. l '1J" - .~Ce-€: \::. fo '\1"4) : 1> (E. - E: t:.) + E t t:. - <? Ce '\T1.j ·

S poulit:Cm (7.23) vyjde odtud pro čtvrtou a pátou oblast (obr. 1.9 e)

l Civ - 3 ~(, )l '\r -Ce to 1:.) + 'V" •

2-ce.,

Ve čtvrt~ oblasti vyjde elastická poměrné prodloužení

~CG )E (",.. - !t C~ t.t,. + '\)"4 ·

Po t1prav~ _

( 7.28)

( 7.29)

( 7.30)

( 7.31)

Nemá-li vzniknout plastická vlna, musí být" E: 4 1! t.1(. • Odtud dostaneme podmín

ku pro rychlost

I'

1cť,
.'\r ~. Ce, e" ( 1 .+ -C-e,-+-C-tv-) ,

'v páté oblasti bude poměrná zkrácení

'Cr '::t ti _ ~ C~'\rLf .... l €.k. + 'V'- ~~~\(. ) _~C~V"1t ...

( 7.32)

Elast1ck4 vlny se budou nyní odr'~et tak.dloubot-sl se pf'eru§! dotyk 8e sti
nou ,a pak jeAt~ tak dlouho, alse utlumí. Plast iek' deformace 8e věak ul
nezmění a zasábDOupouzečást tyěe o délce X1

Bení-li .podmirika (7.32) splněna, vzn1kn~ dali! plastická vlna, která se,
l;)ude aífit od pro.i'ezu X = )(1 vpravo, 81 se setká s dalA! odlehěující vlnou
v pro.fezu X = XL (obr. 7.10). Plasticktmi deformacemi bude v tom pfípadi
zasa.sna ěást tyěe o délce x2. • V i'ezech x. =)(1 -, popf'. X =){1. vznik'
nespojitost pfetvofení tyče.
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Abychom měli nějakou urč1tějěí

p~ed8tavu o rychlosti, 8 jakou nasta
ne plastlck~ přetvoření tyče v délce

X1 (jediná místo nespojitosti pře-

tvoření je v prd!'ezu ~x...= Xi ) ,

dosadíme do odvozených rovnic hodnoty
příslušné měkké oceli. Pro ,ni přl-

bli!ně platí, !e E. = 100'fl , Ce, =
-1 . -1 ('J= 5000m s , Ctv = 500 m s , ~ k:. . =

= 200 MN m- 2 , E,~ = 10-3 • Má-li rych-

lost vv vzbudit' plast leká deformaoe
a p~itom vyhovět nerovnosti <7.32),
musí bit

'\ <

čili

Odtud okrouhle

~
2.. Ce,

< '3 -
1+ Cl"

C~

~ 0,2
r- < 2>---
.:'I 1.1

5 < '\)' < 14

Obr. 7.10

To jsou pom~rně malé rychlosti. Rychlost 5 m s-l má .těleso, která padá z kli
du vo1n;ým pádem z výěky-ev = '\J"t./'J.~ = .25/20 = 1,25 mf rychlosti 14 m s-l př:C
slllA! výška volntSho pádu necelých 10 m.

Pro dálku zplast1zovan4§ oblasti dostaneme z rovnice (7.27) Xt =0, lB ť ..

7.4. P~íklad dynam1ck4ho tváfen! válce na rychloběžnám lisu

V tomto odstavci naznačíme rozbor p~e~váfení

kl'átk4ho válce, který stojí na tuh4 ·8 nepohyb11v4
kovadlina a je tváfen rovinntm čelem.tuh~ho liso
vadla, l(ter4 se pohybuje konstantní rychlostí .V'

. (obr. 7.11). V okaml1ku, kdy se čelo lisovadla
dotkne horní zák~adny válce, vzniknou rázem dvi
vlny, elastická a plastická. Na čele elast1ck~

vlny je tlakovES napětí fĎA =~" . V části vál
ce, kudy proAla tato vlna (ale jeAtě neproěla

plastická vlna), je rychlost částic
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Index A
v!ch vln.

se vztahuje k obr. 7.12, v něm! md!eme sledovat A!fení jednotli~

1

Obr. 7.12

a odtud

x

Plast leká vlna, která. je ,poma
lejěí, .vzbuzuje v částicích mate
riálu rychlost 1re, = "\Y (toto!nou
s rychlostí lisovadla). Tím vznikne
zm~na rychlosti v e- ~A:: 1r- Cl.. Ek',.'
spojená se vznikem napětí

G"e - S,,- ~ ~Cfv ('1r - Ce. Et.). (7.35)

Odtud

Kdy! elast ická vlna dorazí sl k zá
kladně, odrazí se op6t jako tlaková
vlna. Proto!e napětí dopad8j~cí vl
ny se rovn~ mezi kluzu, je odražená
vlna čistě plastická. lO'chlost '\YA

se p!'itom změní~ na nulu (materiál
se zastaví). Proto

( 7·38)

Plastická vlna postupující od kovadliny se setká s plastickou vlnou postupujť-

cí od lisovadla v. vzdálenosti x = 'Xi 8 V čase t = i 1 Z klnemat1ck1ch
v.tahd

( 7.39)

vyjde

( 7.40)
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Proto~e stlačování materiálu pokračuje, existují od
o

okaml1ku t = ti V tě

lese ji! jen plastická vlny. Pokud se pohyb lisovadla nezastaví, pokračuje

stlačování materiálu, během něho~ se plastická v1~ na obou koncích vidy zno
vu odrá!e jí, ja.k je naznačeno na obr. 7.12. Kdy! ~.,. lisovadlo zastavÍ, šíří se

od něho odlehčující elastická vlna.

V oblast 1 1> (obr. 7.12) bude rychlost V'n • Uválíme-li zm~nu rych-
lostičástic v intervalu 0<.><.< ><'1 pf-i p:fechodu z oblasti ~ do:n
usoudíme,!e tlakov4 nap~tí

<:;1) .= G' t\ .~ ~ C1" ~J.) •

Pro částice z intervalu )(., 'x <' t bude platit, 18

i?lb -: C;c -+ ~Cl"l~-~:b) ·

Z rovnic (7.41) a (7.42) vyjde po úpravi

'~1) ~ '\r - ee, E, to J

G'D -.:. Q) tL t ~ Ctv '\r •

( 7.41)

( 7.42)

(7.43 )

Tak· bychom mohli v rozboru
pokračovat. Zajímev' je, le
t1akovd n8p~t! v dotyku

s 11sovadlem neroste, ~poj1ti,
aěkoll rychlost lisovadla· je ,
konstantnť. To Je zf'eJm'
z příkledu na obr. 7.13,

, platn4ho pro váleěek z mlkk4
oce11, ..t = 5 cm, ~~ =
=170 l\IN m-2 , 1r = 18 m s-l,

Ce, = 5000 m s-I t Ctv =
= 500 m s-I. Čárkova~ je
vyznačen pr1.\bAh napití mezi
v'lečkem 8 nepohyblivou ko
vadlinou. Napití tam z_ěne

vzr6stat teprve od okaml1ku
dopadu elast iok4 vln.,y ( to =
=,f,lce,). Je zf'ejmf§, le dAj,

který se jeví pozorovateli
ve větším č8sov4m intervalu
jako spoj1t~, probíhá ve
skuteěnosti nespojitě, po
stupních.

I~I

o
Obr. 7.13

t

--ft
5.10 [sl
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7~58 Pěchováni válce při nárazu velko~ rychlostí 'na t·uhoustěnu

'.Dopadne-li válec z materiálu s b11ineár·1Úcharak:terist1lcou kolmo na ne
pohyblivou tuhou stěnu velkou rychlostí (je-li nap~. proti stěně vystřelen),

jsou plast ~cké deformace tak velkC§, že, se.podsts'tně z'mění profi1 t~lesa.

Jeho tvar bude záviset na velikosti zpevnění materiálu (na poměru moduld -PIE ).
Je-li zpevn~ni malé, bude i rychlost 'Ctv malá ve srovnání .s' rychlostí, ja
kou ee šíří elastické vlny. U materiálu, bez zpevnění by s'e plastická vlny vi\..
bac nemo~ly ší:f1t, plastické deformace by se koncentr'ovaly jen na konci tyče.•
Elastické vlny by za dobu trvání rázu proběhly tyčí mnohokrát; na volnám kon-
e 1 by p~i každém odrazu měn1,ly znamánko, tak!e část nezasa~'ená plast ickými
vlna~1 by se ve větěťm ěasovém úseku jevila pozorovateli jako absolutně tuhá.
Materiál by tedy bylo možno představit si jako tuho-plastický. P~1 p~echodu

do plastická oblasti by se začal tvářet, element válcového tvaru by se zaňal

zkracovat 8 zároveň rozšiřovat, takže na hranici plast1ck~ oblasti by vznikla
nespojitost prd~ezu (obr. 7.14 ~). Pro takový případ se teorie zjednodui!.

v

v
--~-

(a)

Obr. 7.14

Čelo plastické vlny má plolný obsah A a pohybuje se vpravo rychlostí
C"" • Zbývajíc:! t~š část válce má prť1řez A. o a pohybuje se vlevo rychlos

tí \ť " Proniká tedy čelem plast iek4 vlny relat 1vní rychlostí e,'rv + 1Y
Protoie objem se plastickou deformací znateln~ nemění, platí vztah

.(7.44)

Je-li zpevn~r1Í malé, ~ j,ak pi\edpokládáme, je nap~tí na ~elepla8tlck4 vlny G"t(. •
Kaylelement o hmotnosti

( 7.45)
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projde čelem pla8tick~ vlny, pdsobť na nij
síla II F podle obr. 7.15

Rychlost hmotných částic p~itom klesne z hodno
ty , '\Y na nulu, takže v~ta o impulsu 8 hybnos

ti dá

( 7.47)

( 7.46)A'F -;:: ~Iť. tA - A o) ·A

odkud

<i? ().o (C~+ 'V') v .... G'K. (A -Ao). <7.48)

je komprimován na o(,~ (obr. 7.15), tak~e jeho poměrn4

Obr. 7.15

Element o d4lce ClX
zkrácení je

.~ 1- ~.
"tx. ( 7.49)

Protole Aod:)(. '::: A ot ~ , je t4!

Ao
- - .

A
( 7.50)

Z r~nlce (7.44) do'stanem, rychlost čela plastlck~ vlny

c~ -= A•. - - ,1
Ao

Dosadíme-li tento vztah do (7.48), zjednoduAí se tato rovnice na tvar

( 7.51)

1 - é:
( 7.53)

·ot~
C ---,tv d,t

Tento vztah je znázornan na obr. 7.16.

Zmaní-li se za čas olt. d41ka elementu
ot-b na á~ ,je 'rychlost čela plastick4 vlny

1, . A )
A 1 -= ~tt. l .A~ - 1 .
Ao' - 1

S pouiitím (7.50) odtud vypočteme

0,5

~ 'V'f. [ 1+

1,0
2,

~
0--1<.

o

Obr. 7.16
Za stejnou dobu se tuhá část válce posune o ~ ,
takle

( 7.55)
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Po'znamenejme, Je

Je-li n~jak! váleček z1deálně tuho-plast1ck4ho materiálu stlaěován tek,
le Jeho výAka ~o 8 prdfez 'Ao se zm~ní na -f.v 1 a A1 (obr. 7.17), je
Ir tomu tfeba práce

( 7.56)

,A
a: 'I' K

•

Obr. 7.17

I V J)f!padl podle obr. 7.15 je --h. o = ci'i...
deformací za ěas a,t dává v~on

takle práce pohlcená plastickou

Práce otw 8e ~ť na dkor kinetick:4 energie ~ '\)''l.c;{-WV 8 na dkor práce,
kterou v)'koná tlaková 8íla C;;~ Ao ~1 posuvu d6 • To dá pf:lkon .

olW ~ tL eitm A ~
c;(,'fr -= T I\r Olt + CO k:. o dt ·

S poulit:!. (7.45) 8 (7.55) odtud vyjde

áW ·1
Clt ... f\o'IT [ T~'V" (c",+'V') + ~It'.)) ·

Porovnání. (7.57) 8 (7.59) 8 poulitťm (7.51) dostaneme
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KonečnA vzhledem k rovnici (7.50)

1
~ t -- L- il --- € ., (7 61)1. ~ ,v.. "':: {~ It:. v"YV '\ ... t,'- .\ .. •

Poě'te~nť rychlost '\r to) -: "V", dá. počáteční pf-etvofenť go , pro nAI

A 1
"1 G' [.. 1I[ ~ '\1"0 -:: ~ ~l" II ... €-o - (o f

Pro tuhou část válce o d4~ce X platí pohybová rovnice

Derivováním (7.61) dostaneme

( 7.62)

(7.63 )

(7.64)

Dosazením tohoto vtrazu do (7.63) 8 jednoduchou úpravou vyjde

E
-1-'_--(.- ~i ~ .

Avlak '" = €, d.x, , dx.. =-~X ,takle

ctx.
.-"::

X
(7. (6)

Odtud

X 1::

( 7.67)

S poě'teění podmínkou ~ = €o ,kdyl X =.t (= d4lka nedef'ormovan4ho vá
leatu), mÚle

x ... .i 1- Eo .
-1- €, (7.68)

V okaml1tu, kdy .e pfetv'fenť materl'lu skončí, je E = O a d4lka nepfetvo-
'_n4 a'stl

x(€-:z0) :: Xo ~ ť ( 1 - (o) I

Pro pl'etvot'enou aást máme podle (7.49) 8 (7.68)

(7. (9)

(7. 70)
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odkud

s počáteční podmínkou ~ =C ,'když X = e , vyjde

~ -l ('\~Eo) tvv ~ "' f, (1- Eo)ťJrl. ~ ·

Dosadíme-li sem z rovnice (7.68), máme konečně

Na konci p~etváření

a celková délka přetvořeného.válce

( 7. 71)

( 7. 72)

( 7. 74)

( 7. 76)

Nyní už ml1žeme určit tvar, pf-stvořeného válce. Z rovnice (7.62) vypočteme nume
ricky to a z rovni'ce (7.73) prllběh ~ = ~(E). S použitím (7.50) dostane-
me vztah mezi g a poměrem prťlf'ezO AJ AQ. Typický tvar pf'etvořeného válce
.je znázorn~n na obr. 7.14 b. Z tohoto obrázku je zf'ejmé, že diskontinuita prd
f'ezd na čele plastické vlny po dokončení rázového děje vymiz!.

V teorii, kterou jsme zde vyložili, existuje určitý rozpor jako ddsledek
p~ljatých zjednodušení úlohy., Při sestavování rovnice (7.47) jsme pf'edpoklá
dali nespojitost pro.f'ezd vyznačenou na obr .7.15, ale při výpočtu přetvárné

práce (7.56) jsme pf'edpokláda11 spojitou změnu prdřezu (obr. 7.17)., Dds1edkem
této inkonzistence je, že pro rychlost šíření plastická vlny dostáváme z naA! .
teor 18 dva rdzná v~tahyo

První z nich plyne z rovnic (7.50) a (7.51), z nichž

1 - f,
C",:: -E.- 1Y

a po dosazen! za V' z rovnice (7. 61)
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Druhý vztah dostaneme z rovnic (7.76) a (7.53). Vyjde

l--
I 'O't-. ,.. ~ T · .~ ~- €. ( 7. 78);

Oba poslední vztahy se shoduji jen pro malá € • Jinak vychází z rovnice
(7.78) .v~tAí hodnota ne~ z rovnice (7.77)'. Rovnici (7.78) je t~eba považovat
za správnějaí, neboť k jejímu odvození jsme nepot~ebovali úvahu o velikosti

pfetvárnE§ práce.

Tvar na obr. 7.14 b s konkávním':protilei'l odpovídá experimentálním vý
sledkdm s materiáiy o melám stupni zpevňování. P~etvo~ením vzorkd s větším

zpevn~ním vzniká za jinak stejných podminek tvar s konvexním prot1lem v pře

tvo~en' část i.

7.6. Ráz tuháho beranu na tuho-plastickou tyč

Budeme pfedpokládst, že na krátkou tyč, epočíva~ící na tuhá a ne pohybli
v~ kovadlině,' udeří tuhý beran s počáteční rychlostí ~o 8 hmotnost! M •
Mat er lál tyče je tuho-plast lek! 8 lineárním zpevn~ním (obr. 7.18). Pfi dopadu
beranu (obr. 7.19) ,vznikne jednak elastická vlna, která má u tuho-plastickáho
materiálu nekonečnou rychlost a tlaková napětí Uk:.. , jednak plastická vlna
s rychlostí C1" =~ a s tlakovým napětím za čelem vlny G' > G"K. • Rychlost
ěá8~lc za čelem plastická vlny se rovná.rychlosti beranu. Je fu~cí času, ne
boť pohyb beranu se bude zpomalovat. Označíme j i 'V' = v (t) • Čas t budeme

m§~1t od prvního dotyku beranu s válcem, o n~mž pfedpokládáme, že je ideální,
tj. bez t~ení a s rovnom~rn~ rozd~leným nap~tím v dotyková ploAe.

Obr. 7.18

E

I \

Obr. 7.19

Část zaaalená pouze elastickou vlnou se teoreticky nedeformuje, neboť

E = 00 • Má tedy nulovou rychlost ěástic. Proto se pfi odrazu elastické
vlnw nakovadl1ně nemdže rychlost částic změnit a zdstane nulová, dokud
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danou částicí neprojde plastická vlna. Ze stejných ddvod'O se pf'iodrazu elas
t 1ck~ vlny nem1!e zm~nlt ani napětí a' zo.stane rovnE! mezi kluzu G'k:. Pl-ed

čelem plast1ekE! vlny je tedy tyč tuhá a pOsobí v ní tlekov4 nap~tí G'k. (pf'l
nulov' ~eformaci). Situace je po čsse t < f,lctv znázorn~n8 na· obr. 7.20.
Za čas ctt vzn1kn.8 zm~na hybnost i

( 7. 79)

)(

Obr'. 7.20

Čaeo,ázmina hybnost 1 se musí rovnat pO-sobicí síle, tedy·

Dosazenim z rovnice (7.·79) vy jde

cl ,,...
t H + A~ Cf" ~) 'Ol[" fo. A~ C1'-' v· :. - ~t. A ·

Separací prominných a integrací

( 7~ SOl'

( 7.81)

. \

dostaneme po dprava

~ -
( 7.82)

~,,+ ~ CIt'- v
~K- f ~ C,,, V'"o

M
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Napětí' na čele plastická vlny je pak

Zavedením hmotnost i tyče trYv = A t ~ mdleme poslední vztah upravit na

1 .;l'\t\i C1,*-t
6 ~ M..::.lr

Na zaěátku stlačování je tedy ~ ~ CO~ +~ C1" '~o • Pak ,se 8 ČSSt8m nap~tí r.o
zmenAuje, 8~ klesne na hodnotu 'Ok:.. • Tu S8 plastická vlna zastaví. Tomu od-

povídá d~lka p~etvofen~ části

( 7.86)

Tato teorie p~ibl1inA platí, pokud X. <.e . Jinak dorazí plast1cká vlna. sl
ke kovadlinA a odrazí se. Platnost na!í teorie omezíme podmínkou

G'~ Af5" ť< ~o< (7.87)
~ Cr- MCf'!

Kdyby byla rychlost ''\fo menAí ne! ~k;. /(yet") , nevznikla by ládná plastická

vlu. Jt~_~yla V:ětl:L~dACO~(,r(MCI")!.__!zn~~~~~.odraz n~ kovadlině; tím
, by S8 teorie zkomplikovala.

Detor'mační charakteristika materiálu je zidealizována, skutečnost bude
elolitljlí. Tak' tfeDÍ zasáhne ruiivA do fyz1lcálního děje. Zpd'sobi, ~e válec
ztratí prizmatiCký tvar a napAtí v prdfezu nebude rozděleno rovnom~rnA.

7.7. ,Centrální ráz na volný nosník konečn4 d41ky

Voln! (nepodepf'eDt> nosník d4lky !Lt je v okam!1ku ~ = O náhle Z8

tťlenuprostfed pOsobící konstantní silou F • Pfedpokládáme, že jsou spln~

ny podmínky pro rovinný ohyb nosníku. Pokusíme se p~edpovidit odezvu nosníku
na pdsobení daná síly F • Úlohu si zJednoduA!me pf'edpokladem, !e materiál
nosníku je ideál~ p~88tický (obr. 7.21).

Je-li síla F malá, urychluje rovnomirn~ celý
nosník. Má-li nosník prOfez A a měrnou hmotnost ~

bude platit pohybová rovnice

F = !J. ť. A41 o.. . ( 7. 88)

Zde ťt značí zrychlen! nosníku. Setrvačná síly zat~

lujť nosník v tomto p~íp8dě rovnom~rn~ (obr. 7.22).
Největěí ohybQvý moment v nosníku je

Obr. 7.21

- 99 -



Obr. 7.22

1 1
J----..-,

Obr. 7.23

( 7.89)

J

\'

Doaazen:ím ze (7.88)
Ft

MOMc.lk -::: -4- " (7. 90)

'o

tl

l/Z 1/2

Mp(

F.........--x-~--2

Jakmile tento ohybový moment dosáhne mezní hod
noty Mtv ' vznikne uprostf'ed nosníku plastický
kloub s konstantním vnitřním momentem' Hiv
Nosník získá ěípov1tý tvar podle obr. 7.23.
Uprostřed ,bude Mi = M1V =konat. Uvolníme-
li polovinu nosníku, budou na ni pdsobit síly
podle obr. 7.24. Pro zrychlení Gtrr tlli~t! T
bude platit rovnice

Obr. 7.24 ( 7. 91)

a pro úhlov4 zrychlení

( 7. 92)
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Zrychl.ní bodu ve vzdálenosti X od etfedu nosníku pak bude

t
a, -: a,T - ~ l Y.. - T) · (7.93)

Na element o d4lce d)( pO-sobí setrvačná síla. (kladná, po.sobí-11 proti
síle F )

'Lct~ :: lJ,(x) c{x :: ~ Actx, alx),

takte na Jednotku d41ky pf1padá

( 7.94)

( 7. 95)

(7.96)

VyAet~íme-li pro toto zat11ení prdbih posouvající síly a ohybov4ho momentu,
snadno zjistíme, le ve vzdálenosti

Ft

~ 2& i 3(~_ 4)

od stfedu nosníku vzn1k' extrámní ohybovi moment (obr.- 7.2)

( 7.97)

( 7.98)

Kdy. i tento moment dosáhne mezní velikosti, co! se etane při síle

F ': F: :< 1'1. M"" l i
1.. ( ť,_ g)3

vznikne lv tomto místi plastický· kloub. Dosadíme-li (7.98) do (7.96), dosta
neme kubickou rovnici pro § , jejíl jedin1 reálný kol-an je

(7. 99)

( 7.100)

A

1 1

Obr. 7.25

i .- o.ttolt ..t .
Tvar nosníku je naznačen na obr. 7.25.

Dosadíme-li (7.99) do (7.98), vyjde

~ Mf"Ft. .. IJ.?. & _.
I t

P!'i síle .t4to velikosti S8 tedy právě vytvo~í

plast1ck4 klouby B , C (obr. 7.25). Kdyby

byla síla větA! 'nel (1.100), posunuly by se
plast1ck4 klouby B , Cz polohy ~ =
= 0,40'1 t ponik:ud bl!le ke stfečlu nosníku.
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Kdyby se síla F za ohybu zmenAlla, zmizely by (ztuhly by) nejprve
plast lcká klouby B ,C pak 1 kloub A a nosník by se dál pohyboval
jako tuhá t~leso.

7.8. Centrální ráz na prost~ podep~ený nosník

Opět budeme pfedpokládat, le nosník je vyroben z.tuho-plast1ckáho mate
riálu. To znamená, le kinetická energie' 'nosníku a energie rozptýlená v plas
tických kloubech Je mnohem větě! ne!·. energie elastick~ napjatosti, tekla
elastickou napjatost mdleme. zanedbat: Zanedbáváme taká eventuální zpevn~ní

materiálu p~i plastických deformacích a předpokládáme materiál ideáln~

p'lastlcký. Jeho pracovní diagram Je stejný jako v pf-edchozím odstavci (obr.
7.21). Nosník je na koncích kloubově podép:fen (s 'vyloučením vodorovná reakce)
a uprost~ed sváho rozp~tí je zatí!en nárazem tuh4ho beranu, který má počáteč-

ní rychlost 1\1"0 •

Z'pOkusd je známo, le se střední část nosníku přetvo~í do šípovitáho
tvaru a !e ramena tohoto ěípu se během rázu prodlulují, zpočátku rychle,
pozd~ji pomaleji, si se jejich prodlulování zastaví. Konce nosníku mimo
st~ední Aípov1tou část S8 pfitom otáčejí kolem podpor prakticky jaÍeo tuhá

celky. Podle toho musíme pfe?pokládat, že S8 nejprve vytvofí plastický kloub
uprostfted nosník:u (práva pod beranem) a . pak .Jeětě. dva pohyblivá. plastická
klouby, kter4 se během rázu od stfedu vzdalují (až do určitá vzdálenosti,
kde se zastaví).

c

1

A.
Obr. 7.26

1

c

V určitám okamžiku
.po. rázu lze s1t~uaci zná

zornit obrázkem 7.26.
Poloha pohyblivých pl~s

t1ckých kloubO je ozna
čena B ,-centrální
plastický kloub je A.
Uvolněná ěást AB je
zakreslena na obr. 7.27.
Bychlost elementu o dál
ce dx se skládá z un4
Aiv4 rychlosti bodu :B

která je <e-~) ~ , a z druhotná rychlo'st1·vzhledem.k-bod~ 'B • Je-li rych-
lost bodu A označena i J je druhotná ryčhlost bodu A • ro~na i -(t- i)~,

kdelto druhotná rychlost bodu :P> je nulová. Protole 8e druhotná rychlost na
118eěce A'b l1neárnf mini, d08tanem~ Její hodnotu 1r~ pro obecný bod táto
dseěky z áměry podle obr. 7.28
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Obr. 7.27

Celtem bude rychlost elementu tJ."-.

Obr. 7.28

Derivováním podle ěasu dostaneme zrychlen!

ct". u'1 x.) . x~
o..="dF '" 1.\ -T +2.7-

- ~,-(t-~)~f++(-~)~+ ~ (e-~)~.

Pro sílu F platí vztah

F ~ Mi.

( 7.102)

( 7.10»

(7.104 )

Je-li hmotnost jednotkov4 d4lky nosníku rtvv = A~ J dá podmínka rovnováhy
yněJlťch a 8etrvaěných sll

~

: + j Q, ~otx " O •
o

Posouvající síla y p1a8tick'm kloubu B je nulová, nebo! plast1ckt moment
vzniká tam, kde je ohybovt l10ment extr4mm, tedy kde t'fMJá~= T = O •
Dosadíme-li do rovnice (7.105) z rovnic (7.104) a (7.10), dostaneme po dpravi

(M+IYY\.!)ž +fho\,~q lt-E)+fM. i ti--e~) ... O. (7.106)

Dali! dvA rovnice dostaneme z l1vaby o rotaci ěástí AB a BC • Momentová
podmínka pro čút A~ (obr. 7.27) dává

i
2. H", ~ ~ X t\, ilY't otll • ( 7.107)

o
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Dosadíme-li sem z rovnice (7.103), dostaneme poúprav~
\

( 7.108)

Část BC (obr. 7.26) se otáčí účinkem pouháho momentu MÍ" pfenáěenáho na

část BC v' plastickém kloubu B . Protože moment setrvačnosti táto části je

(7.109)

( 7.110)

dostaneme pohybovou rovnici

M oU 1 ('U ).1.'
1" ~. 'jBc lf = 3 IYYV ,,-.~ Cf

Rovnice (7.106), (7.108) a (7.109) určují neznámé funkce .~ (t) I lf (~) t Z (ti)
Je to v~ak soustava nelineárních diferenciálních rovnic, kterou nelze ~eěit

jednoduchými prost~edky. Pokusíme se proto soustavu rovnic dále zjednodušit.

Násobíme-li rovnici (7.106), 1 ~ a odečteme od rovnice (7.108),' vyjde

... ltL M~ ( 7.111)
~ .; - .

1M g +{)y\; t ..
. Dosadíme-li ~uto hodnotu ~o (7.106)8 za Cf dosadíme z rovnice (7.106),

vyjde

~(Ž--e~)=~~-l~+2.i+~- (~--~Y~1 (7.112)

fato rovnice váže navzájem u! jen rychlosti, nikoli zrychlení. X:dy~ se kloub
B zastaví, je ~ = O • Zastaví se tedy ve vzdálenosti ~ , pro kterou

se výraz v hranatá závorce (7.112) rovná nule. Dosazen!~ rOznýchhodnot za

M/~ se lze pf'esvědčit, že tuto podmínku splňuje g z intervalu O.Stll <

<: ~ <:: 0,61 ť,.
~ .Pro malé hodnoty máme též malé ~ ; z rovnice (7.111) je zřejmé,

le zpoldin! - ~ je v tQmto případě velké.' Rychlost i se na začátku rázu
rovná V"o . a tUl10vá rychlost je lj> .. = O • Z rovnice (7.112) pak vyjde j -+ 00

pro t ~ O 0 • .

Z pokusd je známo, že v počátečním. stadiu rázu se deťór'muje pfeváln~

stfaední část nosníku, kde!to části·kolem podpor se téměř nepohnou. Pro t =O
je skutečně .~ = O a zrychlení podle (7.109) má nejmeně! hodnotu, nebo1:

~ = O • Dosadíme-li tedy do rovnic .(7.106) a (7.108) ~ = O , q =O ,
dostanemed1t~renciální rovnice platné přibližně'pro začátek děje. Rovnice
(7.106) dá

(7.,113 )
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a rovnice (7.108)

'l'yto,rovnlce lze upravit na tvar

:t (M i +- .'h'\. f i) '" O I }

:1;- (Ih'v ~t i) .,. 11 Htv ·

( 7.114)

( 7.115)

S počátečními podmínkami ~ = O
.
!. = V"o pro -t = O odtud dostaneme

.
Z ::

.
Vylou~.n!m i z obou posledních rovnic vyjde

Odtud
. I

] ,. ( 7.118)

Protota t Je ma14, mO!eme zanedbat jedničku ,pod odmocninou; dostaneme

Der lvovánťm (7.117) podle času dostaneme

(7.119)

CM+mvtY'_ ..
~('lM+I\'n~)

( 7.120)

:Dilíme~11 (7.116) rovnicí (7.120), vyjde

i (1M +/~ S')
(M+Il'h~)2

( 7.121)

S no,,"ou pr ominnou ,A = ~1 + ()Yv ~

:: r~ M'L I\ro'l.

tJj 1'1 M"" ''h'\!
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( 7.123)

a odtud konečn~

č ,., /'11. -v-t t ~ (1 +~ ) _. ih'v j (?H ~ IlVlI ~) J.
1ttMŤ" iWII M ~ 2. (ti -+ t'lY\, t) 2-

Rovnice (7.113) 81 (7.123) platí jen pro začátek rázu (pro malá tJ!, "
col znovu zddrazňujeme.

7.9. Exploze válcové bomb:

Nastane-li exploze výbu§nlny uvnitř- ocelov~ válcov' bomby, vzniknou
uvnit~ vysoké tlaky zplodin vybuchu, kterézpOsobi postupná rozpínání kovové
ho pláět§. V urč1t~m okam~1ku se pláě~ rozpadne'nadrobné úlomky, které jsou
vymrětěny veltóu rychlost! a mají pro okolí ničivý účinek. Jak si vysvětlit

vznik t,fJchto úlomkd, když plá~t je vyroben z poměrně houže~natéhom~ter1álu?

Fyzikální děj je značně komplikovaný. Exploze nevzniká v celém objemu naráz,
ale §íf! se zpravidla od jednoho'konce. Pláš! bomby se proto deformuje rovněl
postupně. Rozt~íští se, když se prdm~r plá~t~ zv~těí plastickou deformací t4
m~ř na dvojnásobek pdvodní hodnoty.

Při explozi vznikne dosti náhle na vnltl-nímpovrchu plá~tě tlak. Tím
vzniká dynamická napjatost stěny plá!tě, která se li~í od známé napjatosti
při statlck~m přetlakl:1. Ve vnitřních povrohových vrstv'ách vzniká tlaková ob~

vodové napětí, col je neobvyklé. Tahové obvodové napětí se postupně vytváfí
'směrem od vnějAího povrchu. Budeme p~edpokládatt je trhlina m~že vzniknout
jen v oblasti tahového napětí a !e se nemO~e šířit, je-li obvodová napětí

, tlBková. Bozt~í5tění pláště tedy nastane v okam!1ku, kdy v celé tlouš~ce st~

ny pláště pf'evládne tahové ob:vodové napětí. Vzn1lc trhlin je znázorntln na obr.
7~29. Trhli~ jsou kresleny jako radiální, mohou však probíhat zčásti i ~1k

ma k povrchu, nebo~ roztříštění pláště p~edchází kluz, na něm~ se převážně

podtlejí smyková napětí. 1'ěmito podrobnostmi se nebudeme zabývat.

Pro element vyňatý ze stěny plá~t~ a zakreslený na obr. 7.30 platí po
hybová rovnice

(7.124 )

Zde "r = r (t-) znač! vzdálenost elementu od osy' v okam!1ku.c , ~ hustotu
m,ater1álu, z 'něho! je pláěť bomby vyroben. Na počátku zatěžování měl polom~r'

Ať velilcost 1'0 a vn1tl'ní poloměr pláě'tě byl, ~o • Během exploze je
~>'Yo, c\'>eto • Z podmínky, že změnu objemu lze pf'l plastických deforma-

cích·zanedbat, vyjde
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b

d~" .
0;-"- ~dr

Obr. 7.29 Obr. 7.30

Derlyováním táto rovnice podle času dostaneme :vztah

( 7.126)

Budem. derivovat jeAt~ jednou. Zároveň dosadíme cla./~= 1Y = rad1áln! rych-
lost pohybu bodd na vnit~n!m povrchu pláAtl. Získáme tak rovnici

( 7.127)

!reecova podmínka plasticity dá

G't - <;-T = G"'~.' ( 7.128)

Z obou posledních rovnic dosadíme do (7.124) ,a dostaneme

( 7. 129),

(1.131) .

( 7.130)

pro
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vyjde integrační konstanta

~ r ..- l 1..- cf \r ) ] 'J "\ 'l.\.... -::;- tv - L -Ll \t:. 1- ~ v- +Cl, a.b. ~y\' C\J - ~ ~ I\)~ I

a tedy

Z rovnic~ (7.128) vyjde pak obvodové napětí

c(11" ... "... 1 ,C\;1.-

G"t .,. G'~ - 1"- .l- [(J1i- +~ ( 'lrt.+ C\. Clt )] (m, {J<- + T ~'V2. ( -:r'i - 1).

( 7.132)

( 7.133)

(7.134 )

Toto nap~tí je tlakovEÍ u vnitf'ního povrchu a tahové II vnějšího. Změna znamEÍn-
ka nastává v hloubce ~. = ~ - r pod vnějším povrchem. pro kterou vyjde
~t = O • Pomoci rovnice (7.134) tak odvodíme pro ";j" podmínku

ct'\r ~1" -0"lL .. '= I t1'" '+Cť (",1.. + ().. Olt) j tf}'''' (), +
. Ct'L

+ ~~'\T1..l (tí--/áY - 11 · <7.135)

Zmizí-li tlaková oblast, je ~ = {y - ú. = fu a poslední rovnice dá

1"" :. G'li- • (7.136)

Je to pevnostní" podmínka p~o plášť~

~ijmeme-11 pÍ'edpoklad po1ytropické expanze zplodin výbuchu, bude se
tlak měnit podle vztahu

(7.137)

kde ~ je polytrop1cký exponent a 1"'0 efekt 1vní detonační tlak. na počátku

rozpínání pláětě. Pro TNT (trinitrotoluen) se exponent mění od hodnoty asi
3,4 při tlaku Ť"o = 16 000 MN m- 2 až asi k hodnotě :d<" = 1,9, .když husto
ta zplodin výbuchu klesna asi na čtvrtinu původní hodnoty. Vezmeme-li prmněr

nou hodnotu ~ = 3, vyjde z rovnic (7.136) a (7.137) poloměr ~ ,pf1 němž

S8 plášť roztříští

( 7.138)

Dosadíme-li např. ~o = 16 000 :MN m- 2 a ~l<:. = 450 MN m- 2-, dostaneme
lL !: 1,8 ó\o lt Je zajímavé, 19 odolnost piáět~ proti ěíf'ení trhlin, posuzo

vaná podle velikosti polom~ru Cl. , při něm~ nastane roztříětění pláště, lje
meněí, je-li mez kluzu pláště v~těí. Na obr. 7.31 je po k~uhových o~tantech

zakresleno devět poloh pláště za jeho rozpínání během exploze. Poloha 1 je
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Obr. 7.31

počáteční (poloměry lXo I G-o ) •
Zpočátku je obvodov~ nap~tí prak-
t leky Jen tlakov'. Od polohY 't je
mo!no pozorovat postupn4 vytváfení
oblasti 8 tahov$m obvodovým napatfm.
V poloze <3 se tahová oblast roz
A!f! do celá stěny, takle nastane
její dplná rozt~í~t~ní. V tom oka
mJikujevn1třní polom~r Q, =1,8tte·

Uvedli jsme, le exploze se
Aítí pod'l osy post upn~. Ve v!p~č

tu jsme tento poznatek nerespekto
vali. Změna tlaku není v osovám
směru tak náhlá, aby ji nebylo
molno zanedbat jako mánl významnou
skutečnost. Podmínka (7.138) se
tím p~íliš.neovllvní. SpíAe 8e zm~-'

ní prdb_h tlaku v závislost i na ča

se, tekla stfepiny pláiti nebudou
mít vAuda pod~l osy stejnou hybnost.
Kdybychom i tyto okolnosti zahrnuli do vdPočtu, dostali bychom v naěem p:fík1a-

1 -1 ( •du rychlosti asi 500 sl 4500 m s pf1pomenme, ~e rychlost zvuku ve vzduchu
, je jen asi 330 m s~l) .pocS:robnostmi: t'akov4ho výpočtu se vAalc ji! nebudeme zabf-

Vl~t.

Na tomto pi\!kladu je pouěn~ pfedeviím t.o, 18 rozdělení ob.vodových napití
S8 za rázováho namáhání (po explozi) zcela liAí od pfípadu staticky zstíien4
t~akov' nádoby, kdy dostaneme p~1 vnitfnímp~et1aku vidy jen tahov~ obvodov~

(membránov4) napití.

pMICLADY

1. Ve svisl~m potru.bí nap1nin4mvodou je
~st6npíst 6 mnad spodní hladinou.
Píst se zaěne náhle pohybovat vzhdru
rychlostí '\)' (obr. A. 1). Pfl jak,
rychlost 1 se píst odtrhne od vodního
sloupce? Jak se bude v tom pfípadi po
hybovat vodní s1oupec1 Zvolte hustotu
vody ~ = 1000 kg m~3, rychlost zvuku
ve vod~ 1400· m s-1.

Obr. A 1
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2. IC prul,n~ tyči o hmotnost 1 f»v a
d~lce l je p~11olen tuhý beran
ohmotnosti M (obr. A2).

Je náhle' zatílen v okaml1ku t =O
· konstantní silou F • Jaký pohyb

beranu nastane bezproetředn~ po
začátku zatílení? Obr. A 2

3. Vetknut! prizmatický nosník z tuho
-plastick~ho ~ateriálu má hmotnost

(h'\, a je v okamžiku t = O náhle
zatí!en konstantní silou F podle
obr. A 3. V jaké vzdálenosti od
volného konce vznikne plastický
kloub a jaké bude zrychlení konce
nosníku'krátce po jeho zatíženi?

t >0

1

Obr. A 3

F:: konst

Obr. A 4

(w-konst)
o

4. Mez1kruhová deska o poloměrech a, ..
~ (obr. A 4) ,8 o hmotnosti M

je vyrobena z tuho-plastick~ho ma
teriálu. V okam~lkut = O je
náhle zatílena takovou silou F,
rovnoměrn~ rozdělenou po obvodu

''Y'" ::: fr desky, ~e se obvod začne.
posouvat dold rychlostí "Vo =konat.
Na po~oměru T = a, je deska pev
n~ vetkputá. Experimentáln~ bylo
zjiitěno,že plastický kloub má
tvar kru~nice, její~ počáteční po
lom~r je 'T = <r a během zat~žo

váni se zmeněuje až na hodnotu
-r = lL , kQ.e se zastaví. Posou

vající síla T , radiální ohybo-

vý moment MY" a obvodový ohybový

moment Mot probíhají asi tak,
jak je na ·obr. A 4 naznačeno.

Vypočtěte pro začátek pOhybu rych-.. ...
.lost W , zrychlení ~" obecnáho elementu desky, rychlost pohybu
kého kloubu, dobu, ne~ plastický kloub dospěje k místu vetknutí,8
síly F v závislosti na poloze plastick4ho kloubu.
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5. Dv~ stejná pružná válcové tyče jsou
k sobě t~sně p~ilože~ (obr. A 5)
8 pek na levém čele první tyče náhle
zatíleqy konstantním nap~tím ~ po
dobu 0< -c <: llc • Jaký vznikne pohyb?

6. Kruhová tenkostěnná membrána z měkké

oceli je na obvodě vetknuta podle
obr. A 6. Rázovou tlakovou vlnou,
která S8 lií!'í z vodního prostoru, se
membrána pfetvo~í do miskového tvaru.
Vypočt~te, jakou počáteční rychlost
~o musí rázová vlna ud~lit membrá

n~, aby se tlou~ika plechu přetvo~e

ním zmenAi~a uprostfed na polovinu.
Pfitom p~edpckládejte, le rozhodují
jen membránová nap~t! a deformace
(vliv ohybu zanedbejte) a lepro
slolky pom~rná deformace platí vzta
hy

r
e. :: tir = Eo ( 1 - T) I

ér + € ~ "t €2 -= O,

1 2

E
7

/

~E
I

I

:11 1

Obr. A 5

"./~~t ~. /'
/?n~~//. - tl-"\~-,

--'

R

Obr. A 6

tj

První z tachto rovnic je linearizovanou závislostí složek poměrného pfe
tvofení na poloměru, druhá vyjad~uje nulovou zm~nu objemu. Pro mster~ál

platí konstituční rovnice

co '= A €r<)V =6,3 • 108 t' 0, 2

v ní! G" t € jsou "redukované" hodnoty podle .hypotázy HMH
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7. Pruiná tyč o hmot nost i mv = A t, ~
nese na konci tuhá těleso o hmotnost ..i
M (obr. A' 7). Rychlostí l\y nara-

zí na tuhý nepohyblivý zák~ad • Jaký ,

bude pohyb tuhého tělesa a jaké vznik
ne napětí v dotykové ploAe mezi ním
~ ~ru!nou tyčí bezprost~edně po ráz~?

8. Dvě tyče vyrobené ze stejnáho mate
riálu o~ hustot~ ~ a se stejným
prňfezem A se pohybují pr~ti so
bě na společná p~imce rychlostí + V ,
popf. - 11' (obr. A 8). Pfedpoltláde j

ta dokonale prulný ráz s 1deálnímdo
tykem obou těles. Určete, jak bude
rozdělena energie v ok~l1ku t='lt1 /C.
Jaký bude součinitel restituce pro

ti = !Le2,. ?

'9. Dvě ocelové tyče se dotýkaj! vrovi
ně . Y -y (obr. A 9)., Předpokládáme,

!e Ai )- A'}. , 'ta > {1. • V rovině X- X
je ssstav's tyčí zatí~ena tlakovou na
pě-lovou vlnou G" o délce' 1. ť'l.

Jakou hybnost má odl'étnuvší druhá
tyč?

10. Dvě stejné polonekonečné tyče na sebe
těsn~ do14hají (obr. A 10). Zleva jimi
projde k onetantní tlaková nap~továvl

na .(tj' =1 :MN m- 2 • Jak se zm~ní prO-chOd

vlny, vlo~íme-li mezi tyče distanč~í .
kus s malou mechanickou impedancí

,CL :: O~2.11 ' Jak by se podmínky prd
chodu vlny zm~nily, kdyby se naopak
PQuA1l distanční kus s velkou mecha
nickou impedanci, napf'. 'l2.:: S- 21 ?
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Kontrolní v!sledky

1. Píst se odtrhne pf-i rychlosti 'V- >·2,.85' cm 8-'1. Horní hladiná vodmho
s~oupce se začne náhle pohybovat' ~ry'ohlo8tí 11'0 :: 2,85 cm s-1 8 po uplynu-
tí ka!dýcha, 6 milisekundy S8 rychlost náhle zvý.! o a.l\J'"o. Nahradíme-li
tento stupňovltt pro.bih rychlost1lineárnťm, vyjde "prOmArná" hodnota
zrychlení 6,67 m 8-2 • !yto hodnoty plat! jen pro zaěátek pohybu, kdy lze
dráhu, horní hladiny z8nedba~ proti d~lce vodního sloupce ~

2. Pohyb je popsán rovnici

X '" ~ T (t - ~ (1 - e,-<llf:) 1,

kde

" Bovn1ce platí pro O~ 'h < 2..T
naptltí

V t~mie lnte~valu pOsobí v dotykov4 ploAe

3. Vyjde

Cl .-

V zadání úlohy se nic nefťká o tom, jek nebo čím byla síla F vyvozens~

ICdybybyla z~d80bena proudem vody, bylo by F :: A~ ;y.1. ., Kdyby byla 'Wy

v~zena nál'aZeDl olovan4 st:fely' o d4lce ~ ,hmotnosti M ,bylo by obdob-
. ni F = (t1l~)"",1-.'a poloha plastlck4ho kloubu by byla i =~H1'~/M'\r~

, Vzhledem k tvárnosti olova, která s.jaita zvýlí lokálním ohfevem po ná
razu', lze olovinou stl'elu povalovat sp!!e za vazkou kapa11nu nel za tUh4
t~leso.

4- • Dostaneme

..
W .= Wo

Tyto vztahy platť pro ~ ~ 'Y'" ~ 6- • Je-li a. ~ r;;; ~ t je W =W =. O
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Rychlost pohybu plastického kloubu je

kde

M

Plast1ckt kloub dosp~je do místa vetknutí desky po době

IW\, W., ~t. a Q,'l.

ti '" 11.~'rv ((1- e;-)( 1 - ~)1 ·

Pro sílu F na vnějěímobvodu desky dostaneme

Q.:: -T(~=ft).=

Vztahy platí Jen pro 0<: t < t 1 •

5. Nap~-lovt puls probihne práv§ za dobu T = t/e z první tyěe do druh' •.

Na konec druh' tyče dorazí v okam!.1ku t = 2.T • První. tyč zdstane bez
nap!tí a v klidu, druhá' 8e od ní odloučí v okaml1ku i: = 'lT rychlostí
Aro =(O / ~~ • V tomto okamliku je druh' tyč rovnom6rna:,zkrácena o lA eI =

=f;~/E. Kdyl puls, který eeodrazí na pravám čele, probihne druhou tyčí,

tedy v okami1ku t- = 3T ,bude druhá tyč rovnoměrně Prodlou!ena o 6. ť

8 jej! rychlost bude opAt 11"0 • V čase t- =4 T bude druhá tyč opit

rovnomirni zkrácena atd. Druhá tyč se tedy bude pohybovat tak, 18 k Jejímu
rovnomlrn4mu pohybu rychlost! 1\To bude superponováno 8t~ťdav4 roztahová
n! a zkracován! tyč,~ Bych"lost částic druhé tyče se bude s periodou 'lT
nespojiti m~n1t v mezích O='\r ~ 111'0 • Pouze rychlost ti!1Atě ďruh4 ěásti

bude konstantní ( '\rl =11"0 ).

6. 'Plastická pfetvárná práce je

"- .

W :: I L\.l·Y) otV • ~ .L\.l'Y"). 2. X' r ~ dr I
'r:0

kde
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Dosazením

Wc

€o = 0,25, takle

W =6,45. 107 X dev ·

Po~áteělÚ klnet leleá energie meml?r~_._ __ _ .

Z rovnice W = K vypočteme

.';

7. Poeuv "t tuh'ho tneeabudeme !Dlf1t· 9d olcamUku nárazu i- • O emil'em
do111. Pro interval O ~ t t!T l T.tle) bude ~ = ~t " c:r = O
V intervalu T< t < '2»T platí pohybov' rovnice

Mj ~- A~C11-- A~c~ •

S poěáteěním1 podmínkami. ";t =- 'V'T ., ~ = '\)"" pro i = T odtud vyjde

!1..~ { -at.(t-T) 1.I\f ,. 1\1" (2.T - t ) +~ 1 - e J I

. -oe.(t-T)
~. -= - 1 Q c '\r e

\ '0

· kde
Me

ot = Mi T < t < 3T .

Vokamliku. t. = 3T dor8zť k tuh4mu tlleau vlna odralen4 od zt1kladu a
p~bybov' rovnice •• _ní na

Pokud Debll.tane· tlYolnlnť dotyku, plat! tato rovnic. pro interval ~T<~ < sr
8 pol5áteaním;i. 'pOdm1Dk~1

"\1'" C· .- c4'tT
·~.~-I\TT~'lot1-e )1

~ = '\J' ( 1e'"oe.1í - 'I)
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pro t = ~T • Nezajímáme-li se o posuvy, ale jen o nap~tí, mOžellle
poslední rovnici f'ešit substitucí

8. Y okam~ lku t- = iť1 / C je druhá tyč ba z napětí a její k 1net1cká energie

je

Kinetická energie první tyče je v tém~e okamž1ku

Energie-napjatosti v druhá tyči j~ nulová, v první vyjde

Součet dá kinet1cko\.l energii tyčípfted nárazem

W1 + \/11,2. + U, -= ~ A"v'l.( ~ + f,z).

Pro ~1 = 2..ť2., budourychlost1»ozděleny.takto: v okam~1ku i = .t,.Ic
je první tyč v klidu (a stlačená). V··okamžiku t =1Is(~/c) bude celá bez
napětí (odlehčující vlny zleva a zprs"va se setkají). Levá polovina první
tyče se bude pohybovat vlevo rychlostí 1Y , pravá stejnou rychlostí vpra
vo. T~!iště se nebude pohybovat a bude vzdáleno o

ť1 E
·T" E - ~C'\r

od roviny dotyku. V okam~1ku t- = !l.e1 /C budou obě poloviny první tyČe

rovnoměrně roztaženy" Kdy~ bude 1: ='l.,S"' ~ Je , budou opět bez napětí a
v čase 1: = ?,e1 Je budou opět stlačeny. Těžišt~ prvni tyče se tedy nepo
hybuje a relativně k němu se tyč. střídavě roztahuje a stlačuje. Per1o~ou

tohoto pohybu je 1<:1 Je • Druhá tyč se pohybuje vpravo od"okam~1ku

-C = '1ť1../C =t" Je stálou rychlostí v .

Součinitel restituce vztáhneme k pohybu těžiěť obou tyčí. Podle defi
nice ().25)

= 0,5

Součinitel restituce je tedy meDií než· jedna, ačkoli jda o ideálně pružný
rá~.
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9. Pro vlnu, která projde rovinou Y- Y, platí vztah

!l.A1

8 pro vlnu'odra!enou od táto roviny

Impuls síly na čele X- X je celkem

Impuls dodaný druhá tyči prof3lou tlakovou vlnou je

a první tyči odraženou vlnou

Platí, !e

Z ce1lcovE§ho impulsu H získá tedy druhá tyč hybnost

H?. '" H 2.t\1
.- 'J~1,.. +J\ 1 •

Je-li Ai = A'J,.. , vyjde \-1'1.. = \, ~t1 = O • V tom pf-ípad~ se celý
dodaný impuls změní v hybnost druhé tyče.

10. Není-li vlolen distanční kus, projde vlna beze změny. Je-li vložen kus
s malou mechanickou impedancí, vznikne situace znázorněná na obr. A ll.
Od distančního kusu S8 budou Aťřit dvě vlny, vpravo vlna zatě~ující

(obr. A 12 nehafe), vlevo odlehčující (obr. A 12 dole). Pravá vlna 11m1
,tuje k hodnotě G" = '\ :MN m-2 , levá k nule. Jednotlivé stupně tvofi

v tichto vl~ách geometrickou fadu. Čárkovaně je z8kreslentvar vlny pro
~dotyk tyčí bez distančního kusu. Z obr. A ~2 je zřejmá, !e se podstatn~

I zmírní náběh tlaková vlny v pravé tyči. Pro časovou stupnici na obráz
cích plati, že r =ifJ,./etj. = doba prO-chodu pod~ln~ vlny dis1:ančnim kusem.

Má-li d1stanění kus větší mechanickou impedanci, budou obdobně p18~

t 1t obr. A 13 a A 14.
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