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V této publikaci se probírají rdzné metody ~eěení dloh
ze strojní praxe na programovatelných kalkulátorech s/mini­
počítačích. Uvádějí se p~íklady úspěšných ~ešení a jejich
programy v jazyku BASlO pop~. FORTRAN, ale také někter~ pří­

klady selhání výpočtových postup~ a jeho příčiny. Jde o ře­

šení lineárních algebraických a diferenciálních rovnic,
o r~zné aplikace v pružnosti a v dynamice, o digitální fil­
traci a zpracování záznam~ časově proměnných veličin, o ~­

hodnocování experimentd, o počítačovou grafiku ap. Je uvedena
numericky výhodná metoda výpočtu zobecněné inverzní matice
s aplikacemi ve vyrovnávacím počtu. Probírá ~e volqa optimál­
ního stupně polynomu při regresní analýze. Zvláštní pozornost
se věnuje Z-transformaci, která usnadňuje pochopení diskrétní
Fourierovy transformace a konvoluce. ~to transformace se
uplatňuji zejména při analýze náhodných vibrací.

Publikace je určena strojním inženýrům a technikům.

Předpokládá se znalost základd maticového počtu.



"Konáme-li po prvé větší výpočty, jaké se vyskytují zvláště

v astronomii, vyšší geodesii i jinde, docházíme zpravidla k chybným
výsledk~, poněvadž nemáme náležitého cviku v numerickém počítání.

Opakujíce takový výpočet dopouštíme se často nejen týchž omylů, nýbrž
i nových, nebot duševní deprese, ~terá se dostavuje v důsledku učině­

ných omylů, stává se zdrojem omyl~ nových".

v. Láska a V. Hruška, Teorie a prakse
numerického počítání. JČMF, Praha 1934

"Při zjištění nepřípustných odchylek řešeni na počítači od známé­
ho řešeni se domníváme, že jde o věcnou c~vbu. Předpokládáme přitom,

že počítač provádí operace bez chyby".

J. Jinoch, A. Maloušek a J. Vencovský, Počítač

a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973

"Dobrý počtář napíše asi 40: číslic za minutu, čili názorněji

řečeno, násobení obvyklým zpusobem pětimístného čísla pětimístným

číslem trvá mu pr~ěrně asi jednu minutu. Známý počtář Dase potřeboval

k vypočítání součinu dvou stomístných čísel při počítání v hlavě sko­
rem 9 hodin. Gauss tvrdil, že dobrý počtář by nepotřeboval k témuž
výkonu na papíře více než polovinu času".

v. Láska a V. Hruška, Teorie a prakse
numerického počítání. JČMF, Praha 1934

"Operační rychlost počítačů pro technické v'ýpočty se pohybuje
od několika tisíc operací za vteřinu ~I. a II. generace} do několika

set tisíc až miliónů operaci za vteřinu (III. generace)".

J. Jinoch, A. Ma10ušek a J. Vencovský, Počítač

a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973
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~edmluva

Rychlý vývoj číslicových počítačů a jejich ěiroké uplatnění ve
všech odvětvích vědy a teclmiky ve druhá polovině tohoto století vedly

k představám, že úkoly formulovaná na r~zných pracovištích se budou
zadávat a efektivně zpracovávat ve velkých výpočtových stf'ediscích,
u nichž bude možné předpokládat vět'ší rentabilitu VYlJS.ložených znač­

ných investičních prostředků. Zkušenosti posledních let nás poučily

o tom, že vývoj půjde asi trochu jiným směrem. Neuvěřitelné rozšíření

operačních možností programovatelných kalkulátord a minipočítač~ p~i

relativně nízké ceně vede k tomu, že mnoho meněích závod~ a pracovišt
d-ává přednost samostatnému vybavení touto "malou" výpočetní technikou
před soustavnou, ne vždy dostatečně operativní spoluprací s velkými
výpočetními středisky. To má výhodu také v tom, že vybaveni počítače

periferními jednotkami m~že být dčelně zvoleno podle pot~eb pracoviště

8 že přímý styk řešitelů s počítačem podněcuje zájem o poznáni všech
možností, které počítač poskytuje a vede tak k lepšímu ~užití počíta­

če v každodenní práci. Přímá zkušenost s numerickým řešením úloh na
počítači vede k novému pohledu na fyzikální skutečnos't a na její mate­

matické modelování. Počítač vskutku rtvyc;hováv~'t své uživatele, vede je
k větší osobni kázni, pozornost-i, duslednosti a k větší angažovan'osti,.

Existují ovšem i jiné možnosti, jak zkvalitnit a zorganizovat
výpočetní práci, např. užitím dálkově připojených terminál~ pro práci
s velkými počítači, zejména terminálů vybavených vlastní inteligencí,
takže je lze zčásti využívat zcela samostatněe ~esto však jsme svědky

stoupající obliby a rozšíření malé výpočetní techniky a s tím souvise­
jících změn ve zp~sobu práce inženýrů a technikó. Vzrostly nároky na
kvalitu a rozsah teoretických výpočtó, na nichž závisí funkční

bilost a spolehlivost konstrukcí. Nové metody se uplatňují i při

nování a řízení experimentů a při zpracování experimentálních dat~

D~ techniky ČSVTS v Praze uspořádal proto již roku 1976 celo­
státní seminář ·'Modifikace pevnostních výpočto. pro malé d:igitální po­
čítače". Letos se k této problematice vracímee Přineseme však poněkud

jiný výběr témat. Účelem semináře je vzbudit zájem a poskytnout nejdů­

ležitější informace potřebné k úspěšnému rozvíjení vlastní iniciativy
podle potřeb jednotlivých pracoviši. Nejde tedy o soustavný kurs pro­
gramování ani o kurs numerické matematiky. Na přikladec~ ukážeme
úspěšné i neúspěšné použití různých matematických metod, což myslíme
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jednak jako inspiraci, jednak jako varování před nesprávnou vírou, že
počítače zmohou všechno. zmohou ovšem mnohp, především to, co jsme
schopni výstižně a správně matematicky formulovat a vhodnými metodami
řešit. Málo však zmohou tam, kde nám chybí informace, vědomosti nebo
nutná zkušenost.

Autor srdečně děkuje pracovníkům Domu techniky ČSVTS v Praze za
spolupráci a za mimořádnou ochotu, s jakou se ujali organizování semi­
náře. Zvlášt děkuje Ing. Vladimíru Václavíkovi za pečlivé přehlédnutí

rukopisu a všem, kteří se podíleli na vYdání tohoto textu.

Prof. Ing. Oyril Hoschl
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Obr. 1

1 • OBRÁCENÁ ÚLOHA O PEVNOSTI NOSNíKu

Zpravidla je dáno zatížení nosníku, z něhož počítáme vnitřní sta­
tické účinky <posouvající síly, ohybové momenty) a podle nich posuzu­
jeme pevnost nosníku. Z ohybových momentů vypočítáme ohybová napětí a
porovnáváme s dovolenou hodnotou. Může však nastat případ, kdy chceme

postupovat obráceně: experimentálně určit napětí, a tedy i ohybové mo­
menty, a výpočtem určovat působící zatížení. Tato obrácená úloha se
může týkat např. výpočtu neznámého spojitého působení síly na bočnici

či žebrovou výztuhu slévárenské formy nebo jiné stěny, výpočtu neznámé
přítlačné síly na nějaký nosník či válec pracovního stroje apod.

Nechť nap~. na nosník podle
obr. 1 působí spojitě rozdělená

síla 1... lX) ,kterou chceme určit

a z různých důvodů ji nemůžeme

zjistit přímým měřením. Ve stej­
ných vzdálenostech ~ změříme

odporovými snímači poměrná prodlou-
žení <2 (x:~) (Xi ={~ ; t: = 1,

2. .. $, .1Yl/) ve vně·~šim vlákně

nosníku. Nosník bude mít celkem
!flr t 1 polí, takže (Ylt 1)?v ; 1,
Poměrná prodloužení přepočítáme na
ohybové momenty. Je-li nosník
prizmatický, bude mit pruřezový

modul v ohybu Wo ve všech řezech stejný, takže ohybové momenty
vyjdou z rovnice

(1$1)

Spojité zatížení nahradíme soustavou osamělých sil F{ ve stejných
bodech, v nichž jsme měřili poměrná prodlouženi, tj. položíme

Je zřejmé, že se tim dopouštíme určité nepřesnosti, ale vzhledem k to­
mu, že nám stačí jen pfibližná znalost pr~běhu q Lx) ,móžeme se
domnívat, že síly rt budou hledaný průběh dostatečně věrně vystiho­
vat, zvláště když volímen velké, tedy poměr ·hlt malý.
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Obr. 2

Metodou myšleného řezu podle obr. 2 vypočteme, že

( 1.3 )

Vyloučením reakce
vými momenty M~

'R z těchto rovnic získáme závislost mezi onybo­
a silami fa-' , kterou zapíšeme v maticovém tvaru

M1
ť\

M1..
.~

Ml ~

n ·ti

Zkráceně

n-2­

'l( Y) -'2.)

~Ln-1J

Souměrná matice

3 2 Ff

6 4 2 Fl.

9 6 3 ~
( 1.5 )

Z(n~1) n-1

Vl Fh

( 1.6)

Protože vektor na levé straně jsme získali výpočtem podle (1.1), může­

me z poslední rovnice vypočítat

Postup je tedyivelmi jednoduchý. Zvolme např. n = 9. Pak

- 10· -



9 8 7 6 5 4 3 2 1

8 16 14 12 10', 8 6 4 2

7 14 21 18 15 12 9 6 3

6 12 18 24 20 16 12 8 4

(A]~ ~ 5 10 15 20 25 20 15 10 5 ( 1,,8)
10

4 8 12 16 20 24 18 12 6

3 6 9 12 15 18 21 14 7

2 4 6 8 10 12 14 16 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abychom měli pro kontrolu nějaký p~ik1ad, zvolíme Ft: = 1000 N
( i, = 1, 2, o II • , 9 ), hh = O,2,m. Z rovnice (1.6)' vyjde vektor 1M}
(v jednotkách N.m)

900

1600

2100

\ M)
2400

- 2500 (l$lg>

2400

2100

1600

900

Když na počítači Hew1ett-Packard 9830 A vypočteme pomoci rovnice (l~7)

a hodnot (1.8) a (1.9) vektor [F} , dostaneme přesně původní zadané
hodnoty, totiž fi = 1000 (pro všechna L )"

Nyní dosadíme za vektor t 'M ~ pokusně zjištěné hodnoty. Abychom
si metodu předem vyzkoušeli, budeme pokus jenom simulovat. Od hodnot

(1.9) odečteme náhodné chyby, které vybereme tak, aby relativní chyby

byly men~{ než ssi 5 %, což je předpokládaná chyba tenzometrického
. měření. V následujícím vztahu (1.10) uvedeme takto upravený vektor

ohybových momentů 1M1 i výsledek řešeni

I"V

tF j -= [Ii J-1 t M,t
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925 1500

1550 O

2175 2500

2300 -875

lM} = 2600 l f} 2125 (1.10)

2475 1375

2075 750

1525 500

875 1125

Ačkoli chyba prvků ve vektoru tM1 proti původním hodnotám t i'1 }
nepřesáhla 4,7 %, změnilo se řešení k nepoznáni; výsledek je zcel~

nepravděpodobný, takže naše metoda je naprosto nespolehlivá. Přitom

počitač HP 9830 A počítá s velkou numerickou přesností a bez chyby,
jak se můžeme přesvědčit dosazením vektoru { Fl podle (1.10) do
vztahu (1.6) . ~Tyjde přesně vektor f M1 podle (1.10). Také součin

[A J-1 [ AJ dá bez chyby jednotkovou matici. Determinant soustavy není
nijak malý. V čem je tedy chyba? Proč metoda selhává?

Zdá se, že je ve špatné podmíněnosti matice~ [A J (1.8). Je vži­
tý názor, že podmíněnost matice souvisí s velikostí determinantu mati­
ce a že špatně podmíněnou matici nelze bez větší chyby invertovat.
Cblfbné výsledky řešení soustavy lineárních rovnic by pak byly způsobe­

ny zaokrouhlovacími chybami při inverzi matice. Na našem příkladu jsme
však viděli, že to nemusi být pravda. Výsledky mohou být chybné i při

dokonalé, bezchybné inverzi matice soustavy.

Podminěnost matice je sice vlastností této matice, avšak tato
vlastnost se projevuje teprve v souvislosti s řešením celé soustavy
rovnic. Dokážeme, že špatná podmíněnost matice může mít katastrofální
vliv na přesnost výpočtu, ač~oli sama inverze matice bude ideálně

přesná.

II našem případě šlo o řešení soustavy (1. 6) s vektorem i M.~
zatíženým chybami {i '1 -:: fM1 - f ti ~ , tedy o soustavu

I. Ii ] tF} ~ t M ~ - t ( } . (1. ll)

V učebnicích maticové algebry je popsán zpósob, jak můžeme díagonali­
zovat matici [f1 ] • Nejprve najdeme vlastní čísla A, a vlastní
"'vektory ~ X } řešením homogenní soustavy rovnic

- 12 -



Protože [ ti J je souměrná matice, jsou hodnoty' A, reálné. Dostane­
me je řešením algebraické rovnice

det- ( I AJ - Jv [ r J) - O"

Ke každé vlastní hodnotě ~t ( ~ = 1, 2, ••• , n ) najdeme vlastní

vektor t {,\. } i tak, aby

Pak matice sestavená z těchto vlastníoh vektor~

je modální maticí a transf'ormuje matici [A ] na diagonální matici
L{\ J ~ r ~1 I flt.) - - - ,~ tl j'

V rovnici (1.11) zavedeme novou proměnnou t?} podle vztahu

Vyjde

( LUJ 'r
Rovnici 1.18) vynásobíme zleva maticí . Se zřetelem k vztahu
(le16) dostaneme

[L\.J{~}:o [UJ'[M}

Kdybychom počítali s původním bezchybným vektorem t I"l} , bylo by

tf} .:: fo}, [ UJr [ I="} =' t 'P j, takže

[AJ {'P} ;:: [U]rfM~ (1.20)

Odečtením obou posledních rovnic dostaneme pro chybu výsledku
[ o-} -:: ['P J - {'p } vztah

- 13 -



( 1.21)

Pro L-tý řádek máme !fl

( 1.22)

Odtud

( 1.23 )

( 1.24)» 1 ·

kde {Yi značí pravou stranu rovnice (1. 22) • Vidíme, že chyba vý­

sledku Ov může být mnohem větší než chyba pravé strany 0: , je-li
\/\,~ l« 1 a to i tehdy, máme-li matici [l\.] vypočítánu s ideální

přesností.

I kdybychom tedy libovolně zpřesňovali inverzi matice [A ]
nezměnilo by se nic na nepoužitelnosti naši metody, protože matice

[AJ má tu vlastnost, že kondiční číslo

t "l \ Yht..1x

Av l \míVl

Připomeňme si, jaký je vztah mezi zatížením ~(x) a ohybovým
momentem MCi)

~ - Cl lx) \ ( 1.25 )

Protože veličina t F 1 zastupuje v rovnici (1.6) spojité zatížení
~l~) , znamená maticový operátor LA1 dvoji integraci a inverzní

operátor [A ] --i V rovnici (1.7) dvojí derivaci. Nespolehlivost meto-
dy zřejmě souvisí s tím, že se derivacemi každá chyba zveličuje.

Vnucuje se myšlenka, zda by nebylo možné řešit obrácenou dlahu
přímo numerickým derivováním podle (1.25). Funkce q(~) a M(x)
máme přitom ovzorkovány hodnotamiM 0 :: M(X{ ) a Clt'': Cl (Xi) =- Ft /~,

Pro druhou derivaci známe diferenční vztah

*./ Označili jsme Uii prvek v i -tém řádku a i -tém sloupci matice [U] .

- 14 -



pro --V = 1, 2, ••• , 'Yl.I a tím, že Mo = 0, M'11rt1 = o. Aplikujeme-li

tento vzorec na posloupnost M-i složek vektoru rM~ ,výsledek
znásobíme~ = 0,2 a změníme znaménko, dostaneme př-esně velctor (FJ
podle (1.10). To potvrdilo naši hypotézu o významu inverzníno operáto­

ru fA J- 1 • Chceme-li dostat užitečnější vztahy, musíme spojit nume­
rickou derivaci s číslicovou filtrací.

Vycházíme z intuitivní představy, že funkce MCx) je do značné

míry hladká, nebot vznikla dvojnásobnou integrací spojité funkce ~(x)

kdežto chyby E(~t) jsou chaotické, nebot vznikly náhodnými chybami
při tenzometrickém měření. Proložíme proto vždy pěti body

M; _tl) l'11 -1) \M .. M· M•
v I... v 't I t.+1 J ~ .t- 'L

kvadratickou parabolu, která představuje hladkou křivku

( 1.27)

tak, aby vektor rezidllálních hodnot r -= M- 1M V daných pěti bodech
měl minimálni normu. Pro tento vektor máme soustavu rovnic v maticovém
zápisu */

~ft -2- 1 IMt-?- 1 -1h ~ ~1-

l=
Y i,--1 M~ -1 1 - ~ h't

'ú-o l
Y'. li ~ ~ O O

(1.28.)

I
'\o

({,1 >

l
r{,.... 1 M<'+1 1 tv hL

,Ctl? j
r~+2.- M{t2. 1 1~ lt(\~

Zkráceně

{r) .::. t /ll J - [ l-i J{ Ov J ( 1.29)

Kl Bez újmy na obecnosti zvolíme ::i,;. = 0, takže např. Jt~-2. :: -2fv

- 15 -



Čtverec normy

\I Y' ll? = r?. = [Y'}Tf r 1 -=

-= 1mJT{ln1- 2. i a r[H]T [In.} + [a 1T[H] r [H J fa} (1.30 )

bude minimální, když

(1.31)

Odtud

( 1.32)

kde

(1.33 )

je zobecněnou inverzní .maticí k matici I HJ a je typu 3 x 3.

za derivac i v bodě 'V ve zmeme nyní hodnotu směrnice tečny

k parabole (I. 27); tou jsme na intervalu (j(ť' - 'l h) :Xi + 2. ~) přibližně

nahradili neznámou přesnou :funkci Mlx) . Bude tedy

( 1.34)

Proto stačí vypočítat jen druhý řádek ze soustavy (1.)2). Dostaneme

Ml ~ /}yt' (Xi,) :: Q1 =

"1

=~O ~ (- 2. M~-2. - M"-1 t- M-i+1 + 2. Mt+ i ) .

Tohoto vzorce použijeme pro {, = 2, 3, ••• , ''Y>v - 1. Na koncích
intervalu použijeme obdobných vzorců odvozených pouze ze čtyřbodové

korekce (parabolu prokládáme metodou nejmenších čtverců jen čtyřmi

body místo pěti). VYjde

1
= 2{) ~ (- 11 Mo r 3M1 t- "1 Moz.r MJ) I

M~ 1 l
= '1.0r." - Mhl-2. - -., Mtn-1 - 3 H"", + 11 M!Vlt1) ·

- 16 -
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Obdobně určíme ze čtyřbodové korekce i hodnoty

tv1 I I,
\-~o -= '2Oevl-~1 Mot nM 1 +-11 M'1.- 9M 3 L

M' - _1_ ,. LJ M
nt'! - !lať", \.. n-'2. - 11 Hr)-1 - 13 Mn + 2.1 Mnt1)

Čtenář jistě postřehl, že k jednoznačnému určeni paraboly (1~27)

by postačily tři body, nebot rovnice ll.27) obsahuje jen tři neznámé
koe:ficientylP Čtyřmi či vice body je parabola přeurčena, takže její
koeficienty je nutné hledat minimalizací čtverce normy reziduálního
vektoru podle (1.31). Tato přeurčenost, tj. počet přebytečných bodu,
které použijeme k stanoveni koeficientů parabo~, právě způsobí oddě­

len~ podstatné části nahodilých c~yb od předpokládané hladké funkce~

Kdybychom použili pouze tří bodů, procházela by jimi parabola přesně

a k žádné takové filtraci by nedošlo (I Kdybyc:1'tom použili příliš mnoha
přebytečných bodů, "zatahovali" bychom do výpočtu příliš široké okoli
daného místa a tím zkreslovali hledanou funkci. Volba počtu přebyteč­

ných bodů je věcí zkušenosti.

Pro derivaci s filtrací tedy bude platit tento maticový zápis

Mo) 1':.21 /'

13 17 -9 Ho ::: O

[vtl) -ll 3 7 1 \'1 1

Mi -4 -2 O 2 4 M9-

M~ -4 -2 O 2 4 \'1 3

-= '2.0 ~
( l~ 40)

J

4l-1Mn-1 -4 -2 O 2 Mn -1

M~ -1 -7 -3 II Mn
J 9 -17 -13 21Mn+1 \.. Mfl+1 ='0J

čili

{M'} := [DJ [Mj.

Opětným použitím operátoru [D ] (derivace s :filtr~cí) dostaneme

-- 17 -



( 1.42)

a tedy

( 1.43)

Výnecháme-li hodnoty r:- a Fn~1 dostaneme pro hledaný vektoro ,

~~
,r 866,25

F1 * 902,5

966,25

996,25

tF*} ':::: 1067,5 ( 1.44)

1063,75

975, O

887,125

h~ 798,125. ~ 9 ;

Největší odchylka od očekávaného vektoru f F} činí asi 20 %, v prů­
měru je však mnohem menši. Srovnáni přesných a pórušených průběhů veli­
čin Ft" a Mi., poskytuje obr. 3. Je zi'-ejmé, že se podařilo filtrací
naměřených dat zachránit před znehodnocenim podstatnou část vstupní
informace a získat užitečné výs·ledky. Výpočet můžeme uskutečnit i bez

maticové algebry opětovným užitím vztahů (1.35) S'ž (1.39). Takové vý­
počty' lze snadno realizovat i na programovatelných kapesních kalkuláto­
rech.

F ...,.-- _... -'"
......t-····

..- F*' .... '.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 3

- 18 -
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V uvedeném příkladu jsme spo'jili filtraci s derivací. To ovšem
není nutné, stejnáho postupu lze užít k "vyhlazení" funkce, aniž by­
chom ji derivovali. Předpokládejme, že nějakou funkci X(t) ,o níž
můžeme předpokládat, že je dostatečně hladká, experimentálně vyšetřu­

jemepřiekvidistan:tních hodnotách argumentu t ~ (·Ilt, t, celé číslo,

Ar = konat. Dostaneme posloupnost Xi ~ >L l t tl t ) t tť ,kde E~ jsou
nahodilé chyby tvořící "šum". Chceme-li tento šum co nejlépe odfiltro­
vat, můžeme proložit pěti body ~'-'L Y..- 1 )(0 X1 'Jl'!.. kva­
dratickou parabolu

( 1.45)

metodou nejmenších čtverců a za funkční hodnotu v bodě t = O brát

( 1.46)

Dostaneme tak filtraci .~ ~ ~ s předpisem

Ci \ 3 f' 1'2. l . ) 11 )"g "l.) = - 35 ~ \. ·C - 2.. tj,. t ) -t 35 .x. .t - .~ +. -t 35 .t ( tt
(1.47)

v maticovém zápisu vychází obdobně k ro~nici (1.40) pro toto vyhlazení
empiricky nalezené funkce

~o 31 9 -3 -5 3 j(o

~1 9 13 12 6 -5 J(1

-3 12 17 12 -3

-3 12 17 12 -3

1 -3 12 17 12 -3 >-
-

(le 48 )3s-

-3 12 17

-5 6 12

3 -5 -3

12 -3

13 9

9 31

V této rovnici je \.II:.i} původní soubor dat, t'l;Jd· vyhla.zený soubor.
První ,a posledni řádky byly doplněny součiniteli odvozenými tak, aby
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se t~eti a čtvrté diference v diferenční tabulce na počátku a na konci
neměnily. ff/ V ostatních řádcích matice v rovnici (1.48) poznáváme
činitele podle (1.47).

Poznámka

Kdybychom důsledně použili předpis (1.47) a nezaváděli žádnou
korekci na poqátku a na konci intervalu, měla by matice filtru (1.48)
tvar

17 12 -3

12 17 12 -3

-3 12 17 12 -3

-3 12 17 12 -3

[A]
1

.:::
35

-3 12 17 12 -3

-3 12 17 12

-3 12 17
I-

Je to tzv" foeplitzova matice, pro niž platí vztah

( 1.49)

*/ Podrobněji o táto filtraci pomoci čtvrté diference viz
LANCZOS, C.• : App1ied ana1ysis. Pitman & Sona, London 1957
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2 ~ POROVNÁNí NUMERICKÝCH METOD PODLE HOSPODÁRNOSTI

Uživatelé programovatelných kalkulátorl1 a minipočítaČo. se často

domnívají, že každá metoda, která vede k cíli je dobrá, nebot u těchto

počítaČo. není hodina "strojového" času tak drahá jako u velkých poč-i­

tač~$ Je to konec koncl1 jedno, trvá-li výpočet kratší nebo delší dobu&
Proto se k hoepodárnosti použitých algoritml1 tolik nepřihlíží.

J"e věak velmi ošemetné, pustíme-li otázku úspornosti algoritmů

úplně se z~etele. Uká~eme to na příkladu ~ešeni lineární soustavy
algebraických rovnic.

Nejméně vhodná metoda k řešení soustavY lineárních algebraických
rovnic je Cramerova~ A p~ece se jí na školách (patrně z metodických
d~vod~) věnuje největěi pozornost, často se ani jiná metoda neprobírá.
Kdyby si nějaký řešitel, sveden svým ško1~ím vzděláním, sestavil pro­
gram podle této metody, neshledal by nic divného, pokud by řešil sou­
stavu s malým počtem neznámých. S rostoucí velikostí soustavy by se
však nápadně prodlužovaly výpočtové časy a mohlo by- se stát, že by se
řešitel nedočkal výsledku ani do konce života.

Uveame jako příklad řešení soustavy rovnic

~1 - X-z. + .)(3 '-t

'1 )(1 + Y..7- - J(3 ':: -1

~1 - :, x.>/.... - X 2_
~

( 201)

Podle Cramerova pravidla určíme každou neznámou jako podíl determi­
nantů

4 -1 1 1 4 1

2 -3 -1
D

-1 1 -1 -1 -1

2 -1

1 -1 4 1 -1 1
'1

X" 2 1 -1 D: 2 1 -1....> D,
1 -3 2 1 -3 -1

Vypočteme U = 1, ~-2.. = -1, Y. = 2.1 .3
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KOlik jsme k tomu pot~ebovali matematických operací? K výpoětu

determinantu m, -táho ~ádu potf'ebuceme sečíst Nt,! 80uěind vytvo:fe­

ných permutacemi m, ěillitelo.. Determinantd je celkem m+'f
Bude-li trvat operace seěítání a násobenf zhruba stejni dlouho, je to
celkem ('n+ 1)(~+1)! operac:í; ostatní oPerace zanedbáme. Kdyby nál po­
čítač usk:ut.eěnil sto t11J-to operací za sekundu, poti'ebovali bychom
čas v sekundách resp. minutách

pop~. v hodinách, dnech nebo rocích

Zaokrouhlené výsledky pro některá m, {Ilt = poěet neznámých v soustavě

rovnic> uvádí tabulka 1. Zatím 00 feěení soustavY 8 piti nezn~i by

netrvalo ani pět getin vte~iny, soustava o deseti neznámých by vy~a­

dovale už bezmála pdldruhá hodi~ Q k ~e§ení soustavY o patnácti ne­
známých by už nestačilo ani celé století.

Tah. 1 Výpočet ~aa\1 t k řeěení lineární ~ousta"Y rovnic

Počet neznámých 5 10 ~15 20

Cramer 0,043 s 1,22 h 106 r 83,4.10 r

Gauss 0,0013 8 0,0086 s 0,027 s 0,061 s

U~ijeme-1i místo toho Gaussovy eliminační meto~, budou ča~

potřebná k výpočtu podstatně krat~1. Podstata metody spočívá v tom,
~e se matice sousta~ postupně transformuje na trojúhelníkovow matici.
Iombinacemi první a druhé resp. první a t~etí rovnice (2.1) dostaneme

a pak el~inací druhé proměnné z druhého a třetího ~ádku

:X1 - .x 2, 4- X, 3: 4
)(2..-;)(3=-3

. ~~.-: Lt.

- 22 -
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Tak jsme dostali soustavu s trojúhelníkovou maticí. Nyní - při "zpětném,
chodu·' - vypočteme postupně Y-~ , X1, , J(,1 • Ve skutečnosti bývá po'-

stup doplněn je!tě výběrem hlavního prvku, tj. p~ípadným p~eskupenfm

sloupců tak, a~ se na diagonálu v příslušném řádku dostal vž~ prvek
s největAí absolutní hodnotou; tím se zmenšuji zaokrouhlovací chyby.
Gaussova metoda vyžaduje celkem /'Yv3/3 +/,r1.}'-%/3 násobení a 1''n}/3-+''''''t.+

- ,--~/)'Vl6 sečítání, tedy celkem 2rn}/3+ !J..1}1\}·-=1mIG operací. Přislušné

časy jsou rovněž uvedeny v tabulce 1. Pro patnáct neznámých, pro které
by aplikace Cramerova pravidla vyžadovala celé století výpočtového času,

potřebuje Gaussova metoda sotva tři setiny vteřiny'.

Z'bývá zodpovědět otázku, zda lze .vo.bec s dostupnou výpočetni tech­
nikou vypočítat determinant např. dvac.átého řádu. Ovšemže to lze a to
velmi snadno. Nemůžeme však postupovat podle definice, tj. sestavovat
permutace činitel~, ale musíme determinant nejprve transformovat užitím
dovolených operací do trojúhelníkového tvaru. Pod hlavni diagonálou pak
máme pouze nuly e determinant vyčíslíme jako součin prvk~ na hlavní
diagonále. Protože algoritmus se podobá Gaussově postupné eliminaci
neznámých ze sousta~ lineárních rovnic, jsou i časy srovnatelné, tj.

v našem příkladu by šlo o zlomky vteři~. ~/

3. POZNÁMKA K VARIAČNí FORMULACI METODY KONEČNÝCH PRVKŮ
op

Chceme řešit metodou konečných prvků průhyb nosníku. Je-li nosník
prizmatický, prostě podepřený a zatížený konstantní spojitě rozdělenou

silou čl I N m-l ] , platí pro něj diferenciální rovnice

CL
EJ ( 3.1)

Zde EJ je ohybová tuhost, Xi vzdálenost od levé podpory, \Xi pr~-

hyb. Substitucemi

Y: -= :x.ť. 'w W (; I Cf, -:: CL EJ / ť,3 (3.2 )I

Kl V~jové diagramy a programy viz např. OLEHLA, M. - TI~ER, J.:

Praktické použití F'ortranu. 2. vyd., Praha, Nakladatelství dopravy

a spojů 1979.
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pf'e jde rovnice (3.1) do· bezrozměrováho tvaru

Bez újmy na obecnosti zvolíme ~ = 1 a dostaneme

( 3.3)

o ( 3.4)

s okrajovými podmínkami

w(o) := O )

Dif~renciální rovnice ( 3.4) s okrajovými podmínkami (3.5,) minimalizuje

funkcionál

-1

F :: J[ ~ eW II )'2. - IN ] clx
Q

( 3.6)

Pf'esvědčíme se o tom tak, ~e funkci W ('l) pozměníme o variaci
DW (l() ..-:: € .Y. ex) ; I E1« 1 1(, (x) je n~jaká "rozumná" funkce s okra-

jovými hodnotami t lo) = O , 1{(1).". O • Dosazením w ... ~w' za vJ do
rovnice (3. 6 ) dostaneme

1

F +DF ... JI+(wiI+DW/l)'l.-w -DW 1d.x..
o

Protože (W I1 + bWiI)1, == (w,')1,.+'1W'E'w", dostaneme odečtením rovnice (3.6) .
od rovnice ().7)

~ ,

SF: f (W"EWd- bW)c{x
v

První člen na pravé straně budeme dvakrát integrovat per partes

- 24 -
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Vzhledem k tomu, ~e 0WtO) = O , bW(1) =0 , ~zí předposlední člen.

vymizel i první člen na pravé straně, musí na okrajích definičního

tervalú v;ymizet bua W" (tedy křivost, tj. i ohy'bový moment) ów'
(sklon křivky znázorňující variaci). Vzhledem k prostému podep~ení nos­
níku vymizí na okrajích W'I • 'Fedy

~

~ "Nu OWIld.x. -=
o

rW
IV

OVIl cl.x .
o

Pak z rovnice (3.8) plyne, že

( 3@ )

Nutnou podmínkou pro minimum funkcionálu F je ~izení jeho
bF ,tedy b"F = O. Protože "váhová funkce tf 5w Cx.) v rovnici· (3.11)

je libovolná, musí se integrand rovnat nule, což je právě rovnice
(3.4)~ fI./

IBtoda konečných prvk~ spočívá v tom, že definiční interval ~~'7nCI_

líme na měkolik podin~ervaló a v každám z nic~ aproximujeme skutečný

prdběh funkce WLX) nějakým polynomem pokud možno nízkáho stupně ~

Koeficienty těchto polynomd stanovíme tak, aby byla zachována
spojitost a pop~. i hladkost náhradní funkce a aby funkcionál F
minimální. Hodnotu tohoto funkcionálu počítáme jako součet

na jednotlivých podintervalech, tj. jako součet příspěvkd z jednotli­
~ch konečných prvkd.

Kdybychom zvolili v našem p~ipadě po částech lineární náhradu,
vy§~ by první derivace nespojité a druhé derivace nulové až na
nespojitosti, kde by druhá derivace nebyla definována. Pokud bychom
definovali tak, že bychom přímé úseky náhradní funkee spojili
obloučky, jejichž poloměr by v limitě klesal bez omezeni k nule,
by druhá derivace do nekonečna (obr. 4) .. Při přechodu přes tyto
by pak vznikal neurčitý p~íspěvek k integrálu F podle (3.6);

~/ Snadno srozumitelný úvod k variačním metodán najde čtenář v knize'
ELSGOLC, L. E.: Variační počet" Praha, SNTL 1965. Podrobný výklad
viz REKTORYS, K.: Variační metody v inženýrských problémech a
v problémech matematické fyziky'. Praha, SNTL 1974.
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f

f'

f"
x

x

slovy, součet integráld nad jednotlivými
prvky by nedával tot~! co stejný integrál
nad celým nosníkem. Proto qy ulití lineární
aproximace vedlo k hrub~ c~b~. Náhradní
~ce popisující prdnyb musí být te~ nejen
spojitá, sie i hladká, "tj. spojitá i v první
derivaci. lfusíme tedy použit jako "nás&dové
funkce" polynom t~etího stupn~.

Jestli!e věak danou diferenciální rov~

Dici (3.4) čtvrtého ~ádu rozepíAeme na ekvi­
valentní soustavu dvou rovnic druhého ~ádu

d 2w
ci )(.7.. ~ ~ I

( 3.12 )

Obr. 4 dostaneme funkcionál závislý na dvou funk­
cích W(~) , "1 LX) ve tvaru

1

F ~ ... j (~ ~1.. + 'Ij! W' + W) dx ( 3.13)

Změníme-li funkci 1.j o b;t ~ w o 5" lIJ , snadno vypočteme, !e

1

oF* -:= J("Jb"t 4- 1j'DW'+ W'Oi -r Sw)4x, (3.14)
o

Integrací per partes odtud vyjde variace

1

~ ~ * ~ j [l 'cf - wI') O')f - (~" - 1) OW ] cix · ( 3.15 )

Má-li tato hodnota vymizet pro libovolné funkce D'lf, &w , musí být
;j - W" :: O , .~ "-1 .. O • T'o jsou však právě rovnice (3 .12). Píšeme tedy
podmínku Sp*':a. O pro stacionární hodnotu funkcionálu (3.13), v něm! je
nejvyšší první derivace, takže náhrada pro :funkce '!l-x.) ,W(x) maže

být po částech lineární a nemusí být hladká. Stačí, je-li spojitá.

'lato výhoda je vyvážena jinou nevýhod"ou, že totiž určujeme dvě ne­
známé funkce, kdežto dříve jsme měli jen jednu. Ale to není tak nepří­

jemná. Funkce ~ l~) má význam ohybováho momentu, jehOŽ pro.běh beztak
pot~eDujeme znát pro dimenzování nosníku.
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Na tomto příkladu jsme ukázali, že zdánlivě složitější formulace
úlony pomocí dvou rovnic (3.12) místo jedné rovnice (3.4) může vást
K jednoduššímu řešení. ~iný takový příklad ukážeme detailněji v další
kapitole. HI

4. BTODA DYNAMICrd RELAXACE

Budeme nyní hledat statický prdhyb nosníku zcela neobvyklým způso­

bem. Začneme s jinou úlohou, totiž s tlumeným kmitáním nosníku. Tato
druhá úloha je zdámliv~ mnohem složitější. Ukáže se však, že algoritmus
k jejímu řešení není tak složitý a že dovoluje 1'eěit·stejně snadno i ně!cteré

nelineární úlohy (nosník jednostranně opřený o nelineárně pružný podklad).
Statický prdhyb dostaneme jako ustálený tvar výkmitové čáry, když se
přechodové kmitání utlumí. NUmerický výpočet se uskutečňuje diferenční

metodou. Obdobně lze řešit i prdnyb desek. ~I

Prdhyb spojitě zatíženého pružného nosníku je popsán soustavou
rovnic

d,lM
áx1, -::. - Cl(X}J

. Mú<)
-::: - ----

ECx) J (x)

( 4.1)

Rovnice (4.1) vyplývá z podmínky rovnováhy uvolněného elementu nosníku
o délce dX , rovnice (4.2) vyjadřují kompatibilitu deformaci užitím
Bernoul1ih9-Na~erovyhypotézy. Podle ní zdstávají průřezy při ohybu
ro~nné a střednice jimi prochází vždy ko~o.

JE/ Met.odoul konečných prvko. jsme se podrobně zabývali na semináři

v Do~ě techniky ČSVTS v Praze roku 1976.

~KI Vi~ RUSHTON, K. R.: Pynamic re1axation solutions of elastic plate
problem,s - "Journal of Strain Analysis" sv. 3 (1968), s. 23, nebo
od téhož autora: Large defleetions of plates with unsupported edges.
Tamtéž sv. 7 (1972), s. 44.
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