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V této publikaci se probiraji rdzné metody Pedeni dloh
ze strojni praxe na programovatelnych kalkulédtorech a mini-
pod{tadich. Uvddé&j{ se p¥iklady uspé3nych FeSeni a Jejich
programy v jazyku BASIC pop¥. FORTRAN, ale také nékteré pri-
klady selhdnf vypo&tovych postupld a jeho pifidiny. Jde o Pe-
Sen{ linedrnfich algebraickych a diferencidlnich rovnic,

o rizné aplikace v pruZnosti a v dynamice, o digitdlnf fil-
traci a zpracovdni zdznami &asové proménnych veliéin, o vy-
hodnocovédni experimentd, o poditadovou grafiku ap. Je uvedena
numericky vyhodnd metoda vypodtu zobecnéné inverzni matice

s aplikacemi ve vyrovndvacim podtu. Probiré se volba optimdl-
niho stupné polynomu p¥i regresni analyze. Zv148tnt pozornost
se vénuje Z~-transformaci, kterd usnadnuje pochopeni diskrétni
Fourierovy transformace a konvoluce. Tyto transformace se
uplatnuji zejména pii analyze ndhodnych vibraci.

Publikace Je urdéena strojnim inZenyrim a technikdm.
Predpokl4dd se znalost zdkladd maticového podtu.




"Kondme-1li po prvé vEt3{ vypoliy, jaké se vyskytujl zv143té
v astronomii, vy33{ geodesii i jinde, dochdzime zpravidla k chybnym
vysledktm, pondvad? nemdme ndle¥itého cviku v numerickém podfténi.
Opakujice takovy vypodet dopoustime se dasto nejen tychZ omyll, nybrz
i novych, nebof dufevni deprese, kterd se dostavuje v disledku uding-
nych omyll, stévd se zdrojem omyld& novych".

V. Léska a V. HruSka, Teorie a prakse
numerického poditéani. JCMF, Praha 1934

"P¥i zJjidténi nepfipustnych odchylek PeSeni na poditadi od znémé-
ho reSeni se domnivéme, Ze Jde o vécnou chybu. Pfedpoklédédme pritom,
Zze politad provddi operace bez chyby".

J. Jinoch, A. MalouSek a J. Vencovsky, Poditad
a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973

"Dobry podtér napiSe asi 40 &1slic za minutu, &ili ndzorn&ji
fedeno, ndsobeni obvyklym zplsobem p&timistného &isla pétimfstnym
gi{slem trvé mu primé&rné asi jednu minutu. Zndmy podtal Dase potieboval
k vypoliténi soudinu dvou stomistnych &isel p¥i poditénfi v hlavé sko-
rem 9 hodin. Gauss tvrdil, Ze dobry podté# by nepotreboval k témuZ
vykonu na papife vice neZ polovinu &asu”.

V. Léska a V. HruSka, Teorie a prakse
numerického poditéni. JCMF, Praha 1934

"Operadni rychlost politadld pro technické vypolty se pohybuje

od n&kolika tisfc operaci za vterinu I. a II. generace) do ndkolika
set tisfc a¥ milidnd operaci za vtetinu (III. generace)".

J. Jinoch, A. Malou3ek a J. Vencovsky, FPolitad
a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973
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Predmluva

Rychly vyvoj &€1slicovych poléftadd a jejich 8iroké uplatnéni ve
v8ech odvétvich v&dy a techniky ve druhé poloving tohoto stoleti vedly
k predstavédm, Z%e ikoly formulované na rdznych pracoviltich se budou
zaddvat a efektivn& zpracovdvat ve velkych vypodtovych strediscich,

u nichZ bude moZné predpoklddat v&t31 rentabilitu vymaloZenych znad-
nych investidnich prostfedkd. Zkudenosti poslednich let nds poudily

o tom, Ze vyvoj pijde asi trochu Jjinym smérem. NeuvéPitelné roz3fifent
operaénich moZnosti programovatelnych kalkuldtord a minipo&fitadd pii
relativng nizké cend vede k tomu, %e mnoho men3fich z4vodl a pracovisi
dévé pPfednost samostatnému vybaveni touto "malou" vypofetni technikou
pfed soustavnou, ne vidy dostatednd operativni spolupraci s velkymi
vypodetnimi st¥edisky. To mé vyhodu také v tom, Ze vybaveni pod{itade
perifernimi Jjednotkami miZe byt G¥eln& zvoleno podle pot¥eb pracovidté
a Ze primy styk Fe3iteld s poditadem podnécuje zdjem o pozndéni vech
moZnosti, které podftad poskytuje a vede tak k lepSimu vyuZit{ podita-
e v kaZdodenni préci. Primé zkuSenost s numerickym ¥eSenim dloh na
podfta¥i vede k novému pohledu na fyzikdlnf skute&nost & na jej{ mate-
matické modelovdni. Poéitaé vekutku "vychovdvéd" své uZivatele, vede Je
k v&t3{ osobnf kdzni, pozornosti, ddslednosti a k v&t81 angaZovanosti.

Existujl ov3em i jiné moZnosti, Jjak zkvalitnit a zorganizovat
vypodetni préci, nap¥. uZitim ddlkové pripojenych termindld pro préeci
8 velkymi podfitaldi, zejména termindld vybavenych vlastni inteligenci,
tak¥e je lze z&dsti vyuZfivat zcela samostatnd. Presto vSak jsme sv&dky
stoupajici obliby a rozSireni malé vypoletni techniky a s tim souvise-
Jjicich zm&n ve zplsobu prdce inZenyrd a technikd. Vzrostly néroky na
kvalitu a rozsah teoretickych vypodtd, na nich¥ zévisi funké&ni zpﬁéo«
bilost a spolehlivost konstrukci. Nové metody se uplatnuji i p¥i pléd-
novdni a ¥{zeni experimentd a pifi zpracovéni experimentdlnich dat.

Ddm techniky (SVTS v Praze uspoiddal proto jiZ roku 1976 celo-
stdtn{ semindi® "Modifikace pevnostnich vypo&td pro malé digitéln{i po-
¢{tade”. Letos se k této problematice vracime. P¥ineseme vSak pondkud
jiny vybdr témat. U¥elem semind¥e je vzbudit zdjem a poskytnout nejdé-
lezit&j81 informace potrebné k UspdSnému rozvijeni vlastni iniciativy
podle potPeb jednotlivych pracoviii. Nejde tedy o soustavny kurs pro-
gramovanf ani o kurs numerické matematiky. Na p#fkladech ukdZeme
Uspé&3né i nedspé&dné pouZiti rdznych matematickych metod, co% myslime




jednak jako inspiraci, Jjednak Jako varovéni pred nesprévnou virou, Ze
poditade zmohou vSechno. Zmohou ovSem mnoho, predev3im to, co jsme
schopni vystiZn® a sprévné matematicky formulovat a vhodnymi metodami
Yedit. Mdlo v8ak zmohou tam, kde ndm chybi informace, v&domosti nebo
nutnd zku3enost. ’

Autor srdedn& d&kuje pracovnikim Domu techniky {SVTS v Praze za
spoluprédci a za mimo#édnou ochotu, s jakou se ujali organizovéni semi-
néde. Zvliasdt ddkuje Ing. Vliadimiru Véclavikovi za pedlivé pPehlédnuti
rukopisu a v3em, kte#f se podileli na vyddni tohoto textu.

Prof. Ing. Cyril Hé6schl




1. OBRACENA ULOHA O PEVNOSTI NOSNIXU

Zpravidla je ddno zatiZenf nosniku, z n&hoZ poditdme vnit¥ni sta-
tické ddinky ( posouvajfc{ sily, ohybové momenty) a podle nich posuzu-
jeme pevnost nosnfku. Z ohybovych momentd vypoditéme ohybovéd napéti a
porovnédvéme s dovolenou hodnotou. MiZe v3ak nastat pripad, kdy chceme
postupovat obrscend: experimentdln& urdit napé&ti, a tedy i ohybové mo-
menty, a vypodtem urdovat plisobici zatfZeni. Tato obrécend udloha se
mdZe tykat napi. vypodtu nezndmého spojitého plsobeni sily na bodénici
i Zebrovou vyztuhu slévérenské formy nebo jiné stény, vypoltu nezndmé
pFitladné sily na n&jaky nosnik &i vélec pracovniho stroje apod.

Necht napi#. na nosnfk podle
obr. 1 pisobf spojit& rozdélend
sila 9 (x) , kterou chceme urdit
a 2z riznych divodd ji nemiZeme
zjistit pPimym m&fenim. Ve stej-
nych vzddlenostech fL  zméPime v
odporovymi snimadi pomérné prodlou- 4{7

q(x)
sent ¢ (x¢) (¥ = th ; (=1, l 1 2 [? l4...,n
2. ..., M) ve vn&j8im vlékns hi{ hJ h
~5=|

L DG -~ ~
nosniku. Nosnfk bude mit celkem

vl polf, takse (n+i)hy = Z . e
Pomérnd prodlouZeni prepoditdme na

ohybové momenty. Je-li nosnik

prizmaticky, bude mit priPezovy

modul v ohybu Wo ve v8ech Pezech stejny, takie ohybové momenty
vyjdou z rovhice

Obr. 1

M¢ = M(x(,) = Wy e () (1.1)

Spojité zatfZenf nahradfme soustavou osam&lych sil [¢ ve stejnych
bodech, v nich? jsme m2#ili pom&rnd prodlouZeni, tj. poloZime

Foo=hg (x) (1.2)

Je zPejmé, Ze se tim dopouldtime urdité nepiesnosti, ale vzhledem k to-
mu, %e ndm stad{ jen pfibliZnd znalost pribéhu ¢ (x) , miZ¥eme se
domnfvat, Ze sily [ budou hledany prib&h dostatedn& vdrn& vystiho-
vat, zv1438té kdyz volfme N  velkd, tedy pomér W/ < maly.
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T Rn+1

Obr. 2

Metodou my8leného Pezu podle obr. 2 vypolteme, Ze

M¢ = Rotho- F({--F({-2)h - -..

Qoz

1
n+1

Vyloudenim reakce
vymi momenty M/ a silami F}‘ , kterou zapiSeme v maticovém tvaru

(M1W

Mq

f

{ My b=

. n+1

1
\ M”?,
Zkrdcené

N

LnFrn-DR+(-DF+ -+ Fy ],

R

n-q n-o .
2(n-1)  LUn-n) ---
B(n-1) ---

~

Soumdrnd matice

{MY = TAd{F]

~

3 2 1
6 4 2

9 6 3
T 2(ne1) e
4

-F.

1 -1

v,

(1.3)

(1.4)

z t&chto rovnic zi{skéme zdvislost mezi ohybo-

g (1.5)

(1.6)

ProtoZe vektor na levé strand Jsme ziskali vypodtem podle (1.1), miZe-
me z posledni rovnice vypolditat

Postup je tedy velmi jednoduchy. Zvolme napt. N

[FY=1A2"¢my
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= 9, Pak

(1.7)




9 8 7 6 5 4 3 2 1]
8 16 14 12 10 8 6 4 2
7 14 21 18 15 12 9 6 3
6 12 18 24 20 16 12 8 4

[A}~=,%%— 5 10 15 20 25 20 15 10 5 ( 1.8)

4 8 12 16 20 24 18 12 6
3 6 9 12 15 18 21 14 7T
2 4 6 8 10 12 14 16 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abychom mé&li pro kontrolu ndjaky p¥iklad, zvolime FL‘ = 1000 N

.

({4 =1,2, ..., 9), fv = 0,2 m. Z rovnice (1.6) vyjde vektor {M}
(v jednotkdch N.m)

900
1600
2100
2400
2500 (L.9)
2400
2100
1600

\. 900

KdyZ na poéitali Hewlett-Packard 9830 A vypolteme pomoci rovnice (1.7)
a hodnot (1.8 a (1.9) vektor {F'} , dostaneme pifesné pavodni zadané
hodnoty, totiz F; = 1000 (pro vSechna { ).

Nyni dosadime za vektor ™My pokusné zjidt&né hodnoty. Abychom
si metodu pPedem vyzkouSeli, budeme pokus Jjenom simulovat. 04 hodnot
(1.9) odedteme n&hodné chyby, které vybereme tak, aby relativni chyby
byly men3{ ne?¥ asi 5 %, co? je predpoklédand chyba tenzometrického
" méfeni{. V ndsledujfcim vztahu (1.10) uvedeme takto upraveny vektor
ohybovych momentd M) i vysledek PeSent

VEY = a1t (M)

- 11 =




[ 925) [ 1500 )
1550 0
2175 2500
2300 -875

fMI= < 2600 » {?}‘# 2125 - (1.10)

2475 1375
2075 750
1525 500

L 875 | | 1125 |

A8koli chyba prvkd ve vektoru {ﬁf} proti pivodnim hodnotém § M}
nepiesdhla 4,7 %, zménilo se PeSeni k nepozndni; vysledek je zcela
nepravdépodobny, takfe nade metoda je naprosto nespolehlivé. Pritom
poditad HP 9830 A podf{téd s velkou numerickou prfesnosti a bez chyby,
jak se mtfeme presvéddit dosazenim vektoru { E} podle (1.10) do
vztahu (1.6) . Vyjde presnd vektor J M} podle (1.10). Také soudin
[A]“1 [A] 44 bez chyby jednotkovou matici. Determinant soustavy neni
nijak maly. V &em Je tedy chyba? Prod metoda selhdva?

zd4 se, %e je ve 3patné podmindnosti matice’ [A] (1.8). Je vii-
ty ndzor, Ze podmin&ncst matice souvisi s velikosti determinantu mati-
ce a Ze 3patné podminénou matici nelze bez vétS{i chyby invertovat.
Chybné vysledky FeSen{ soustavy linedrnich rovnic by pak byly zpisobe-
ny zaokrouhlovacimi chybami p¥i inverzi matice. Na na3em prikladu Jsme
v8ak vidéli, Ze to nemusi byt pravda. Vysledky mohou byt chybné i p¥i
dokonalé, bezchybné inverzi matice soustavy.

Podmin&nost matice Jje sice vlastnosti této matice, av3ak tato
vlastnost se projevuje teprve v souvislosti s FeSenim celé soustavy
rovnic. DokdZeme, Ze Spatnd podminénost matice miZe mit katastrofdlnd
v1liv na presnost vypodtu, adkoli sama inverze matice bude idedlné
pPesné.

V nalem pripadé 8lo o ¥eSeni soustavy (1.6) s vektorem {P13
zat{¥enym chybami {¢} = {MY-§ M}, tedy o soustavu

LATLFY = (MY -fet. (1.11)
V ulebnicfch maticové algebry Jje popsén zpisob, jak miZ%eme diagonali~-

zovat matici [AJ . Nejprve najdeme vlastni &fsla A a vlastni
vektory %,X} FeSenim homogenni{ soustavy rovnic

- 12 -




LAJixY = A {x). (1.12)

ProtoZe La] je soumdrnd matice, jsou hodnoty A redlné. Dostane=-
me Jje PeSenim algebraické rovnice

det (TAT-ATLTI) =0, (1.13)

Ke ka¥dé viastni hodnotd +¢ ¢ = 1, 2, ..., N ) najdeme vlastnt
vektor {4}, tak, aby

- - . ‘T . .
(Al wl = A twle ful; {wl; =1 (1.14)
Pak matice sestavensd z téchto vlastnich vektord

[T = Ty et —od n ] (1.15)

\

je modélni matici a transformuje matici [AT qa diagondlni matici

LAY =T Agy ooy And

[UITTATLUT = [ AT % (1.16)
V rovnici | 1.113 zavedeme novou promfmnou 1P}  podle vztah
{F} - [UJ{$}~ (1.17)
Vyjde
IAJLUIEPRY = {MY - (e} (1.18)

T
Rovnici (1.18) vyndsobime zleva maticf LU . Se zbetelem k vztahu
(1.16) dostaneme

[0 J{PY = LUI™{MY - TulTied, (1.19)

Kdybychom po&ftali s pl@vodnim bezchybnym vektorem R , bylo by
{eY=10) LWIT{FY=(Py, takie

[ATLPY = LulT{my - (1.20)

Odeltenim obou poslednich rovnic dostaneme pro chybu vysledku

{‘5} ’{Pl“iﬁ} vztah

- 13 -




(1,21)

CAILEY = Tulfel
Pro ( -ty Pédek méme ®/

I

Li0p = Ugp & + Ugi Eg v -+ Ung En . (1.22)
Odtud
by = bc /A, (1.23)

kde 61 znad{ pravou stranu rovnice (1.22) . Vidime, Ze chyba vy-
sledku 8@ miZ%e byt mnohem v&t3{ neZ chyba pravé stirany by, je-1i
| A:[%1 a to i tehdy, méme-1i matici [/ ] vypoditdnu s idedlnt

presnosti.

I kdybychom tedy libovoln¥ zpresnovali inverzi matice [A ]
nezménilo by se nic na nepouZitelnosti na3f metody, protoZe matice
LA]l m& tu vlastnost, %e kondidni &islo

\ /\,\ max

=" 31,
< | A limin ‘ (1.24)

Pripomenme si, jaky je vztah mezi zatffenim ¢ (x) a ohybovym
momentem M1(x)

2,
dd:,'l = - g (x). (1.25)

ProtoZe velidina %¥:} zastupuje v rovnici (1.6) spojité zatiZent
gx) , znamendé maticovy operdtor [pA | dvojil integraci a inverzni
operédtor [ll]“ v rovnici (1.7) dvoj{ derivaci. Nespolehlivost meto-

dy ztejmé& souvisi s tim, Ze se derivacemi kaZdd chyba zveliluje.

Vnucuje se my3lenka, zda by nebylo moZné Pe8it obrdcenou udlohu
primo numerickym derivovénim podle (1.25). Funkce @g(x) a M(x)
méme pritom ovzorkovény hodnotami M; = M(x{) a ¢; = qg(x)=F¢/fh -
Pro druhou derivaci zndme diferendni vztah

o 1
M= 7w (Mg -2 M+ M, )+ 0 (%) (1.26)

®/ Ozna¢ili jsme u¢z prvek v ¢ -tém Pddku a J ~-tém sloupci matice [('] .

- 14 -




pro v =1, 2, ..., v 8 tim, 3¢ Mo =0, Mas = 0. Aplikujeme-1i
tento vzorec na posloupnost §ﬂ; sloZek vektoru {Eﬁ} , vysledek
zndsobime W = 0,2 a zm&nime znaménkc, dostaneme piesn® vektor | E}
podle (1.10). To potvrdilo nadi hypotézu o vyznamu inverzniho operdto-
rau [ A]' . Checeme-1i dostat u¥itednd&jd3{ vztahy, musime spojit nume-
rickou derivaci s &fslicovou filtraci.

Vychdzime z intuitivni predstavy, %e funkce M(x) Je do znadné
miry hladkd4, nebof vznikla dvojnésobnou integraci spojité funkce g(x) ;
kde¥to chyby &(x¢) Jsou chaotické, nebot vznikly ndhodnymi chybami
r?i tenzometrickém méieni. ProloZime proto vZdy pé&ti body

Mi'i’ M{f1) Mii MOM ! M£+z

kvadratickou parabolu, kterd predstavuje hladkou k¥ivku

(1.2
M) = Q¢t AsX + C\LLKL K

tak, aby vektor rezidudlnfch hodnot Y = M-m v dangeh pdti bodech

mé]l minimdlnf normu. Pro tento vektor mdme soustavu rovnic v maticovém
zdpisu =/

&
(o 1 i ) B . 7
Vi Mi-2 1 2% -
Ti-4 M1 1 - WL
a%,)
_ _ (1.28)
Ve j M L L 0 Q ay >
Fird M i 1 v A as
L Fesr | | Mine |t 2 T ht
Zkrdcené
{r}={m} -1Hi{a} (1.29)
%/ Bez Ujmy na obecnosti zvolime ¥g = Q, takZe napr. &Q‘Z ='“2ﬁb

- 15 -




Stverec normy
eyt

et o= {rlTir) -

Imi{mY- 2§aTHI MY+ {aY THITHIta} (1.30)

o

bude minimdlni, kdyZ

2(r?)

eV (o}, (1.31)
Gdtud
{laY =[81{mY}, (1.32)
kde
[B] =(LHIT[HIY [T (1.33)

je zobecnénou inverzni maticf k matici LH] a je typu 3 x 3.

7a derivaci v boddé  vezmeme nyni hodnot:u sm&rnice tedny
k parabole (1.27); tou jsme na intervalu (¥¢ -2%, X+ 2%) pribliZnd
nahradili nezndmou presnou funkei M (x) . Bude tedy

M = m o) = (o) - a, (1.34)
Proto stadi vypoditat jen druhy rédek ze soustavy (1.32). Dostaneme
MP o= ' (xe) =y
1
= e— - . - . (1-35)
o UM g Mey e Mepy ¥ 2 Mgy, )
Tohoto vzorce poufijeme pro =2, 3, ..., M - 1. Na koncich
intervalu pouZijeme obdobnych vzorcl odvozenych pouze ze &tyPibodové

korekce (parabolu prokliddme metodou nejmendich &tvercd jen StyFmi
body mfsto p&ti). Vyjde

1

Mi T n G M e 3ME TN, - M), (1.36)
YRR I. (1.37)
A T3 ma "I Mug =3 My + 1 May)

- 16 =




Obdobn& urdime ze &tyrbodové korekce i hodnoty
4

Mo =, U Mot 13 M 17 My - g M), (1.38)

| vy
th‘l = 00 fu [\L} Mn—VL - 1? t\l1n-/| - 13’ Mn + 21 Mn+1>
9

(1.39)

Stend? jist® postdehl, ¥e k jednoznadnému urdeni paraboly (1.27)
by postadily t¥i body, nebot rovnice (1.27) obsahuje jen t¥i neznémé
koeficienty. Cty¥mi &i vice body je parabola pPeurdena, tak¥e jej{
koeficienty je nutné hledat minimalizaci &tverce normy rezidudlntho
vektoru podle (1.31). Tato preurdenost, tj. polet pPebytednych body,
které pouZijeme k stanoveni koeficientd paraboly, prévé zpisobl odd&-
lenf{ podstatné &dsti nahodilych chyb od predpoklddané hladké funkce.
Kdybychom pouZili pouze t¥{ bodl, prochdzela by jimi parabola piesnd
a k Z4dné takové filtraci by nedoSlo. KdybycHom pouZili pi#{1i8 mnoha
pFebyteénych bodd, "zatahovali" bychom do vypodtu p¥{flis Siroké okolf
daného mfsta a tim zkreslovali hledanou funkci. Volba podtu prebyted-
nych bodd Je véci zkuSenosti.

Pro derivaci s filtraci tedy bude platit tento maticovy zdpis

Mo | 21 13 17 -9 1 (M -0

M, -11 3 7 1 M,

My -4 -2 o) 2 4 M

M.’} ~4 -2 0 2 4 MA

1 (1

T : e { >(1.40)

Mo -4 -2 0 2 4W" M-t

Mp -1 -7 -3 11} | M,

) ;

M | 9 -17 -13 21| | Mo =0)

8i1i
tM) = IDIEMY . (1.41)

Opétnym pou¥itim operdtoru [ D]  (derivace s filtraci) dostaneme
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(M"Y = 1" { M) (1.42)
a tedy

{(Fry =-p DI {m} O (1.43)

Vynechdme~1i hodnoty F;* a F;t1 , dostaneme pro hledany vektor

x [ 866,25
F* 902,5

, 966,25

| 996,25
(F*} 4 ¢ = ﬁ 1067,5 L
1063,75
975,0
887,125

( 1.44)

- Fg*| | 798,125 | |

Nejv&ts{ odchylka od ofekévaného vektoru { F} &inf asi 20 %, v pri-
méru je v8ak mnohem menS8i{. Srovnéni pfesnych a péruéenjch pribé&hd veli-
8in F; a M, poskytuje obr. 3. Je zPejmé, Z%e se podatilo filtraci
nam&fenych dat zachrénit pfed znehodnocenim podstatnou &dst vstupni
informace a ziskat u¥itedné vysledky. Vypodet miZeme uskutednit i bez
maticové algebry opé&tovnym uZitim vztahd (1.35) a% {(1.39). Takové vy-
podty lze snadno realizovat i na programovatelnych kapesnich kalkuldto-
rech.

Yy

A

012345678910 123456789

Obro 3 Ay
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V uvedeném p¥ikladu jsme spojili filtraci s derivaci. To ov3em
nen{ nutné, stejného postupu lze uZit k "vyhlazeni" funkce, ani¥ by-
chom ji derivovali. PPedpoklddejme, Ze ndjakou funkei X(t) , o niZ
mi¥eme pPedpoklddat, Ze je dostatednd hladkd, experimentdlné vydetiu-
jeme pFi ekvidistantnich hodnotéch argumentu t = (At , * celé &islo,

At = konst. Dostaneme posloupnost X;=x (fat)+ € , kde €; Jjsou
nahodilé chyby tvoFic{ "Sum". Chceme-1i tento 3um co nejlépe odfiltro-
vat, miZeme proloZ%it p&ti body ¥., , X, , Xo » X » X, kva-

dratickou parabolu

Y = Aot 24t t autt (1.45)

metodou nejmendich dtvercd a za funkdni hodnotu w bodd € = 0 brét

w(8) Ty (e) - q, (1.46)
Dostaneme tak filtraci X > y,s predpisem
3 ) 2 1 .
%(f)=-j§'¥(%-iAt)f%E X(t“Aé)ﬂ~?% x () +
» (1047)

35

/I'Z / i : * .
+3.>Tx'\t+A‘6\,~ X {t+ 2at)

V maticovém zdpisu vychdzi obdobnd k rovnici (1.40) pro toto vyhlazent
empiricky nalezené funkce

[ Yo (31 -3 -5 3 ¥
Yy 9 13 12 6 -5 1
I
{
|
|

0

-3 12 17 12 -3 :

(1.48)

-3 12 17 12 -3
Fmt =5 6 12 13 9|| ¥y
Wi 3 -5 -3 9 31| Xn

V této rovnici je {M{} pivodni soubor dat, f%i} vyhlazeny soubor.
Prvni a posledni Padky byly doplnény souldiniteli odvozenymi tak, aby
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se tPet{ a dtvrté diference v diferendni tabulce na poddtku a na konci
nemdnily. 3/ V ostatnfch ¥dédefch matice v rovnici (1.48) pozndvéme
ginitele podle (1.47).

Pozndmka

Kdybychom disledn& pouzili predpis (1.47) a nezavad&li Z&dnou
korekci na podétku a na konci intervalu, mé&la by matice filtru (1.48)

tvar

~

17
12
-3

[SEN RN
(€3]

(a7 =

Je to tzv. Toeplitzova matice, pro niZ plati vztah

12
17
12

-3
12
17
12

12
17

CKWJ

®/ Podrobndji o této filtraci pomoci &tvrté diference viz
LANCZOS, C.: Appliéd analysis. Pitman & Sons, London 1957

CLC+

-3
12 -3
-3 12

ﬁl‘jrﬁ,

@ 20 =

17
12
-3

12
17

12

12
17

(1.49)

(1.50)




2. POROVNANI WUMERICKYCH METOD PODLE HOSPODARNOSTI

UZivatelé programovatelnych kalkuldtord a minipo&itadd se &asto
domnivajf, %e ka?dé metoda, kterd vede k cfli je dobrd, neboi u tdchto
po&itadl nenf{ hodina "strojového" &asu tak drahd jako u velkych po&i-
tadl. Je to konec koncl jedno, trvé-li vypolet krat3f{ nebo deld3{ dobu.
Proto se k hospoddrnosti pouZitych algoritmi tolik nepiihl{iZf.

Je v8ak velmi oZemetné, pustime-li otdzku \spornosti algoritmd
Uplné se zietele. UkdZeme to na p¥ikladu ¥e3eni{ linedérni soustavy
algebraickych rovnic.

Nejméné& vhodnd metoda k Fe3eni soustavy linedrnifch algebraickych
rovnic je Cramerova. A pPece se ji na 3koldch (patrn® z metodickych
ddvodl) vénuje nejvét8{ pozornost, &asto se ani Jjind metoda neprobird.
Kdyby si n&jaky PreSitel, sveden svym Skolrim wzd&ldnim, sestavil pro-
gram podle této metody, neshledal by mic divného, pokud by redil sou-
stavu s malym podtem nezndmych. S rostouci velikosti soustavy by se
v8ak ndpadné prodluZovaly vypo¥tové &asy a mohlo by se stdt, Z%e by se
feditel nedodkal vysledku ani do konce Zivota.

Uvedme jako pi#iklad Pedeni soustavy rovnic

0»)(1 +  Mq - X3 = "1
(2.1)
M1 - 3)<')’ - XZ = Q— .

Podle Cramerova pravidla uréime kaZdou nezndmou jako podil determi-

nantd
4 -1 1 1 4 1
4 1
~X1 = T -] 1 -1 ) ‘)('L = 3— 2 -1 -1 )
2 -3 -1 1 2 -1
1 -1 4 1 -1 1
. 1
X = > 2 1 -1 D=1]2 1 -1
1 -3 2 1 -3 -1
Vypodteme X, =1, X, =-1, ¥ = 2,
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Kolik jsmé k tomu potfebovali matematickych operaci? K vipodtu
determinantu m -tého Fédu potPebujjeme sedfst Mm! sou¥ind vytvore-
nych permutacemi m ¥imiteld. Determinantd je celkem m++4 .
Bude-1i trvat operace sel{ténf{ a n#sobeni zhruba stejn® dlouho, je to
celkem (Mm+1)(m+4)! operaci; ostatn{ operace zanedbdme. Kdyby nés po-
gitad uskute¥nil sto tisio operac{ za sekundu, pot¥ebovali bychom
gas v sekundéch resp. minutdch

£, = (mad)(ma1)} [105 £ = to /60
pop¥*. v hodindch, dnech mebo rocich
'th:-b/m,/6o) 'bo(=‘bh{ﬂ+) t‘('=£d{365-

Zaokrouhlené vysledky pro ndkterd m (M = po¥et neznémych v soustavd
rovnic) uv4df tabulka 1. Zatim co FeSeni soustavy s pSti neznémymi by
netrvalo ani p8t setin vte’iny, soustava o deseti neznémfch by vyZa-
dovala uZ bezmdéla pildruhé hodiny a k FeSeni soustavy o patndcti ne-
zndmych by uZ nestadilo ani celé stoleti.

Tab. 1 V&poéet dasu t k Pedenf linedrnf goustawy rovnic

Po&et neznémych 5 10 15 ’ 20
Cramer 0,043 s 1,22 h 106 3,4.10% r
Gauss 0,0013 s | 0,008 s | 0,027 8 | 0,061 s

UZijeme~1i misto toho Gaussovy elimina&n{ metody, budou &asy
potifebné k vy¥podtu podstatné krat3i. Podstata metody spolivéd v tom,
Ze se matice soustavy postupné transformuje na trojdhelnikovouw matici.
Kombinacemi prvnf a druhé resp. prvni a t¥et{ rovnice (2.1) dostaneme
nejprve

X4 =~ Xy 4 Xy = ‘1'
X'L - Xg = -3 (2.2)
- X’L - 3(3 = "'f
a pak eliminac{ druhé prom&nné z druhého a t¥etiho Fédku
Xq — X'L + Xz= Lf
XZ hand X3 :'-3 (2'3)

2 = 4
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Tak‘jame dostali soustavu s trojuihelnikovou matic{f. Nyni - p¥i "zp&tném
chodu" - vypodteme postupnd X, , X, , X4 . Ve skutednosti byvd po-
stup dopln&n je3t& vyb&rem hlavniho prvku, tj. pfi{padnym preskupenim
sloupct tak, aby se na diagonédlu v pfislu3ném Fddku dostal vidy prvek
s nejvét8{ absolutni hodnotou; tim se zmenSuj{ zaokrouhlovaci chyby.
Gaussova metoda vyZaduje celkem M3/3 +m*-m[3 ndsobeni a M*/3+ Mt

—~ 5m[6 sed{tdni, tedy celkem 2m?[34 Im*-FmiG operaci. Prfsludné
dasy Jsou rovn&Z uvedeny v tabulce 1. Pro patndct nezndmych, pro které
by aplikace Cramerova pravidla vyZadovala celé stoleti vypodtového &asu,
potfebuje Geussova mstoda sotva t¥i setiny vtelfiny.

Zbyvé zodpov&d&t otdzku, zda lze vlbec s dostupnou vypoletni tech-
nikou wypolitat determinant nap¥. dvacédtého ¥adu. OvSemZfe to lze a to
velmi snadno. Neml¥eme v3ak postupovat podle definice, tj. sestavovat
permutace &initeld, ale musime determinant nejprve transformovat ufitim
dovolenych operaci do trojihelnfkového tvaru. Pod hlavni diagondlou pak
méme pouze nuly a determinant vydislime Jjako soulin prvkd na hlavni
diagondle. ProtoZe algoritmus se podcbd Gaussové postupné eliminaci
nezndmych ze soustavy linedrnich rovnic, jsou i %asy srovnatelné, tj.

v naem p¥fkladu by 31lo o zlomky vterimy. */

3. POzZNAMKA K VARTAGNT FORMULACI METODY KONEGNYCH PRVKU

Chceme Fedit metodou konedngch prvkd prihyb nosnfku. Je-1i nosnfk
prizmaticky, prost® podepreny a zatiZeny konstantni spojité& rozdZlenou
silou @ [v o 1], platt pro n&j diferencidlni rovnice

g (3.1)

zde EJ je ohybové tuhost, % vzdslenost od levé podpory, W pra-
hyb. Substitucemi

X =x4, W o= W, g = qEIIE’ (3.2)

®/ Vyvojové diagramy a programy viz napf. OLEHLA, M. - TISER, J.:
Praktické pouZitf{ Fortranu. 2. vyd., Praha, Nakladatelstvi dopravy
a spojd 1979.
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prejde rovnice (3.1) do bezrozmérového tvaru

Atw
Tt 4 (3.3)

Bez \Ujmy na obecnosti zvolime ¢ 1 a dostaneme

d*w
o 10 (3.4)
8 okrajovymi podminkami
wie = 0, w(1) = 0. (3.5)

Diferencidlnf rovnice { 3.4) s okrajovymi podminkami (3.5) minimalizuje
funkciondl

1

3 ’0&[47(“’")1““ Tax . (3.6)

Presvédéime se o tom tak, Ze funkei W(X) pozmdnime o wariaci

dw () = €y00 ; 1El&1 ; ¥ (0 je n&jeké "rozumnd" funkce s okra-
jovymi hodnotami ¥ (0) = 0 , YH) =0 - Dosazenim W + W za W do
rovnice (3.6 ) dostaneme

1
FasE = J[E e SwY-w - 6w Vax |

0

(3.7)

Protoze (W'+ 6w"') = (W' 2W'Sw", dostaneme odedtenfm rovnice (3.6)
od rovnice (3.7)

{

oF = ((W"gv\/"~ bw ) dx ‘ ( 3.8)

Prvni &len na pravé stranéd budeme dvakrét integrovat per partes

0

=

1 v 1
[ ! [ i 1 ]
[ wdwtax = Tw'Sw 1]~ [w" Sw'ax
. 0 A
= Tw'Sw'ds - Tw"lw I, + § w"Ew dx -

%

(3.9)
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Vzhledem k tomu, Ze 5@“0):0 R Smﬂj)=o , vgmizi predposledni &len. Aby

vymizel i prvni &len na pravé stran&, musi na okrajich defini&nfho in~-

tervald wymizet bud W" (tedy k¥ivost, tj. i ohybovy moment) nebo Jw'
(sklon k¥ivky zndzornujict variaci). Vzhledem k prostému podepienf nos-
niku vymiz{ na okrajich W' . Tedy

4 1
KV\IUSW“CLX = SWWEW AX . (3.10)

0 o -

Pak z rovnice (3.8) plyne, Ze
4 &
- A’w ‘
5F = [ (G 1) Bw et (3.11)
o)

Nutnou podminkou pro minimum funkeiondlu F je vymizeni Jjeho variace

oF , tedy OF = O. ProtoZe "vdhovd funkce” {Hw(x) Vv rovnici (3.11)
je libovolnd, musi se integrand rovnat nule, coZ Je prév@ rovnice
(3.4). */

lletoda kone&nych prvkld spolivd v tom, Ze definidénf{ interval rozdd-
lime na m#kolik podintervall a v kaZdém z nich aproximujeme skuteény
pribéh funkce W (x) n&jakym polynomem pokud mo¥no nizkého stupnid.
Koeficienty téchto polynomi stanovime tak, aby byla zachovéna potfebngd
spojitost a pop#. i hladkost ndhradnf funkce a aby funkciondl F byl
minimédln{. Hodnotu tohoto funkciondlu poditdme Jako soudet integrdll
na jednotlivych podintervalech, tj. jako soulet pifispévkl z Jednotli-
wfch koneéngych prvki.

Kdybychom zvolili v naSem pif{pad® po &dstech linedrni ndhradu,
vy8ly by prvni derivace nespojité a druhé derivace nulové a% nz body
nespojitosti, kde by druhd derivace nebyla definovéna. Pokud bychom Jji
definovali tak, Ze bychom pirimé Useky ndhradni funkce spojili kruhovymi
obloudky, jejichZ polom&r by v 1limit& klesal bez omezeni k nule, rostla
by druhd derivace do nekonedna (obr. 4), P#i pPechodu pies tyto zlomy
by pak vznikal neurdity piispévek k integrdlu F podle (3.6); jinymi

*/ Snadno srozumitelny dvod k variadnim metoddm najde Stendd v knize
ELSGOLC, L. E.: Variadni polet. Praha, SNTL 1965. Podrobny vyklad
viz REKTORYS, K.: Variadni metody v inZenyrskych problémech a
v problémech matematické fyziky. Praha, SNTL 1974.
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slovy, souet integrdll nad jednotlivymi
f prvky by neddval toté% co stejny integrdl

nad celym nosnikem. Proto by uZitf{ lineérni
r aproximace vedlo k hrubé chybd. Néhradnt
funkce popisujici prihyb musi byt tedy nejen

R spojit4, ale i hladkd, tj. spojitd i v prvnt
X derivaci. Musime tedy pouZit Jjako "ndsadové
funkce" polynom t¥etiho stupné.

|
[}
: Jestli¥e v&ak danou diferencidlnf rov-
]
e | nieci (3.4) ¥tvrtého ¥4du rozepiSeme na ekvi-
[]

X valentni soustavu dvou rovnic druhého F&du

‘iz%: = 4 (3.12)
)

Obr. 4 dostaneme funkciondl zévisly na dvou funk-
ecich WGK) , 4 () ve tvaru

4
P - 4 ‘
‘F* = S (—f{j’z’_‘_ ‘?'W' + \N’) O(,X . (3.13)

<

Zm&nime-1i funkci '% ) 8} ., W o 5%’, snadno vypolteme, Ze

1
SF* < S(y514+y’5w'+ w'éy + ow) dx . (3.14)

)

Integraci per partes odtud vyjde variace

{
0F* = J [(V“W") oy - (y"-1)ow ldx. (3.15)

Mé-1i tato hodnota vymizet pro libovolné funkce 5@} , dw , musi byt
Y-w'=0," "4 =0 . To jsou viak prévé rovnice (3.12). P{3eme tedy
podminku 0F*=0 pro staciondrni hodnotu funkciondlu (3.13), v n¥m% Je
nejvy33{ prvni derivace, tak¥e néhrada pro funkce Y(x) , W(x) miZe
byt po &dstech linedrni a nemusi byt hladkd. Sta¥i, je-1li spojité.

Tato vyhoda je vyvédZena Jjinou nevyhodou, %e totiZ urdujeme dv& ne-
znédmé funkce, kdeZto d¥ive jsme m&li jen jednu. Ale to nenf tek nep¥i-
Jemné. Funkce "Y(x) mé vyznam ohybového momentu, jenoZ prib&h beztak
potieoujeme znét pro dimenzovéni nosniku.
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Na tomto p¥ikladu jsme ukézali, Ze zddnlivé sloZit&jS{ formulace
Ylohy pomoci dvou rovnic (3.12) misto jedné rovnice (3.4) mi%e vést
¥ jednodussfmu reSeni. Jiny takovy piiklad ukdZeme detailndji v daldt
kapitole. */

4., METODA DYNAMICKE RELAXACE

Budeme nyni hledat staticky prihyb nosniku zcela neobvyklym zpiso-
bem. Zadneme 8 jinou dlohou, totiZ s tlumenym kmiténfm nosniku. Tato
druhd dloha Jje zddmliv& mnohem sloZit&j3{. UkdZe se v3ak, Ze algoritmus
k jejimu Fe3enf neni tak sloZity a Ze dovoluje #e3it stejn¥ snadno i n&které
nelinedérni dlohy (nosnik jednostrann® opreny o nelineérnd pruZny podklad). »
Staticky prihyb dostaneme jako ustdleny tvar vykmitové Edry, kdyZ se
prechodové kmitdni utlumf. Numericky vypodet se uskutednuje diferendnf
metodou. Obdobn& lze fedit i prihyb desek. ™/

Prihyb spojit& zatiZeného pruZného nosniku Jje popsdn soustavou
rovnic

.y
ax- - T, (4.1)
dw Mo

dxz E()()jtx) (4.2)

Rovnice (4.1) vyplyvéd z podminky rovnovéhy uvolnéného elementu nosniku
o délece dx , rovnice (4.2) vyjad¥uji kompatibilitu deformaci u¥itim
Bernoulliho-Navierovy hypotézy. Podle ni zlstévaji prifezy pri ohybu
rovinné a stPednice Jjimi prochdzi vidy kolmo.

®/ Metodou kone&nych prvkd Jjsme se podrobné& zabyvali na semind#i
v Dom& techniky 8SVTS v Praze roku 1976.

XX/ Viz RUSHTON, K. R.: Dynamic relaxation solutions of elastic plate
problems - "Journal of Strain Analysis" sv. 3 (1968), s. 23, nebo
od téhoZ autora: Large deflections of plates with unsupported edges.
Temté% sv. 7 (1972), s. 44.
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