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V této publikaci se probíra~í p~íklady úloh z mechaniky,

pružnosti a pevnosti, v nichž se lze snadno dopustit neobvyk­

lých chyb, plynoucích ze zdánlivě správné úvahy. Jde o p~ípa­

dy nevhodn~ idealizace, o nepřesné nebo ned1s1edné stanovení

okrajových podmíne~, o nesprávné užití Saint-Venantova prin­

cipu, o chyby pramenící z nedomyšlení věech alternativ ~ešení,

z neshody mezi fyzikálním a matematickým modelem apod.

Publikace je určena inženýrským pracovníkOm, konstrukté­

rOm a technik~m pracujícím ve strojním oboru. K jejímu studiu

není třeba žádných speciálních předběžných znalostí.



Kdo se snaží poučit musí umět p~edevším pochybovat, nebot'

pochybnosti ducha vedou k 'zjevení pravdy.

Aristoteles

Jestliže se mýlím uzavírám z toho, že jsem, nebotten, kdo

není se neml~že mýlit; a tak právě z toho, že se mýlím

cítím, že jsem.

Augustinus Aurelius
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,Předmluva

V této práci se budeme zabývat různými případy netriviálních chyb a
zdánlivých paradoxO, které p~edstavují určitá úskalí v běžné práci kon­
struktér~ a technikO. R~zná přehlédnutí, přepsání, chyby při numerickém
výpočtu pova~ujeme za triviální a jimi se nebudeme zabývat. Máme na mysli
chyby záludné t plynoucí ze zdánlivě správné úvahy, kterých se někdy dopus­
tí i teoreticky zdatný a v jiném ohledu zkušený inženýr. Budeme se snažit,
aby probíraná látka byla svým výběrem i formou podání dobrou školou zkuše­
ností pro každého pracovníka ve strojním oboru.

Příklady, které uvedeme, nejsou slo~ité a nevyžadují žádných zvlášt­
ních předběžných znalosti. Většinou jsou převzaty z praxe, ale zde je uve­
deme ve zjednodušené podobě. Text bude někdy úmyslně chybný; je na čtenáři,

aby poznal chybu dříve, než mu ji nakonec prozradíme.

Na rozdíl od jiných seminář~ pořádaných Domem techniky ČSVTS Praha
nebudeme probírat ucelené téma z určitého odvětví mechaniky. Naěe příklady

chybných a paradoxních řešení zasahují od statiky až k dynamice a nelineár­
ní pružnosti. Soustředujeme se na hlavní myšlenkové postupy; nejde nám
tedy o detailní řeše-ní jednotlivých problémO. Domníváme se, že tak nejlépe
pnsloužíme pracovník~m z našich pr~myslových závod~, kteří se musí často

zabývat velmi r~znorodými technickými úkoly. Některé chyby, na něž zde
upozorníme, mohou mít v praxi nepříznivé d~sledky (mohou vést k chybnému
dimenzováni konstrukce apod.). Doufáme, že účastníci semináře se podobných
chyb nedopustí. Je-li tomu tak, splni seminář účel, přispěje totiž ke zkva­
litnění výrobkó a zabrání mnohým zbytečným ztrátám pramenícím z chybných
konstrukčních návrhO.

Prof. Ing. Cyril Hoschl
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1. STATIKA SOUSTAV SE SUCHm ·~ENtv

Probereme nejprve jednoduchý
p:fíklad statiék4ho ",ýpoětu 8věl'!C3·,

které se uiívá k manipulaci s ple­
chovými tabulemi. Uvedeme zjedno­
dušenou konstrukční Qpravu, sche­
maticky znázorněnou na obr. 1.
Tabule o váze II je udr!ována
v rovnováze vnější silou F .
Z podmínky rovnováhy vnějších sil
dostaneme, že f = Q' • Síly N ,
'r znázorněn~ na obr. 1 jsou
vnitřní reakce. V mezním případě

počne plech prokluzovat a z úchyt­
ky vypadne. Proto~e vodorovné
slo!ky reakcí l\I jsou zleva i
zprava stejné, bude p~i prokluzu
a při stejném součiniteli smykové­
ho tfení f sta jné i T , takže

B

a
Obr. 1

(1.1)

Čep A budeme tedy navrhovat tak, aby bezpečně přenesl sílu

(1.2 )

PrOřez BB bude namáhán tahovou silou Na 8 ohybovým momentem MB :

(1.3)

Obdobný výpočet statických účink~ v řezu ce si čtená~ snadno sám
doplní.

Dosadíme-li z rovnice (1.1) do (1.3), dost$neme

(1.4)

Na uvedeném výpočtu jsou nápadné dvě nesrovnalosti. Za prvé nebude
splněna momentová podmínka pro palec (leda ve výjimečném případě, kdy vý­
slednice sil N , r v bodA A by prochá.zela dotykovým bodem mezi palcem.
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Q

Obr. 2

a plechovou tabulí). Za druhá dostaneme pro absolutně hladký povrch
( f ----. O) nekonečně velkou reakci- N ,ačkoli z názoru je z:fejmé, že

tato reakce by měla být v limitě spíše nulová. Kde je chyba?

P~edevším musí být
be ze zbytku splněny pod­
mínky rovnováhy sil pro
palec.Proto~e jde o tě­

leso zatížené dvěma si­
lami (jednou silou v bo­
dě A, druhou v bodě do­
tyku palce.s plechem),
musí obě tyto síly ležet
na společné p~ímce. vý­
slednice sil ~ , T
v bodě dotyku palce
s plechem tedy musí pro­
cházet bodem' A. MUsí
tedy být (obr. 2)

bez ohledu na velikost součinitele smykového tření. Z podmínek rovnováhy
plechu dostaneme, ~e

(1.6)

(1.7)

Také tyto podmínky musí platit vždy, at je tření jakékoli. Síly N1 a
N

L
již nebudou na jedné přímce, protože tři síly, a to

musí procházet jedním bodem, mají-li být v rovnováze. Takže za rovnováhy

muei být také

Ti ~ Ni tf oC,,\ '

Čtyři rovnice (1.5), (1.6) a (1.7) obsahují p'ět neznámých, a to T" , Nf ,
'T,], N" a 0\1. Nestačí proto k řešení úlohy. Další podmínky poskyt-

ne Amontonsňv-Coulombňv zákon smykového tření

(1.8)

Předpokládáme, že síly mají smysl vyznačený na obr. 2 a že l1hly 0(1

~t jsou kladné. Zákon smykového t~ení poskytuje dvě nerovnosti.
NemOžeme je používat jako rovnice. To byla zásadní chyba prvního postupu,
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která nás p~1vedla k chybným rovnicím (1.1). Pod)DíDky(1.8) mOžeme zapsat
s pouI1tím(1.5) a (1.7) taká tak, ~e

(1. 9)

I

Úhel !X?_ je dán konstrukcí svěrky 8 tlouš!kou plechu. Aby svěrka mohla
správně pracovat, musí být 0(1- meněí nel t~ecí úhel

(l.lO)

Pracovní rozsah svěrky mžeme zv,ětěit ·zdrsněním tohoto povrchu např.

vroubkováriím. Pak Ót bude velké a k prokluzu na palci nikdy nedojde;
druhá z podmínek (1.9) bude vždy splněna.

Kdybychom opatřili vroubkováním i protějěí dotykovou plochu, znesnad­
nilo b~ se tím uvolnění svěrky po manipulaci.

Z rovnic (1. 5) až (1.7) do'staneme

~

Ti .~

(1.11)

(1.12 )

Pf-itom O<t@oc1 ~f1 podle (1. 9) pro ~1 > O • Vypočteme-li nyní namáhání
čepu A, bude

Q..
t9~1 -t +'~oc.?~ ~ 1+ tfJ'1cl1. :::

Q,. 1
~ '-:=to

e~oC1. itaá.1 '+ ~9~?...
(1.1])

Tat~ hodnota bude největší, když 'ti ťX1 ::: O • V tom pf-ípadě by však bylo ťa­
ká ~i ~ 0, což je nepravděpodobné. Pokud nedojde k posuvu desky, nevíme

o "skutečné" velikosti této tečné reakce n1c; je staticky neurčitá. Uvědo­

míme-li si však, jak probíhá celý uchopovací proces, dojdeme k závěru, že
deska se relativně ke svěrce zpočátku posouvá a to tak dlouho, až se palec

'Id Pf'edpokládáme, Je tX1 > O. Podle (1. 8) by věak mohlo být -11< igC)(.1 < .. li
a 'r~ by mohlo být dokonce záporné.

- 7 -



natolik pootoě!~ ie vzniklé reakce N ,'1 , T1.. postačují k pře1noau

síly Q. • Tomu odpovídá p:fípad na mezi 8mykov~ho t:fení, kdy ~0l.1 ~ 11 .
Není "ddvodu, proč by se měl úhel 0l1 ."zmeněovat po skoněenám zatěiování.

Dosadíme-li tedy t~ci1 =-f1 .a uváiíme-ll, ie 0(1- je mall úhel, dostaneme

(1.14)

Namáhání v f'e zu BB nyní vy jde

~ ~ *Je-li ·h =h. = f 8 tgot1-<f ' budou síly FA ,M~ i moment Ma
větší ne~ síla FA podle (1.2) a hodnoty Ne , Ms podle (1.4).

Chybný výpoěét, který jsme uvedli na začátku naší úvahy, tedy vede k pod­
dimenzováni svěrky.

Výpočet bychom mohli dále zpřesnit, kdybychom uvážili vliv čepového

tf'en1 v bodu A a pop~. vyosení střední roviny plechu. a středu závěsného

oka (p-o.sobiětě síly F ) pf'i změně tlouštky plechu h • Tyto podrobnosti
ponecháme stranou. Nejde nám totiž o výpočet konkrátní sv~rky, ale o vy­
světlení molných chyb, které vznikají, když soustavu nerovností plynoucí
ze zákona smykového tf'ení nahradíme neuváženým zpOsobem rovnostmi. Pozna­
menáváme, že konstrukce skutečně užívaných svěrek je slojitějŠí. Palec bý­
vá přitlačován do záběru pdsobením ještě dalšího silováho momentu kolem
čepu A, který se vyvozuje pf'evodem od závěsné síly F

. Uvedeme jiný pf'íklad. Na-obr. 3 je schéma konstrukce dvojitá ruční

úchytky k vytahování plechO uložených v~ stohu. Plech o tlouštce h je
vytahován ze stohu; klade pf-itom odpor vyjádřený silou Q • Na plech pO-"

sobí reakce v bodech D, E, p~enáěené z úchytky. Tyto body nebudou obecně

na společná normále. Je-li síla Q příliš velká, začne v jednom z těch­

to bodd smyk; reakce. se tak dostane na povrch tttf'ecího kužele". Kdy! na­
stane smyk 1 v druhém bodě, bude situace taková, jak je znázorněno na
obr. 4. Pl-itom

TN -;:. -,
t (1.16)

Tyto síly tedy známe." Nyní určíme nositelku reakce v bodě B (musí pro­
cházet prOsečíkem síly" F s nositelkou reakce v bodě A, tj. bodem K).
Jde o rovnováhutf'í sil pOsobících na horní část úchytky !BL. Reakci
v bodě B pak určíme z momentové podmínky k bodu C pro ~ást DCB nebo
graficky z podmínky rovnováhy t~í s1l pOsobících na tuto část. Připomeňme,

!e tf1 síly jsou v rovnováze, procházejí-li společným bodem 8 jejich
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vektory tvof'í uzavřený složkový obrazec. Pro část DCB je tímto společný.ln

bodem bod U. Z ~eěení pak vyplyne i reakce v bodě A.

E

Obr. 3

T

U
Obr. 4

A

Obr. 5

Ale je tomu tak opravdu? Předevěím si všimněme, le obecně nebude spl­
něna podmínka rovnováhy vnějších sil. Bude z.ajisté f;:. Q. , ale dvojice
těchto sil nebude mít obecně stejný moment jako dvojice sil N opačného

smyslu, jak by to vyžadovala podmínka momentové rovnováhy. Síla N je
totiž podle (1.16) prostě rovna Q.í 2.f , je tedy - podobně jako síla f
zcela určena. Ramena silových~dvojic N popř'. F ,tl jsou však dána
konstrukci a nezávisí na součiniteli ti'en'í f (kdežto síla tJ ano).
t~omentová podmínka nebude proto obecně platit.

Úvaha by byla správná, kdybydolni část úchytky ACE byla pevně spo­
jena se zemí (byl by to "rám") 8 volně 'vložený plech by bylv'ytahován si­
lou & ze sevření vyvozeném silou F . Tak tomu ale není!

Ve skutečnosti chceme, aby, ve stykových bodechD, L .. nedoělo ke klu­
zu. Zde tedy bude úchytka při správné funkci kloubově uložena na plechu
pevně spjatém se zemí (plech je tedy "rám"). Pak' obě čelisti DCB a ECA

tvoří "tříkloubový nosník", zatí~ený známými silami v bodech B, A. Jsou
to reakce RA , 'Rt!" které snadno vyšetříme z rovnováhy členu ABL.

Analogická, ale p~ehlednější úloha je naznačena

na obr. 5. Řešíme ji bua početně (jde o úlohu C
staticky určitou) nebo graficky. Při grafickém
řešení vynecháme vždy jednu z pOsobících sil,
abychom v nezatíženém členu dostali nositelku
obou reakcí (je to spojnice kloubO, nebot dvě

síly mohou být v rovnováze jen tehdy, mají-li
společnou nositelk~). Tím získáme řešení i pro
zbývající člen. Pak oba případy superponujeme.

~že se stát, že reakce v kloubech D a
E. (správně vyřešené podle popsaného postupu)
nepadnou obě dovnitř třecího kužele. Pak to
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znamená, že se úchytka v takové poloze neudrží, že nastane smyk spojený
bud.s pootočením úchytky do jiné polohy nebo úplné vyklouznutí plechu.

Detailním ~ešením, které je rutinní úlohou ze statiky, se nebudeme
zabývat. Chtěli jsme jen ukázat, jak chybná idealizace vede ke zcela
faleěným výsledk~m.

Amontonsdv-Coulomb~v zákon smykového t~ení poskytuje pro vazební síly
v soustavě těles podmínky, které lze matematicky formulovat jako sou­
stavu nerovností. Jedině u takové dvojice, u které dochází k relativ­
nímu smyku styčných povrch~, musíme nerovnost nahradit rovností.
Neurčíme-li tyto dvojice, správně, tj. nahradíme-li jiné.nerovnosti
rovnostm.i n~bo nahradíme-li je i tam, kde k tomu není ddvod, dostaneme
~ešení, které nesplňuje některé podmínky rovnováhy a je proto falešné
nebo které vyhovuje podmínkám rovnováhy, ale za p~edpokladu jiného ulo­
lení soustavy; řešíme pak nevědomky zcela jinou úlohu. Falešná faešení,
která takto získáme, mohou vést k chybnému výpočtu součinitele bezpeč­

nosti a k chybným závěr~m, pokud jde o funkci konstrukce.

2. NELINEÁRNí TUHOST V ~Ru2NÝCH SOUSTAVÁCH

.c

F

a

Budeme řešit "školní" pf'íklad soustavy slože­
né z vetknutého prizmatickáho nosníku 8 ohybovou
tuhostí EJ1 a vzpěry o.. tuhosti v tlaku ES1.
( S2,. je prd~ez vzpěry). 'Soustava je zatí~ena

silou F podle obr. 6.

Přenáší-li vzpěra sílu P ,prohne se nosník
na konci o

Obr. 6 (2.1)

(2.2 )

o stejnou hodnotu se zkrátí; vzpěra, která přenáěí tlakovou sílu?

b

Ze srovnáni obou posledních rovnic dostaneme

P = F 1

- 10 -
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Řeěení vyhovuje zvláštním p~ípado.m. Je-li vzpěra velmi tuhá ( S1, -+C)() ) ,

je l' = r (celou sílu f zachytí vzpěra, deformace nosníku vymizí).

Je-li naopak vzpěra velmi tenká ( Sl,..~ O ), je 'p = O (vzpěra nenese
nic). Změní-li se smysl síly F ,změní se i smysl síly P (z tlaková

síly se stane tahová).

Takové p~íklady najdeme velmi často v uěebnicích a ve sbírkách pří­

klado. z pru~nosti a pevnosti. Učí studenta schématickému, chlbnému myšle­
ní; zbavují ho pochybností, která by mohl~ vést -ke zjevení pravdy"
(Aristoteles) •

(2.4)

N
.........
.c

N
.........
.o

Obr. 7

Ve skutečnosti lze jen velmi obtížně vyrobit
vzpěru, která by byla dokonale rovná a přenášela

sílu právě vose. Spíše to lze prohlásit za nemožné.
Ukážeme, jak se změni případ na obr. 6, zavedeme-li
do výpočtu malou excentric!tu t danou počátečním

zakf'1vením prutu (obr. 7)

'. . 'JC)(
1{ ~ 1J.,vn, b ·

Uvedeme jen přibližný výpočet. Zvětší-li se prOhyb
účinkem tlakové síly 'p ,popíšeme jej rovnicí

. Jt'~

Y ::: l f +1)A~ b )

(2.6)

(2 • 7)

kde ~ je přírOstek prOhybu uprostf'ed vzpěry. ~)

PrOhyb na konci ,nosníku bude (stejně jako dříve)

G\,3

~ ':: ~EJ1 l i= - P) ·

Vzpěra bude jednak tlačena, jednak ohýbána. Délka tyče ťo měřená po
oblouku na obr. 7 se ~mění'na délku ť 1 (účinkem tlakové síly P ) a
klouby se dále přiblíž~ o posuv ~; (účinkem ohybu).

Určime nejdřivevztah mezi délkou to a počáteční vzdáleností klou­
ba b • Podle obr. 7 platí ~ že

l-Q -= Jb ~ 1 t (dtl (~x)1. o.x ~ t'l1 .i" .~ ( ~~ y.] dx ::
v o

· - ti :tr..~f1. ·r b . 1GX 1 'JeZ-i?.
~ b .-t II~ C(VIl. -r.:- CÁ)( :. b 1--'.(.. tJ- o...\J'J U "I- ~)

-) Malou změnu délky b jsme zanedbali.
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Z Hookeova zákona

(2.8)

• ..0

Obr. 8

Je to změna délky tyče účinkem tlakové síly ~

Zanedbáme-li vliv tohoto zkrácení na počáteční excen­
tricitu vzpěry, bude posuv ~ podle obr. 8 dán
rovnicí vyjadřující neproměnnost délky t 1 za ohybu

*h* .b ·-a

b
it + ~~) (YY*dx =: bY:_u. + ~, J(y'F-dx _

Dosad~me-l1 sem podle (2.4) a (2.5) a uvážíme-li, že

,t ' L} i ·U jsou velmi malé veličiny ve srovnání
S' bit- a že kj*~ tJ ,dostaneme po integraci 8 po

úpravě

(2.10)

Deformační podmínka je

A -= .to - .t., t .tU; • (2 • II )

Další podmínku najdeme z principu virtuálních prací. Změní-li se ~ o Óft '
změní se Mo, o ?>t.L

o stejnou hodnotu se podle (2.l~) změní prOhyb nosníku A • Síla F vy­
koná práci

oA .~ F Su; , (2.13)

'To je práce vnějších sil. Deformačníenergie v nosníku se změní o

(2 .14)

(2 .15)

(neboť výslednice sil pOsobících na nosník je F - P a pro.hyb se změní

o O"'U, ). Deformační energie ve vzpěf'e příslušná tlakovým napětím se zna-
telně nezrněni. Změní se věak ohybová deformační energie vzpěry; pro tuto
energii máme vztah .

~ .. b 1 x 1+q:2. rb ( X'~ ,
U~ : T EJi ~ CYII .- 1l" )'1. c()( : T E:lz. bIt AtM; \. T) ol 't. -:;r

o . o
_ -!. J:'1it .
- 1+ EJ'1- b3'
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Př:lsluiná změna je

Princip virtuálních prací dá rovnici,

SA = SU, + 6 ~h

(2.16)

(2.17)

tj. virtuální práce vnějších sil S8 rovná virtuální změně deformačníenergie.
Po dosazení

(2 .18)

čili

(2.19)

To znamená, že změnu ohybové deformační energie vzpěry '5 U1 vyvodí síla

1> ~a posuvu O-V." což bylo možno očekávat.

S pou!1tím (2.12) dá (2.19)

(2.20)

Proto!e O~ S8 nerovná nule, vyjde o~tud

kde

(2.21)

= Eulerova vzpěrná síla. (2.22)

Rovnici (2.21) mňžeme napsat také ve tvaru

Cl:1 -

.p
Q._? f ) (2.2-3 )

z něho! je patrno, Ž8 ~ -? 00 pro 'P.~ ti,

~ def~rmační podmínky (2.11) dostaneme s pou!itím (2.6), ,(2.8) a
(2 .10)

(2 .24)

- 13 -



Rovnice (2.2l) a (2.24) p~edstavují p~ibli!ná ~eěení naěeho problámu.
K

)

Vyl,oučime-li z nich silu P ,dostanemenellneární závislost pro.hybu ~
na síle F ,ačkoli materiál je lineárně elastický. Je to zp~sobeno tím,
že nyní pf'ihlížíme k ohybovému namáhání vzpěry, která se s rostoucím pro.­
hybem :větěuje. Vyloučíme-li naopak pr~hyb ~, dostaneme vztah mezi si-
lami r a '? ; po úpravě

(2 .25)

měli její platnost omezit podmínkou
splněna, platila by místo ní rovnice

o

I
I
I
I,
I
I,

I

_-------... tI

1

Obr. 9

rov. (2.3)

p
Q

Srovnáme-li toto řešení s rovnicí
(2.3) vidíme, že se liší o poslední
člen na pravé straně rovnice (2.25).
Závislost (2.25) je schematicky zná­
zorněna na obr. 9. Je zřejmé, že sila
P nepřesáhne sílu ~ a že poměr

Fl P není konstantní dokonce ani
v případěU'tYI,·f ~ O (čárkovaný

prOběh) •

I kdybychom tedy řešili ideální
případ dokonale přímé vzpěry a sou­
osé síly 'p ,nemohli bychom se spo­
kojit s rovnicí (2.3). Správně bychom
p.,Q, . Kdyby tato podmínka nebyla

pro (2.26)

Kdo tedy učí studenty průmyslových a vysokých škol, že f'ešení úlohy
z obr. 6 má tvar (2.3), prokazuje jim špatnou službu.

Změní~li se smysl síly f , stane se ze vzpěry táhlo. Řešení podle
(2.25) a (2.3) pak prakticky splývají pro velké absolutní hodnoty síly P .
Tehdy vymizí poslední člen na pravé straně rovnice (2.25). Vymizí i výsled­
ný prňhyb, nebot podle rovnice (2.23) se bude pr~hyb L} blížit/hodnotě

-r ·

K) Řešení ztrácí platnost p~i větších pr~hybech f '@- ; pro jiná tvary
počátečního zakřivení prutu by je bylo tf'eba zobecnit napt. tak, že by

se tvar vzpěry vyjádtil Fourierovou ~adou.

- 14 -



V našem ř~šení jsme předpokládali, že vzpěra vybočí v rovině nákres­
ny na obr. 6. Ve skutečnosti bychom se měli přesvědčit, zda nevybočí dří­

ve jiným směrem. To záleží na poměru hlavních momentO setrvačnosti prňře­

zu vzpěry.

V na§i úvaze se ukázaly dva možné zdroje chyb. První chyba vzniká,
když nekontrolujeme možnost vzniku elastické nestability konstrukce
(v naěem příkladu dosaženi Eulerovy vzpěrné síly, případ P = Q. ).
Druhá chyba vzniká, když zanedbáváme vliv tvarových nedokonalostí, který
se projeví zvláště v oblasti tlakových namáhání (v našem případě u vzpěry).

Mohlo by se zdát, že tyto chyby jsou stejného druhu, že totiž obě

vznikají zanedbáním vlivu deformace na velikost vnitřních stati~kých účin­

kO. To je sice pravda, ale přece jen je zde základní rozdíl. U ideálního
případu rovné vzpěry je ·r = O podle obr. 7. a ohybová napětí ve vzpěře

nemohou vzniknout, dokud není ? = ťl , tj. dokud tlaková síla v prutu
nedosáhne kritické velikosti podle Eulerovy teorie; síla F pak m~že na­
bývat jakékoli hodnoty vyhovující nerovnosti (2.26) t aniž ·se tim ovlivni
síla P (viz čárkovaný pr~běh na obr. 9). ~e-li však f >- O, bude vždy P< Q.,
a oh~b vzpěry vznikne už v podkritické oblasti.

Je t~eba upozornit na to, že elastická stabilita mOže být porušena
. nejen tak, že se vzpěra prohne jako celek (globální nestabilita), ale ta-·
ké tak, že se vyboulí stěna jen v některém místě (lokální nestabilita).
Tento druh nestability vzniká u tenkostěnných konstrukcí. Zvětšujeme-li

rozměry profilu tenkostěnné vzpěry tak, že zároveň zmenšujeme tlouštku
stěny, takže hmotnost vzpěry se nemění, zvětšuje se kritická síla, při

níž dochází ke ztrátě globální stability) a zmenšuje se kritická síla pří­

slušná lokální nestabilitě. V takovém případě existuje při dané hmotnosti
a délce vzpěry určitý rozměr profilu, při němž je únosnost vzpěry největší.

Vliv geometrických odchylek od ideálních ~varO těles probereme ještě

v příští kapitole.

Ukázali jsme, že i u soustav lineárně pružných těles ~že dojít k neli­
neární závislosti deformací na zatěžujících silách a to i tehdy, jsou­
li předepsány korektní okrajové podmínky. Řešení podle teorie lineární
pružnosti pak nepopisuje správně skutečnost; odchylky jsou velké, blí­
ží-li se namáhání některých člen~ mezi elastické stability.

- 15 -



3• GEOMETR tCKÉ ODCHYIK Y OD IDEÁLNíCH' TVARO 1tLES

Geometrické nedokonalosti mohou změnit zásadním zpOsobem chování kon­
strukce. Stlačuje~li se osovou silou ,p například "dokonalá" válcová
elasti-cká skof'epina o poloměru, )... a o tlouštce stěny h« Y, dává teorie
prulnosti pro kritické tlakové napětí (~~ ? 121tl"~\ na mezi lokální elas­
tické stability tento vzorec:

Eh
,~ ().1)

+1e/h

1

Obr. 10

o-1

Zde p, značí Po issont~v poměr

p~íčné kontrakce.*) Pro fL = 0,3
dostaneme, že ~~~ = 0,605 Eh/r,
Při t4to hodnotě by mělo nastat
zvlnění stěn, znamenající "roz­
dvojení rovnováhy" (kromě doko­
nale válcového tvaru existuje
ještě rovnováha sko~epiny s po­
rušeným tvarem). Ve 'skutečnosti

se hodnoty (3.1)' nikdy nedosáh­

ne, skutečně pozorované hodnoty
kritického napětí jsou dva až

třikrát menší. Je to zpť1sobeno

jednak tvarovou nedokonalostí
skutečné skořepiny, jednak pruž­
ností ostatních čle,n'O. soustavy,
např. zkušebního stroje. První
vliv prozkoumal teoreticky
W. T. Koiter /"Proc. K. nad.
Akad. Wet. tt, Series B, vol. 72
(1969), p. 40/. Nanášíme-li na
osu úseček poměr amplitudy geo-

metrické odchylky e k tlou~ice sko~ep1ny ,h a na osu pot-adnic poměr

dosažitelné kritické síly 'P\C:;k teoretické hodnotě 'Pll'" počítané pro
e = 0, dostaneme závislost znázorněnou na obr. 10.

~) Ve smyslu toho, co jsme uvedli na konci p~edchozí kapitoly, zmenšuje
se G'r;(" , jestliže zvětšujeme poloměr r a zmenšujeme tlouštku ~,

Podmínku stálé hmotnosti lze vyjádřit požadavkem rh = konat.
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Obr. II

o

Druhý vliv prozkoumali Mossakovskij
a Sme1y j I" Izv. An-SSSR, Mechanika' i ma­
šinostrojenije" (1963), No. 4, 8. 162 ­

1661. Závislost tlakového napětí " na
poměrném stlačení t trouby lze sche­
maticky znázornit na obr. ll. Bod C od­
povídá rovnici (3.1) a představuje horni

mez kritického napětí. Pro Ea.< t.< ee exis­
tují tři možné stavy rovnováhy. Hodnotu
~B =E e,'B označili Kármán a Teien jako
dolní mez kritického ·napětí I"Journal af
Aeronauticel Scl. tl (1941), No. 8, pl. 302/.

Změna rovnovážného tvaru však probíhá za
konstantního E jen u velmi tuhého zku-

šebního stroje. Je-li zkušební stroj pružný (s malou pružinovou konstan­
tou), probíhá tato změna spíše při konstantním napětí t1 a za dolní mez

bychom tedy měli brát hodnotu t;"A '= E E.j\ (obr. ll).

Z obr. 10 a II je zřejmé, že tenké skořepiny jsou v oblasti~vzpěru

obzvlášt citlivé na geometrickou nedokonalost (popř. nehomogenitu) a že

jde o konstrukční prvky, u nichž při překročení meze elastické stability
dochází k dramatickému, poklesu únosnosti.

(3.2)G" :: G"'{ t G'Q = G"t ( 1 + 8 ~) .

Jako další příklád vlivu geometrických nepřesností

uvedeme vyosení tahové si1y vzhledem k ideální ose prutu
kruhového prořezu o prOměru c(, • K tahovému napětíCOt=

~ lfFi Je oll přibude ještě ohybové napětí <;u :.:: 2tFe. Ircd. 3 ,

takže výsledné napětí je (obr. 12)

d

Obr. 12

Vyosením síly F např. o desetinu poloměru (e./d = 0,05)
vzroste tedy napětí v krajnim vlákně prOřezu o plných 40 $.

Na to je tf-aba pamatovat při posuzování výs1edkO únavových
zkoušek vzork~ namáhaných tahem-tlakem a p~i experimentál-
ním výzkumu, kdy naopak z naměřených hodnot poměrných pro­
dloužení vnějších vláken chceme usuzovat na velikost p~so­

bící sily.

Jako dal~í příklad uvedeme
plá~t tenkostěnné ~álcové tlako­
vé nádoby s přesazením ve švu
podle obr. 13. Obvodové napětí

Gi je p~1 dokonalém tvaru ná­
doby rozděleno po tlouštce stěny

rovnoměrně. Účinkem přesazení

Obr. 13·
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vzniká v okolí Avu pf'ídavná ohybová napě.tí, které lze odhadnout 8 poulitím

vzorce

(3.3)

Ohybový moment je totil pfiblilně ~he I'L a prdfezový modul h1-1 ,.
To znamená, le napf' •. pf-i pi'esazení e = 0,1 h vzroste maximální napěti

z hodnoty <Oi; na 'lt- + <;)0 = (i-b ( 1 -+-. ?J.e/h ) t tedy asi o 30~. !roto
zvýěení se sice male vyrovnat místní plastickou deformací, ale 'za určitých

okolností mdle zpOsobit ne!ádoucí snílení provozní bezpečnosti. Dochází
k němu u 8pOj~ namáhaných v únavě nebo u zk~ehl!ch mater1áld. Uplatní se
pf'itom nejen p~íd8vné ohybová napětí (3.3), ale i koncentrace napětí vznik­
lá poruěením hladkosti svarového spoje. Zk~ehlá zóna v okolí svaru mdje mít
zvýAenou vrubovou citlivost a maže taká obsahovat drobná trhlinky, zárodky
pf'íAtího lomu.

Uvalme dále vliv nekruhovosti prllřezu tenkostěnná tlakové válcové ná­
doby. Bude-li mít prt1~ez tvar elipsy o poloosách r + T. , 'r - E. místo
tvaru kruinice o poloměru r (Q.~ ~« r ), bude se pr'O.f'ez účinkem vnitf'­
ního pfetlaku pf-etv~et z elipsy zpět na kružn1~i,a to tím dokonalej1,ě1m

v .

bude p~etlak větě! (ovAem za pfedpokladu konstantní tlouětky stěny a homo-
genity). K~1v08t 've vrcholu elipsy na konci dlouhé poloosy je

JSOU-li CA. t b
takle

dálky poloos. V na~em p~ípadě je

(3.4)

Změna k~ivost1 tedy mO!e nabýt největěí hodnoty

e
-'rl (3.6)

Tomu odpovídá ohybový moment (př1padajicí na jednotku délky ~ezu)

E: h·3
------ '3t 'IC

-1'2. ( '\ -f-t.) (3. 7)

a ohybové napětí

~ E-~l
.... _-

·1 -p.1.. -r 'L

- 18 -

(3.8)



Také toto napětí se vyrovná plastickými deformacemi, nebrání-li tomu k~eh­

kost materiálu nebo časový prdběh zatěžování vedoucí k ánavě materiálu p~i

relativně nízká úrovni namáhání.
. 5 2

Vezměme nap:l'ík1ad oce1,E = 2.10 MN m- , f' = 0,3, ,... = 500 mm,
h = E- = 10 mm. Pak

3-.= 2 '(3. 9)

což není malá hodnota. Přitom ~ /'r = 0,02.

Vzorec ().8) byl odvozen za p~edpok18dut !e prO~ez je eliptický, ale
jen velmi málo odliAný od kružnice a že čela nádoby jsou daleko, tak!e se
nemdle uplatnit jejich výztužný vliv (dál ne~ asl 2,5 fYl1'). Vzorec <3.8)
dává pro ohybové napětí horní mez, nebat ani při velkém přetlaku se nedo­
sáhne dokonalé kruhovosti pO-vodně nekruhového p.rťif'ezu. Výhodou vzorce je
jeho jednoduchost, nebot přesnějěí výpočet ohybových napětí (podle teorie
eliptických prutd nebo podle teorie skořepin) je velmi pracný. *)

Ukázali jsme, že tvarová nedokonalost mle zásadně změnit deformační

vlastnosti tenkostěnných skořepin namáhaných vzpěrem. Avě~k i u jedno­
duAe namáhaných těle,s mťi~e vést ke vzniku přídavných ohybových (popř.

i jiných) napětí. To je zvláště nežádoucí u součástí vyrobených z křeh­

kého materiálu a II součástí namáhaných v únavě.

4. MONTÁŽNí NEPŘESNOSTI A' DOTIKOVÁ TUHOST

(4.1)t -=:. 2h +. O, Srn.

Vypočteme namáháni ocelového šroubu s dři­

ke'm o prWněru ci , kterým se stahují dva' plechy,
každý o tloušíce h (obr. 14). P~edpokládáme,

!e se po dosednutí otočí maticí o úhel (A

Při utahování ěroubu se jeho dřík prodlužu­
je a plechy se stlačují. Z pokuso. vyplývá, že se
ěroub deformuje částečně 1 v matici, takže je
t~eba počítat s efektivní délkou šroubu

Obr. 14
Plechy se stlačují jako by šlo o ideální tlak
válce o vnějším průměru

*) Dvořák, J.: Strojírenství 17 (1967), Č. 3, str. 171-174.
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(4.2)

kde S je otvor klíče. Vnit~ni prOměr je přibližně cl • Pak tuhost

ěroubu je

a tuhost plecho.

L _ Je t D'l..- cp·) I

K.t, - E $ h

(4.3)

(4.4)

Prodloužení šroubu označíme

náěená šroubem F t bude
D1 , zkrácení plech'd 5~ . Bude-li síla pře-

(4.5)

Součet obou těchto dálek dá dohromady posuv matky po dříku šroubu. Je-li
výěka závitu .~ , bude platit tato deformační podminka:

(4.6)

Úhel otočení matky ~ měříme ve stupních. Odtud vyjde - s použitím rovni­
ce (4.5) -

(4. 7)

Dosaame napřik1ad E = 2 .105 N mm-2 , (?J = 15 o, cL =20 mm, I~ = 2, 5 mm,

fh = 16 mm, h = 24 mm, S = 30 mm. Vyjde

5 1C. 202 6 1 .= 2 .10. ( 16) = I, 122 .10 N mm- ,4 • 48 +' 0,5 •

lZe VZorce (4. 7)

1C • I (30 + 24)2 - 202 J 8 6 -1= ,234.10 N mm •
8 • 24

F ._ 1,122 • 8,234 15. 2,5 =
1,122 + 8,234· 360

- 20 -
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Tomu odpovídá napětí v df'íku ěroubu v pr'Ořezu, který nebyl z8s1abenzávi­
tem ~)

60,103 • 10

jl: • 202 /4
328 MN m-2 •

Zdálo by se, že tímto zpť1sobem, tj. mě!'ením úhlu otočení klíče od dosed­
nutí matice šroubu, lze snadno kontrolovat předpětí šroubu. Avšak v praxi
se to tak neprokázalo. Ddvod je ten, že skutečné povrchy nejsou ani rovné
ani hladké. K![)

Předpokládejme nyní, že povrch je drsný a že jeho nerovnosti maji
efektivní hloubku 30 p. m. Tyto nerovnosti se při utahováni šroubu omačka­

jí a plasticky zdeformují, takže skutečný posuv matice po ěroubu je třeba

brát jako rozdil

C, li _

360
30

1000
= 15. 2,5

360
0,03 = 0,074 mm

a nikoli jako 01i /360 = 0,104 mm. Proto vyvozená sila F bude menší
v poměru 74/104 a taká napětí v d~iku šroubu bude jen

'(;~ = 328 • --l1... ~ 234 MN m-2 •
·S 104

Bude tedy o 29 ~ menši než udává výpočet pro ideálně hladký povrch.

Omačkán:!m nerovností povrchu se do deformační

charakteristiky vnáěí jnelinearita; • Pztotožejde zčás­

ti o plastické deformace, bude dotyková tuhost ji­

ná při prvním a jiná při opakovaném zatí~eni. Pro­
jeví se zvláště tam, kde se. stýká mnoho vrstev
tenkého materiálu. Stlačuj.~11 se například stoh
tenkých plechd, je závislost napětí t 6'( na po­
měrném stlačení l ~ 1 a na tlouětce plechň h
taková, jak je na obr. 15 schematicky znázorněno.

~) Připomeňme, že 1 N mm-2 = 1 MN m-2 •

10-1

Obr. 15

~~) Vlivem přídavného ohybu šroubO zpOsobeného nerovností popř. nerovno-
bě~ností dosedacích ploch se nebudeme zabývat; tuto problematiku po­
važujeme za obecně známou.
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Čím jsou plechy tenčí, tím je nelinear1ta této deformační charakteristiky
výraznějěí. Na to je třeba pamatovat při vymezování v~lí mnoha tenkými
distančními vložkami. Čtyři vlo~ky po 0,05 mm oudou mít poněkud meněí tu­
host než jedna vložka 0,2 mm; teprve při větším utažení se bude rozdíl
vyrovnávat. Pro ocelové plechy stlačované ve stohu uvedli Tretjakov,
Albrecht a Solověv experim9ntální výsledky, jež lze popsat rovnicí

'\ E \. = 0,00947 ... h
-0,3040 0,1129

· \l3 i (4.8)

Obr. 16

. . 2
v rozsahu \Ci\ <. 250 MN m- a pro tlouštky h = 0,15 až 2,5 mm

/Věstn1k Mašinostrojenija (1961), No. 8, str. 39 - 42/.

Uvedeme jiný příklad montážních nepřesnosti.

Chceme usadit ocelový hřídel o prňměru D na
třech nepoddajných ložiskách vzdálených o t
(obr. 16). Ložiska budeme usazovat s použitím pře­

depjaté ocelové struny o pr1~rněru d" ; předpětí

je F ,hustota oceli ~ • ,Prllhyb struny vlast­
ni tíhou uprostřed rozpětí 'Lt bude

(4.9)

Tento vzorec snadno odvodíme z diferenciální rovnice dokonale ohebné
struny

(4.10)

(4.11)

kde 1 -= l n:ó.1/Lt) ~~. znamená tíhu připadající na jednotku délky. Okrajové
Dodmínky jsou y (o) .:: Ot \J (tť.) ~ O • Vyjde

tl
~ -:;: 'LF X t tt - x:)

a prOhyb uprostřed rozpětí bude

~e~
~ -~•.. .,.,

2.F (4.12 )

("'"

To je však vzorec (4. 9). Hodnotu O tedy "proměříme". To bude chyba
v souososti domněle dokonale usazeného ložiska. Po vložení hřídele do
pánví mOže nastat případ, že hřídel bude dosedat jén v krajních ložiskách.
Jeho prOhyb vyvolaný vlastní tíhou bude
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(4.13)

kde

(4.14)

Protože J = 1(; nq. / "it , bude nakonec

(4.15)

Htídel dosedne na všechny tři ložiska teprve, když předpětí struny P
bude splňovat nerovnost

Napětí ve struně pak bude

3rt"
80 (4.16)

(4.1 7)

Je zajímavé, že pravá strana této nerovnosti neobsahuje prdměr struny oL .
E 5 -2 D fJe-li např. = 2.10 MN m, = 200 mm, \,; = 2000 mm, bude podle

(4.17)

~ :~ -l.. . ( 200)
s -- 20 \ 2000

2

(4.18)

Potřebné napětí tedy bude poměrně velké. Bude-li předpětí dosahovat právě

hodnoty podle pravé strany (4.18), bude prOhyb struny a hřídele vlastní
tíhou stejný a bude dosahovat hodnoty

= = 7800 • 9 281 • 22

2 ." 1&00 • 106 0,128 mm.

Hřídel se sice bude dotýkat všech ložisek, ale reakce se budou p~enášet

jen v krajních ložiskách,_ prostřední nebude vňbec zatíženo. Tíha ~ hří­

dele se tedy zachytí reakcemi

'D- ._'Qr.... Q
~i - , ..) ;
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Zaškrabeme-li krajní lo~iska tak, aby se eliminovala nep~esnost daná prO­
hybem struny 6 , tjo o 0,128 mm, budou reakce

(4.20)

Tento výsledek dává "školní" úloha o hřídeli třikrát ideálně podepřeném

podle obr. 16 a rovnoměrně zatíženém.

Je z~ejmé, že nepatrným zaškrabáním se podstatně změní rozdělení

reakoí. Ve skutečnosti nejsou ložiska absolutně tuhá a nepoddajná, ani \
je nelze nastavovat a zaškrabávat s absolutní p~esností. Vliv pružnosti
se uplatní ta-k, že rozdělení reakcí se bude blížit rovnoměrnému ( R1 .....
= R2,. = R3 = Qi 3 ) a to tím více, čím bude pružinová konstanta lo~i­

sek menší (ovšem jen bude-li u všech ložisek stejná). Vliv vdlí a montáž­
ních nepřesností se projeví změnou rozdělení reakcí a tím i změnou provoz­
ního namáhání hřídele.

Probraný příklad nás poučil o tom, že výpočet staticky neurčitých

pružných soustav má smysl jen tenkrát, známe-li přesně okrajové podmínky
a deformační vazby. WAlá změna těchto podmínek nebo deformačních vazeb·
mOže někdy zpOsobit velkou změnu namáhání některých člen~ soustavy. S ta­
kovými případy se setkáme ještě několikrát při dalším výkladu.

V táto kapitole jsme se p~esvědčili o tom, že ti staticky neurčitých

pružných soustav mohou vzniknout podstatná změny napjatosti, jestliže
se jen málo změní okrajové nebo deformační podmínky (uplatní-li se
nap~. odchylka od souososti, plastická deformace mikronerovností drsná­
ho povrchu aj.). Detailní výpočet staticky neurčitých soustav má smysl
pouze tehdy, známe-li deformační a okrajové podmínky s dostatečnou

p~esností. Vyplatí se ~dh8dnout možné d~sledky montážních ~epře8nosti.

5. NAMÁHÁNí KLIKOVÝCH ~íDELŮ

Nebudeme zde probírat tuto speciální problematiku stavb·y strojd.
Zájemce odkazujeme na odbornou literaturu, např. na autorňv článek ve
Strojnickém sborniku sv. ll, SNTL, Praha 1954. Zde upozornim~ jen na to.,
že staticky neurčitě ulo~ené klikové hřídele .jsou namáhány mnohem složi­
těji než hladké hřídele za jinak stejných podmínek. Je to dáno t:ťm,<!e

se ohýbají a zkrucují' nejenom čepy hi'ídele, ale t~é jeho ramena<ale
ložiskov' a ojniční čepy Demají společnou osu.

Probereme například, jak se chovají dvě kliky v téže
máhání krutem podle obr. 17. Kliky svírají úhel 180 0.

pf-i ne­
si

- 24 -



idealizovali jako tanky prut ulolený ve tf'ech ložiskách. Odchyl1cyefektiv­
n~chdélek při výpočtu deformací od skutečných délek čepo. a' l'amen/zane4.bá­
mat proto~e nám jde v současné chvíli jen o to, abychom ~'oukázali \najistý
zdánlivý paradox.

(5.1)

Uvolníme ložisko B. Účinkem krouticího momentu se ohnou 8 rozevřou

ramena u obou klik tak, že výsledná deformace bude jako na obr. 18. Je-li
ohybová tuhost ramen při ohybu kolmo k nákresně na obr. 17 rovna E:J1 ,
tOl' zni tuhost čepo. G~~p ,bude

M" r'l.
~ \fr ,

E]1

První člen na pravé straně rovpice (5.1) odpovídá dvojnásobku pro.hybu nos­
níku na jednom konci vetknutého; zatíženého konstantním ohybovým momentem

Mo = M~ • Jde o ohyb ramene. Druhý člen popisuje skok v pr'Ohybové čá-

ře zp-dsobený z~roucenim ojničního čepu o' úhel Lf • Obr. 18 je poněkud

,nezvyklý tím, že deformace jsou zakreslovány s velkým zvětěeníIit a tak, aby

čepy h~ide1e zOstaly ko1mék nákresně. Zakreslený prOmět ohybové čáry tedy
znázorňuje pouze ramena, čepy se promítají do bodO vyznačených krou!ky.
Zlom čáry v bodě B. je dán'" zkroucením čepu v ložisku B. Podobně' se pro­

jeví 1 zkrouceni ojn1čn~ch čepO 1, 2 o úhel ~ • ZOstanou-1i středy

ložiskových čep~ A, C na ose spojující ložiska, vybočí ložiskový čep B
z této osy kolmo k nákresně na obr. 17 o hodnotu Ó • Chceme-li jej vrá­
tit zpět, musíme pf'ipojit reakci R čárkovaně vyznačenou na obr. 18.
Zptisobí deformaoi 6ep111 ramen. Ohybem čepd vznikne v místě B prdhyb
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